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Al estudiante 


Con la esperanza de que esta obra estimule 
su interés por la Ingeniería Mecánica 
y proporcione una guía aceptable 
hacia su comprensión. 



PREFACIO 


El propósito de este libro es proporcionar al estudiante una presenta¬ 
ción clara y completa de la teoría y las aplicaciones de los principios de 
la mecánica de materiales. Para lograr dicho objetivo, esta obra ha ido 
tomando forma mediante ios comentarios y las sugerencias de cientos de 
revisores que se dedican a la enseñanza, así como muchos de los alum¬ 
nos del autor. Esta edición ha sido mejorada de manera significativa en 
relación con la anterior, por lo que esperamos que tanto profesor como 
estudiante se beneficien en gran medida. 


Lo nuevo en esta edición 

• Contenido actualizado. Algunas partes del libro se han reescri¬ 
to a fin de lograr mayor claridad. A este respecto, se han agregado 
ejemplos nuevos y algunos de los existentes se han modificado para 
dar mayor énfasis a la aplicación de conceptos importantes. Además, 
se han mejorado las ilustraciones en todo el libro a fin de dar soporte 
a dichos cambios. 

• Fotos nuevas. La importancia de conocer el objeto de estudio se 
refleja en las aplicaciones del mundo real mostradas en 44 fotos nuevas 
o actualizadas a lo largo del libro. Por lo general, estas fotos se utüizan 
para explicar la manera en que se aplican los principios más importan¬ 
tes en situaciones reales y la forma en que se comportan los materiales 
bajo una carga. 

• Problemas fundamentales. Esta serie de problemas se localiza 
justo después de los problemas de ejemplo de cada capítulo y ofrece a 
los estudiantes aplicaciones simples de los conceptos, por lo que les da 
la oportunidad de desarrollar sus habilidades antes de intentar solucio¬ 
nar algunos de los problemas estándar que siguen. Esta sección puede 
considerarse como ejemplos extendidos puesto que todos los proble¬ 
mas tienen soluciones pardales y respuestas que se proporcionan en 
la Sección final del libro. De manera adicional, estos problemas ofre¬ 
cen un medio excelente para estudiar antes de los exámenes, y pueden 
usarse posteriormente como una preparación para algún examen de 
certificación en ingeniería. 

• Problemas conceptuales. A lo largo del libro, por lo general al 
final de cada capítulo, hemos incluido una serie de problemas que in¬ 
volucran situaciones conceptuales relacionadas con la aplicación de los 
principios contenidos en el texto. Estos problemas de análisis y diseño 
están planteados para que los estudiantes razonen sobre una situación 
de la vida real ejemplificada en una fotografía. Los problemas pueden 
asignarse después de que los estudiantes hayan desarrollado cierta ex¬ 
periencia en el tema estudiado y se pueden resolver como proyectos 
individuales o en equipo. 

• Problemas nuevos. En esta edición se han agregado aproxima¬ 
damente 550 problemas nuevos, o 35 por ciento del total, incluyendo 
aplicaciones a muchos campos diferentes de la ingeniería. Asimismo, 





esta nueva edición tiene alrededor de 134 problemas más que la edi¬ 
ción anterior. 

• Problemas con sugerencias. Con los problemas de tarea adiciona¬ 
les en esta nueva edición, todos los problemas indicados con una viñeta 
(•) antes del número del problema incluyen una recomendación, ecua¬ 
ción clave O resultado numérico adicional que se proporciona junto 
con la respuesta al final del libro. Estos problemas motivan mucho a 
los estudiantes para resolver problemas por su cuenta al proporcio¬ 
narles formas adicionales de verificar la solución. 


Contenido 

El libro está organizado en 14 capítulos. El capítulo 1 comienza con una 
revisión de los conceptos importantes de la estática, seguida poruña defi¬ 
nición formal de los esfuerzos normal y cortante, y un análisis del esfuer¬ 
zo normal en elementos cargados de manera axial y el esfuerzo cortante 
promedio causado por el cortante directo. 

En el capítulo 2 se definen las deformaciones normal y cortante, y 
en el capítulo 3 se proporciona un análisis de algunas de bis propieda¬ 
des mecánicas importantes de los materiales. En los capítulos 4, 5 y 6, 
respectivamente, se presenta el estudio por separado de la carga axial, 
la torsión y la flexión. En cada uno de estos capítulos se considera el 
comportamiento lineal tanto elástico como plástico del material. Ade¬ 
más se incluyen temas relacionados con las concentraciones del esfuerzo 
y el esfuerzo residual. En el capítulo 7 se analiza el esfuerzo cortante 
transversal, junto con un estudio de los tubos de pared delgada, el flujo 
oortante y el centro cortante. El capítulo 8 incluye un análisis de reci¬ 
pientes a presión con pared delgada y se proporciona un repaso parcial 
del material cubierto en los capítulos anteriores, puesto que el estado de 
esfuerzo resulta de cargas combinadas. En el capítulo 9 se presentan los 
conceptos para transformar estados de esfuerzo muid axial. De manera 
ámilar, en el capítulo 10 se analizan los métodos para la transformación 
de deformaciones, incluyendo la aplicación de diferentes teorías de falla. 
El capítulo 11 proporciona un medio para realizar un resumen y un re¬ 
paso adicionales del material anterior al cubrir aplicaciones de diseño de 
vigas y ejes. El capítulo 12 cubre diferentes métodos para calcular las de¬ 
flexiones de vigas y ejes; también se incluye un estudio para determinar 
las reacciones en estos elementos si son estáticamente indeterminados. 
En el capítulo 13 se proporciona un análisis del pandeo de columnas y, 
por último, en el capítulo 14 se considera el problema del impacto y la 
aplicación de diferentes métodos de energía para calcular deflexiones. 

Las secciones del libro que contienen material más avanzado se indi¬ 
can mediante un asterisco (*). Si el tiempo lo permite, algunos de estos 
temas podrían incluirse en el curso. Además, este material proporciona 
una referencia adecuada para los principios básicos cuando éstos se cu¬ 
bren en otros cursos, y puede utilizarse como base para la asignación de 
proyectos especiales. 

Método de cobertura alternativo. Algunos profesores pre¬ 
fieren cubrir primero las transformaciones de esfuerzo y deformación, 



antes de analizar las aplicaciones específicas de la carga axial, la torsión, 
la flexión y la cortante. Un método posible para hacer esto sería estudiar 
primero el esfuerzo y su transformación, capítulos 1 y 9, seguidos por la 
deformación y su transformación, capítulo 2 y la primera parte del 10. 
El análisis y los problemas de ejemplo en estos últimos capítulos están 
redactados de manera que sea posible seguir este método. Además, las 
series de problemas se han subdividido de forma que este material pueda 
verse sin conocimiento previo de los capítulos que intervienen. Los capí¬ 
tulos 3 a 8 pueden verse sin pérdida de continuidad. 


Elementos particulares 

Organización y enfoque. Cada capítulo está organizado en sec¬ 
ciones bien definidas que tienen una explicación de temas específicos, 
problemas de ejemplo ilustrativos y series de problemas de tarea. Los te¬ 
mas dentro de cada sección se colocan en subgrupos definidos mediante 
títulos. El propósito es presentar un método estructurado para introducir 
cada nueva definición o concepto y que el libro conserve una secuencia 
como referencia y para repasos posteriores. 

Contenido de cada capítulo. Cada capítulo comienza con una 
ilustración a página completa que muestra una extensa aplicación del 
material incluido. Después se presentan los “objetivos del capítulo” 
como una visión general del material que se cubrirá en éste. 

Procedimientos para el análisis. Esta característica única, que 
se encuentran al final de muchas de las secciones del libro, proporciona 
al estudiante un método lógico y ordenado que puede seguiT al aplicar 
la teoría. Los problemas de ejemplo se resuelven utilizando este método 
esquemático a fin de clarificar su aplicación numérica. Sin embargo, se 
entiende que al dominar Eos principios relevantes y al haber obtenido 
confianza y juicio en el método, el estudiante puede desarrollar sus pro¬ 
pios procedimientos para la resolución de problemas. 

Fotografías. A lo largo del libro se utilizan muchas fotografías para 
mejorar la comprensión y la explicación conceptual de cómo se aplican 
los principios de la mecánica de materiales en situaciones del mundo 
real. 

PuntOS importantes. Esta característica proporciona un repaso o 
resumen de los conceptos más importantes en una sección y resalta los 
puntos más significativos que deben observarse al aplicar la teoría para 
la resolución de problemas. 

Problemas de ejemplo. Todos los problemas de ejemplo se pre¬ 
sentan de manera concisa y con una redacción fácil de entender. 

Problemas de tarea. Muchos de los problemas del libro presen¬ 
tan situaciones realistas que pueden encontrarse en la práctica de la inge¬ 
niería. Se espera que esto estimule los intereses del estudiante en la ma¬ 
teria y proporcione un medio con el cual desarrolle sus habilidades para 
reducir cualquier problema, desde su descripción física hasta un modelo 
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o representación simbólica a la que puedan aplicarse los principios. A 
k> largo del libro existe un equilibrio aproximado entre los problemas 
que utilizan unidades del Sistema Inglés y los que usan el Sistema De- 
dmal. Además, en todas las seríes, se ha hecho un esfuerzo por colocar 
Eos problemas en un orden de dificultad creciente. Las respuestas a todos 
los problemas, con la excepción de cada cuarto problema, se presentan 
al final del libro. A fin de alertar al usuario acerca de un problema en 
el que no se incluya respuesta, hemos colocado un asterisco (*) antes 
de su número. Las respuestas se proporcionan con tres cifras significati¬ 
vas, incluso cuando los datos para las propiedades del material pueden 
conocerse con menor exactitud. Aunque ésta podría parecer una prác¬ 
tica incorrecta, se realiza simplemente por consistencia y para darle al 
estudiante una mayor oportunidad de validar su solución. Un cuadrado 
negro (■) identifica los problemas que requieren un análisis numérico O 
una aplicación en computadora. 


Apéndices. Los apéndices del libro proporcionan una fuente para 
repaso y un listado de datos tabulares. El apéndice A proporciona infor¬ 
mación del centroide y el momento de inercia de un área. En los apén¬ 
dices ByC encontrará datos tabulares para figuras estructurales, y la 
deflexión y las pendientes de varios tipos de vigas y ejes. 

Verificación de la exactitud. Esta octava edición ha sido some¬ 
tida a nuestra rigurosa revisión de la exactitud en tres fases. Además de 
la revisión realizada por el autor en todas las figuras y páginas, el texto 
fue verificado por las siguientes personas: 

• Scott Hendricks, Virginia Polytechnic University 

• Karim Nohra, University of South Florida 

• Kurt Norlin, Laurel Tech Integrated Publishing Services 

• Kai Beng Yap, Consultor en Ingeniería 


Reconocimientos 

A través de los años este texto ha tomado forma con las sugerencias y 
comentarios de muchos de mis colegas en la profesión de la enseñanza. 
Aprecio su motivación y deseo de proporcionar una crítica constructiva 
y espero que acepten este reconocimiento anónimo. Doy una nota de 
agradecimiento a los siguientes revisores. 

Akthem AI-Manaseer, San José State University 
Yabin Liao, Arizona Suite University 
Qiff Lissenden, Penn State 

Gregory M. Odergard, Michigan Technological University 

John Oyler, University ofPittsbwg 

Roy Xu, Vanderbilt University 

Paul Ziehl, University of South Carolina 

Considero que hay algunas personas que merecen un reconocimiento 
particular. Mi amigo y socio de hace mucho tiempo, Kai Beng Yap, fue de 
g-an apoyo al revisar todo el manuscrito y ayudarme a preparar las solu- 



dones de los problemas. A este respecto, también doy una nota de agra- 
dedmiento especial a Kurt Nolin de Laurel Tech Integrated Publishing 
Services. Agradezco la ayuda de Rose Kernan, mi editora de producción 
durante muchos aftas, y a mi esposa, Conny, y mi hija, Mary Aun, por 
su colaboración con las lecturas de prueba y la escritura necesarias para 
{reparar el manuscrito durante el proceso de producción. 

También me gustaría agradecer a todos mis alumnos que usaron la 
edición anterior y han hecho comentarios para mejorar el contenido de 
ésta. 

Estaré muy agradecido si recibo de ustedes algún comentario o suge¬ 
rencia en relación con el contenido de esta edición. 

Russell Charles Hibbeler 
hibbclet® beltsouth. net 


Recursos para el profesor (en inglés) 

• Manual de soluciones para el profesor. El autor preparó un 
manual de soluciones para el profesor, el cual incluye listas de asigna¬ 
ción de tareas; también fue revisado como parte del programa de verifi¬ 
cación de la exactitud. 

* Recursos para presentación. Todas las ilustraciones del libro 
están disponibles en diapositivas de PowerPoint y formato JPEG (en in¬ 
glés). Estos archivos pueden bajarse desde e! centro de recursos para el 
profesor en http://www.pearsoneducacion.net/hibbeler. Si tiene le nece¬ 
sidad de obtener un nombre de usuario y una contraseña para este sitio, 
por favor contacte a su representante local de Pearson. 
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MECANICA DE 
MATERIALES 



Los pernos usados para las conexiones de esta estructura de aceio se encuentran sometidos a esfuerzo. 

En el presente capítulo se estudiará la forma en que los ingenieros diseñan estas conexiones y sus elementos 
de sujeción. 
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Esfuerzo 


OBJETIVOS DEL CAPÍTULO 

En este capítulo se repasarán algunos de los principios más importan¬ 
tes de la estática y se mostrará cómo utilizarlos para determinar las 
cargas internas resultantes en un cuerpo. Después, se presentarán los 
conceptos de esfuerzo normal y cortante, y se analizarán las aplicacio¬ 
nes específicas del análisis y diseño de los elementos sometidos a una 
carga axial o cortante directa. 


1.1 Introducción 

La mecánica de materiales es una rama de la mecánica que estudia los 
decios internos del esfuerzo y la deformación en un cuerpo sólido que 
está sometido a una carga externa. El esfuerzo se encuentra asociado con 
la resistencia del material del que está hecho el cuerpo, mientras que la 
deformación es una medida de la elongación (cambio en tamaño y for¬ 
ma) que experimenta éste. Además, la mecánica de materiales incluye el 
estudio de estabilidad de los cuerpos, como en el caso de una columna 
que se encuentra sometida a una carga de compresión. La comprensión 
completa de los fundamentos de este tema es de vital importancia, pues¬ 
to que muchas fórmulas y reglas de diseño mencionados en los manuales 
de ingeniería se basan en los principios de esta materia. 


3 




4 


Capitulo 1 Esfuerzo 


Idealización 
de una fuerza 
concentrada 



Carga linealmente 


distribuida 


Desarrollo histórico. El origen de la mecánica de materiales se 
remonta a los comienzos del siglo xvn, cuando Galileo realizó experi¬ 
mentos para estudiar los efectos de las cargas en barras y vigas fabricadas 
con diferentes materiales. Sin embargo, a inicios del siglo XVlll,se mejo¬ 
raron en gran medida los métodos experimentales para realizar pruebas 
en materiales. En ese tiempo, científicos notables como Saint-Venant, 
Poisson, Lamé y Navier realizaron muchos estudios experimentales y 
teóricos Sobre este tema, principalmente en Francia. 

Con el paso de los años, cuando muchos de los problemas fundamen¬ 
tales de la mecánica de materiales se habían resuelto, fue necesario el 
uso de matemáticas avanzadas y técnicas de computación para resolver 
problemas más complejos. En consecuencia, este tema se expandió a 
otras áreas de la mecánica, como la teoría de la elasticidad y la teoría de la 
plasticidad. La investigación en estos campos se encuentra en desarrollo 
y tiene el propósito de resolver problemas de ingeniería más avanzados. 


1.2 Equilibrio de un cuerpo deformable 

La estática juega un papel importante en el desarrollo y la aplicación 
de la mecánica de materiales; por ello, es esencial tener un buen enten¬ 
dimiento de sus fundamentos. A continuación repasaremos algunos de 
Eos principios esenciales de la estática que se utilizarán a lo largo de este 
libro. 


Cargas externas. Un cuerpo puede estar sometido a dos tipos de 
cargas externas, es decir, las fuerzas de superficie O las fuerzas de cuerpo. 
\fea la figura 1-1. 


1 


~~ de 
superficie 


\ 


Fuerza 
de cuerpo 


Fuerzas de superficie. Las fuerzas de superficie son causadas por 
el contacto directo de un cuerpo con la superficie de otro. En todos los 
casos esas fuerzas están distribuidas sobre el área de contacto entre 
Eos cuerpos. Si esta área es pequeña en comparación con el área de la 
superficie total del cuerpo, entonces la fuerza de superficie puede ideali¬ 
zarse como una sola fuerza concentrada , que se aplica a un punto sobre 
d cuerpo. Por ejemplo, la fuerza del suelo sobre las ruedas de una bici- 
deta puede considerarse como una fuerza concentrada. Si la carga de la 
superficie se aplica a lo largo de un área estrecha o línea, la carga puede 
idealizarse como una carga linealmente distribuida , w(s). Aquí la carga 
se mide como si tuviese una intensidad de fuerza/longitud a lo largo de 
la línea y se representa de manera gráfica como una serie de flechas a lo 
largo de la línea s. La fuerza resultante de w(y) es equivalente al área 
bajo la curva de la carga distribuida, y esta resultante actúa a través del 
centroide C (o centro geométrico) de dicha área. Las cargas ubicadas en 
toda la longitud de una viga es un ejemplo típico en el que, a menudo, se 
aplica esta idealización. 


Figura 1-1 
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Fuerzas de Cuerpo. Una fuerza de cuerpo se desarrolla cuando un 
cuerpo ejerce una fuerza sobre otro cuerpo sin contacto físico directo 
entre éstos. Entre algunos ejemplos se encuentran los efectos causados 
por la gravitación de la Tierra o por su campo electromagnético. Aunque 
las fuerzas de cuerpo afectan cada una de las partículas que lo forman, 
estas fuerzas se representan por una sola fuerza concentrada que actúa 
sobre el cuerpo. En el caso de la gravitación, esta fuerza se llama el peso 
del cuerpo y actúa a través del centro de gravedad del mismo. 

Reacciones en los soportes (apoyos). Las fuerzas de super¬ 
ficie que se desarrollan en los soportes o puntos de contacto entre los 
cuerpos se llaman reacciones. En la tabla 1-1 se muestran los soportes 
más comunes para los problemas tridimensionales, es decir, para cuer¬ 
pos sometidos a sistemas de fuerzas copia nares. Observe con cuidado el 
símbolo utilizado para representar cada soporte y el tipo de reacciones 
que ejerce sobre el elemento con el que está en contacto. Como regla 
general, » el soporte impide la traslación en una dirección dada, en¬ 
tonces debe desarrollarse una fuerza sobre el demento en esa dirección. 
Del mismo modo, si se impide la rotación, debe ejercerse un momento 
sobre el demento. Por ejemplo, un soporte de rodillo sólo puede impedir 
la traslación perpendicular o normal a la superficie. Por consiguiente, el 
rodillo ejerce una fuerza normal Fsobre el elemento en el punto de con¬ 
tacto. Como el elemento puede girar libremente con respecto al rodillo, 
no puede desarrollarse un momento sobre el elemento. 



Muchos elementos de máquina están co¬ 
nectados mediante pernos para permitir 
la rotación libre en sus conexiones. Estos 
soportes ejercen una fuerza sobre un ele¬ 
mento, pero no un momento. 


TABLA 1-1 


Tipo de conexión Reacción Tipo de conexión Reacción 
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Ecuaciones de equilibrio. El equilibrio de un cuerpo requiere 
un balance de fuerzas para impedir que el cuerpo se traslade o tenga 
movimiento acelerado a lo largo de una trayectoria recta o curva, y un 
balance de momentos para impedir que el cuerpo gire. Estas condicio¬ 
nes pueden expresarse de manera matemática mediante dos ecuaciones 
vectoriales 


2F= 0 

2M 0 = 0 


( 1 - 1 ) 


Aquí, £F representa la suma de todas las fuerzas que actúan sobre el 
cuerpo y 2M a es la suma de los momentos de todas las fuerzas respecto 
a cualquier punto O ya sea sobre o fuera del cuerpo. Si se fija un sistema 
de coordenadas x, y, z con el origen en el punto O, los vectores de fuerza 
y de momento pueden separarse en componentes a lo largo de los ejes 
coordenados y en las dos ecuaciones anteriores pueden escribirse en for¬ 
ma escalar como seis ecuaciones, consideradas como. 


ZF X = 0 2F, p- 0 ZF a = 0 
SAf* = 0 SA/, = 0 SMj = 0 


Con frecuencia, en la práctica de la ingeniería, la carga sobre un cuer¬ 
po puede representarse como un sistema de fuerzas coplanares. Si éste es 
el caso, y las fuerzas se encuentran en el plano x-y, entonces las condicio¬ 
nes para el equilibrio del cuerpo pueden especificarse mediante sólo tres 
ecuaciones escalares de equilibrio, que son: 



Para diseñar los elementos horizontales de 
la estructura de este ediñdo, primero deben 
determinarse las cargas internas en dife¬ 
rentes puntos alo largo de su longitud. 


ZF, = 0 
2F, = 0 
2A/o = 0 


(1-3) 


Aquí todos los momentos se suman con respecto al punto O, y éstos es¬ 
tarán dirigidos a lo largo del eje z. 

La aplicación exitosa de las ecuaciones de equilibrio requiere la es¬ 
pecificación completa de todas las fuerzas conocidas y desconocidas que 
actúan sobre el cuerpo, por lo que la mejor manera de tomar en cuenta 
todas esas fuerzas es dibujar el diagrama de cuerpo libre del cuerpo. 
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Cargas internas resultantes. En la mecánica de materiales, la 
estática se usa principalmente para determinarlas cargas resultantes que 
actúan dentro de un cuerpo. Por ejemplo, considere el cuerpo que se 
muestra en la figura l-2a, que se mantiene en equilibrio mediante las 
cuatro fuerzas externas.* A fin de obtener las cargas internas que actúan 
sobre una región específica dentro del cuerpo, es necesario hacer una 
sección imaginaria o “corte” a través de la región donde van a determi¬ 
narse las cargas internas. Después, las dos partes del cuerpo se separan 
y Se dibuja un diagrama de cuerpo libre de una de las partes, figura 1-2 b. 
Observe que en realidad existe una distribución de la fuerza interna que 
actúa sobre el área “expuesta" de la sección. Esas fuerzas representan 
los efectos del material de la parte superior del cuerpo que actúa sobre el 
material adyacente de la parte inferior. 

Aunque la distribución exacta de la carga interna puede ser descono¬ 
cida , pueden usarse las ecuaciones de equilibrio para relacionar las fuer¬ 
zas externas sobre la parte inferior del cuerpo con ¡a fuerza y el momento 
resultantes de la distribución, Fj¡, y en cualquier punto específico O 
sobre el área seccionada, figura l-2c. Más adelante se mostrará que el 
punto O suele escogerse en el centroide del área seccionada, y así se le 
considerará aquí a menos que se indique lo contrario. Además, si un ele¬ 
mento es largo y delgado, como en el caso de una barra o una viga, la 
sección que debe considerarse se toma perpendicular al eje longitudinal 
del elemento. A esta sección se le llama sección transversal. 


♦El peso del cuerpo no se muestra, porque se supone que es muy pequeño y, por lo 
tanto, insignificante en comparación con las otras cargas. 
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Momento 
de torsión 



Tres dimensiones. Más adelante se mostrará la manera de relacionar 
las cargas resultantes, F^ y con la distribución de fuerza en el área 
seccionada y se desarrollarán ecuaciones que puedan usarse para el aná- 
Ksts y diseño del cuerpo. Sin embargo, para hacer esto deben considerar¬ 
se las componentes de y actuando de forma normal o perpendi¬ 
cular al área seccionada, figura 1-2 d. Entonces, pueden definirse cuatro 
diferentes tipos de cargas resultantes de la manera siguiente; 

Fuerza normal, N. Esta fuerza actúa perpendicularmente al área. 
Se desarrolla siempre que las cargas externas tienden a empujar o jalar 
sobre los dos segmentos del cuerpo. 

Esfuerzo cortante, V. El esfuerzo cortante se encuentra en el plano 
del área y se desarrolla cuando las cargas externas tienden a ocasionar 
que los dos segmentos del cuerpo se deslicen uno sobre el otro. 

Momento de torsión o torque, T. Este efecto se desarrolla cuan¬ 
do las cargas externas tienden a torcer un segmento del cuerpo con res¬ 
pecto al otro alrededor de un eje perpendicular al área. 

Momento flexionente, M. El momento flexionante es causado por 
las cargas externas que tienden a flexionar el cuerpo respecto a un eje 
que se encuentra dentro del plano del área. 

Observe que en este texto la representación gráfica de un momento O 
torque se muestra en tres dimensiones como un vector con una rotacio¬ 
nal (flecha curva) asociada. Mediante la regla de la mano derecha , el pul¬ 
gar proporciona el sentido de la flecha del vector y la curva o los dedos 
indican la tendencia de rotación (torsión o flexión). 
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Figura 1-3 


Cargas coplanares. Si el cuerpoestá sometido a un sstema de fuerzas 
coplanares, figura l-3a, entonces en la sección sólo existen compo¬ 
nentes de fueraa normal, de fuerza cortante y de momento flexionan- 
te, figura 1-36. Si se usan los ejes coordenados x, y, z, como se mues¬ 
tra en el segmento de la izquierda, entonces N puede obtenerse al 

aplicar Xí = 0 y V se puede obtener de Sí' = 0. Por último, el mo- 

y 

mentó fiexionante M c se puede determinar mediante la suma de 
momentos respecto al punto O (el eje z), XAf 0 = 0, a fin de eliminar 
los momentos causados por las incógnitas N y V. 



Puntos importantes 


La mecánica de materiales es un estudio de la relación entre las 
cargas externas aplicadas a un cuerpo y el esfuerzo y la defor¬ 
mación causadas por las cargas internas dentro del cuerpo. 

• Las fuerzas externas pueden aplicarse a un cuerpo como cargas 
de superficie distribuidas o concentradas, O bien como fuerzas de 
cuerpo que actúan a través del volumen del cuerpo. 

Las cargas linealmente distribuidas producen una fuerza resul¬ 
tante con una magnitud igual al área bajo el diagrama de carga, y 
con una ubicación que pasa a través del centroide de esta área. 

8 Un soporte produce una Juerza en una dirección particular so¬ 
bre el elemento al que se encuentra unido si impide la traslación 
del elemento en esa dirección, y produce un momento sobre el 
elemento si impide su rotación. 

• Para evitar la traslación de un cuerpo con movimiento acele¬ 
rado, así como su rotación, deben cumplirse las ecuaciones de 
equilibrio SF=0y XM =0. 

Al aplicar estas ecuaciones, es importante dibujar primero el 
diagrama de cuerpo libre, a fin de tomar en cuenta todos los 
términos incluidos en las ecuaciones. 

• El método de las secciones se utiliza para determinar las cargas 
internas resultantes que actúan sobre la superficie del cuerpo sec¬ 
cionado. En general, estas resultantes consisten en una fuerza nor¬ 
mal, la fuerza cortante y los momentos de torsión y fiexionante. 
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Las cargas resultantes internas en un punto situado sóbrela sección 
transversal de un cuerpo pueden obtenerse usando el método de 
las secciones. Para ello, es necesario realizar los siguientes pasos. 

Reacciones en los soportes. 

Primero decida qué segmento del cuerpo debe ser considerado. 
Si el segmento tiene un soporte o una conexión a Otro cuerpo, 
entonces antes de seccionar el cuerpo será necesario determi¬ 
nar las reacciones que actúan sobre el segmento escogido. Para 
hacerlo, dibuje el diagrama de cuerpo libre de todo el cuerpo y 
luego aplique las ecuaciones de equilibrio necesarias para obte¬ 
ner esas reacciones. 

Diagrama de cuerpo libre. 

Mantenga todas las cargas externas distribuidas, los momentos, 
los pares de torsión y las fuerzas en sus ubicaciones exactas , an¬ 
tes de hacer una sección imaginaria a través del cuerpo en el pun¬ 
to donde deben determinarse las cargas internas resultantes. 

Dibuje un diagrama de cuerpo libre de uno de los segmentos 
“cortados” e indique las resultantes desconocidas N, V, M y T 
en la sección. Éstas suelen colocarse en el punto que representa 
el centro geométrico o centroide del área seccionada. 

Si el e le mentó est á sometido a un siste m a de f uerz as coplanares , 
sólo N, V y M actúan en el centroide. 

Establezca los ejes coordenados x, y, z con origen en el cen¬ 
troide y muestre las cargas internas resultantes que actúan a lo 
largo de los ejes. 

Ecuaciones de equilibrio. 

Los momentos deben sumarse en la sección, con respecto a cada 
uno de los ejes coordenados donde actúan las resultantes. Al 
hacer esto se eliminan las fuerzas desconocidas N y V, y es posi¬ 
ble obtener una solución directa para M (y T). 

Si al resolver la resultante mediante las ecuaciones de equilibrio 
se obtiene un valor negativo, la direcciónds la resultante se asu¬ 
me opuesta a la mostrada en el diagrama de cuerpo libre. 


Procedimiento de análisis 


Con los siguientes ejemplos se ilustra este procedimiento en forma 
numérica y se hace un repaso de algunos de los principios importantes 
de la estática. 
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EJEMPLO 1.1 


Determine las cargas internas resultantes que actúan en C sobre la sec¬ 
ción transversal de la viga en voladizo que se muestra en la figura 1-4 a. 


270 N/m 



Figura 1*4 


SOLUCIÓN 


Reacciones en los soportes. Si se considera el segmento CB no 
es necesario determinar las reacciones en A. 

Diagrama de cuerpo libre. En la figura 1-46, se muestra el 
diagrama de cuerpo libre del segmento CB. Es importante mantener la 
carga distribuida sobre el segmento hasta después de hacer la sección. 
Sólo entonces esta carga debe sustituirse por una sola fuerza resultan¬ 
te. Observe que la intensidad de la carga distribuida en Cse encuentra 
mediante proporciones, es decir, a partir de la figura l-4a, iv/6 m = 
(270 N/m)/9 m, w = 180 N/m. La magnitud de la resultante de la carga 
distribuida es igual al área bajo la curva de carga (triángulo) y actúa a 
través del centroide de esta área. Así, F = j(180 N/m){6 m) = 540 N, 
que actúa a |{6 m) = 2 m de C como se muestra en la figura 1-46. 

Ecuaciones de equilibrio. Al aplicar las ecuaciones de equili¬ 
brio, se tiene 


= 0 ; 

+ Í2F, = 0; 
¿+2A/ C - 0; 


~N C = 0 


N c =0 

Besp. 

V c - 540 N = 0 


Ve = 540 N 

Besp. 

-M c - 540 N{2 m) = 0 


M c = -1080 N-m 

Resp. 


NOTA: El signo negativo indica que M c actúa en la dirección opues¬ 
ta a la mostrada en el diagrama de cuerpo libre. Intente resolver este 
problema usando el segmento AC, al obtener primero las reacciones 
en el soporte A, que se dan en la figura l-4c. 


540 N 


180N/tai 



ib) 


135 N 


540 N 


-ISO N/m 


3645 



-N c 


h— * v * r~l 5 tn-pc 
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EJEMPLO 


Determine las cargas internas resultantes que actúan en C sobre la 
sección transversal de la flecha de la máquina mostrada en la figura 
l-5o. La flecha está soportada por chumaceras en A y B, las cuales 
Cercen sólo fuerzas verticales sobre la flecha. 


800 N/m 


225 N 


<800N/m)(0.150m) = l20N 



fcj 


225 N 


\ 



" .. \ —■ 


m ■■ ■ ■ 


50 rnm 

(a) 


tOOmm ^ 100 mm P 
50 mm 


0275 m 


0,125 m 


0,100 m 


Ig,75 N 


40N 


i 


C 


0025 m 


0250 m 
<c> 




M r 


B, 


ib) 


Figura 1-5 

SOLUCIÓN 

Este problema se resolverá usando el segmento AC de la flecha. 

Reacciones en los soportes. En la figura 1-56 se muestra el 
diagrama de cuerpo libre de toda la flecha. Puesto que se considerará 
el segmento AC, sólo debe determinaise la reacción en A. ¿Por qué? 

(,+ 2 M s = 0; -4,(0.400 m) + 120 N{Ü125 m) - 225 N{0.100 m) = 0 

A y = -18.75 N 

El signo negativo indica que actúa en el sentido opuesto al mostra¬ 
do en el diagrama de cuerpo libre. 

Diagrama de cuerpo libre. En la figura l-5cse muestra el dia- 
g'ama de cuerpo libre del segmento AC. 

Ecuaciones de equilibrio. 

2 F x =0; N c = 0 Resp. 

+ Í2F, = 0; -18.75 N - 40 N - V c = 0 

V c = -58.8 N Resp. 

i+2 M c = 0; M c + 40 N(0.025 m) + 18.75 N(0.250 m) = 0 

Mq = -5.69 N ■ m Resp. 

NOTA: Los signos negativos para V c y M c indican que actúan en las 
direcciones opuestas a las mostradas en el diagrama de cuerpo libre. 
A modo de ejercicio, calcule la reacción en B e intente obtener los 
mismos resultados usando el segmento CBD del eje. 
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EJEMPLO 1.3 


Un motor de 500 kg está suspendido del aguilón de una grúa como se 

muestra en la figura 1-6». Determine las cargas resultantes internas^_ 

que actúan sobre la sección transversal del aguilón en el punto E. j 

SOLUCIÓN 15 m 

Reacciones en los soportes. Se considerará el segmento AEdel 1 
aguilón, por lo que primero deben determinarse las reacciones 
del pasador en A Observe que el elemento CD es un elemento de dos 
fuerzas. En la figura 1-6& se muestra el diagrama de cuerpo libre del 
aguilón. Al aplicar las ecuaciones de equilibrio se obtiene, 


i+-2M A = 0; Een(f)(2 m) - [500(9.81) N](3m) = 0 
F CÚ = 12262.5 N 

= 0; A x - (12 262.5 N)(|) = 0 
A x = 9810 N 

+ fSF, = 0; ~A y + (12 262.5 N)(|) - 500(9.81) N = 0 


A y ~ 2452.5 N 


Diagrama de cuerpo libre. En la figura l-6c se muestra el dia¬ 
grama de cuerpo libre del segmento AE. 

Ecuaciones de equilibrio. 

-^2 F x = 0; N e + 9810 N = 0 

N e = -9810 N = -9.81 fcN Resp. 

+ í ZF y = 0; -V E - 2452.5 N = 0 

V E = -2452.5 N = -2.45 kN Resp. 

i+2AÍ E = 0; Me + (2452.5 N)(I m) = 0 

M e = -2452.5 N-m = -2.45 kN-m Resp. 



(a) 




<c> 

Hgtiru 1-6 
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EJEMPLO 1.4 


15001b 


Determine las cargas intemas resultantes que actúan en G sobre la 
sección transversal de la viga mostrada en la figura l-7a. Cada uno de 
¡os nodos está conectado mediante pasadores. 


Fac = 6200 Ib 


= 6200 Ib 



(a) 


^{6 pies)(3C0 Ib/pie) = 900 Ib 
<b> 


llgura 1-7 


B 


Fba = 7750 Ib 


/* f \ 

Fbd = 4650 Ib 

<c> 


62001b 


15001b 


77501b 



SOLUCIÓN 

Reacciones en los soportes. Aquí se considerará el segmento 
AG. En la figura 1 -Ib se muestra el diagrama de cuerpo libre de toda la 
estructura. Verifique las reacciones calculadas en Ey C. En particular, 
considere que fiCes un elemento de dos fuerzas puesto que sólo dos 
fuerzas actúan sobre él. Por esta razón la fueiza en Cdebe actuar a lo 
largo de BC, que se encuentra en posición horizontal como se muestra 
en la figura. 

Como BA y BD también son elementos de dos fuerzas, el diagrama 
de cuerpo libre del nodo B es como se muestra en la figura l-7c. De 
nuevo, verifique las magnitudes de las fuerzas F SA y F BD . 

Diagrama de cuerpo libre. Si se utiliza el resultado obtenido 
para el diagrama de cuerpo libre del segmento AG es como se 
muestra en la figura 1-ld. 

Ecuaciones de equilibrio. 


^ XF x = 0; 

7750 lb(|) + N c = 0 N c = -6200 Ib 

Resp . 

+ = 0; 

-1500 Ib + 7750 lbQ) - V c = 0 



V 0 = 3150 Ib 

Resp. 

l+XMo = 0; 

hí G - {7750 Ib) (|)(2 pies) + 1500 tb{2pies) 

= 0 


Mq = 6300 Ib ■ pie 

Resp, 
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EJEMPLO 1.5 


Determine las cargas internas resultantes que actúan en B sobre la 
sección transversal del tubo mostrado en la figura l-8o. El tubo tiene 
una masa de 2 kgfm y está sometido, tanto a una fuerza vertical de 
50 N, como a un momento de 70 N ■ m en su extremo A. El tubo está 
empotrado en la pared en C. 

SOLUCIÓN 

El problema se puede resolver considerando el segmento AB, por lo 
que no es necesario calcular las reacciones del soporte en C. 

Diagrama de cuerpo libre. Los ejes x, y, z se fijan en B y el 
diagrama de cuerpo libre del segmento AB es como se muestra en la 
figura 1-86. Se supone que las componentes de la fuerza y momento 
resultantes actúan en las direcciones coordenadas positivas y que pa¬ 
san a través del centroide del área transversal en B. El peso de cada 
segmento de tubo se calcula de la siguiente manera: 

W BD = (2 kg/m) (0.5 m)(9.8I N/kg) = 9.81 N 

W Aíi = {2 kg/m)(1.25 m){9.81 N/kg) = 24.525 N 

Estas fuerzas actúan a través del centro de gravedad de cada segmento. 

Ecuaciones de equilibrio. Al aplicar las seis ecuaciones escala¬ 
res de equilibrio se obtiene* 

EF, = 0; (Fe)x ~ 0 Resp. 

EF y = 0; (Fs)y = 0 Resp. 

SF 2 = 0; (F fl ) z - 9.81 N - 24.525 N - 50 N = 0 

{F a ) a = 84-3 N Resp. 

2(AÍ B ), = 0; (M b ) x + 70 N-m - 50N{0.5m) 

- 24.525 N (0.5 m) - 9.81 N (0.25 m) = 0 
(Af fl )* = -30.3 N-m Resp. 

2 (A ig), = 0; {M B ) y + 24.525 N(ft625m) + 50 N (1.25 m) = 0 

(Afa)> = -77.8 N-m Resp. 

E(AÍ B ), = 0; {Af ñ ), = 0 Resp. 

NOTA: ¿Qué indican los signos negativos de (M b ) i y Ob¬ 



la) 



serve que la fuerza normal N B = (F B ) y = 0, mientras que la fuerza 
cortantees = V(O ) 2 + (S4.3) 2 = 84.3 N. Además, el momento de 
torsión es T g = (M a ) y = 77.8 N ■ m y el momento flexionante es 

M b = V(30.3) 2 + (0) 1 = 30.3 N-m. 

* La magtttouídecada momento con respecto a un eje es igual a Ja magnitud de cada 
fuerza multiplicada por la distancia perpendicular desde el eje hasta la línea de acción 
de la fuetea, La dirección de cada momento se determina medíante la regla de la mano 
derecha, con momentos positivos (pulgar) dirigidos a lo largo de los ejes coordenados 
positivos. 


ib) 

Figura 1-8 
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PROBLEMAS FUNDAMENTALES 


l'l-l, Determine La fuerza normal interna, la fuerza cor- Fi-4, Determine la fuerza normal interna, la fuerza cor¬ 
tante y el momento fiexionante en el punto Cde la viga. tante y el momento fiexionante en el punto C de la viga. 


IL. 1 na 

* : 

2m 

uJ 

1 

1 m 

L5Z - 

2m 


Fl-1 


lOkN/m 



11-5. Determine la fuerza normal interna, la fuerza cor¬ 
tante y el momento llexionante en el punto C de la viga. 

l'l-2, Determine la fuerza normal interna, la fuerza cor¬ 
tante y el momento fiexionante en el punto Cde la viga. 




100 N/m r 





~T~ 


, LJ : L . 









■1,5 m- 


B 


ljm- 


I : I*2 


300 Ib/jrie 





l'l .5 


Fl*6. Determine la fuerza normal interna, la fuerza cor¬ 
tante y el momento fiexionante en el punto Cde la viga. 


l'l-3, Determine la fuerza normal interna, la fuerza cor¬ 
tante y el momento fiexionante en el punto Cde la viga. 


20 IcN/m 



Fl-3 


5 IcN/m 


















































































































1.2 Eojiíibrio de un cuerpo deformas le 


17 


PROBLEMAS 


1-1. Para cada columna, determine La fuerza normal in¬ 
terna resultante que actúa sobre la sección transversal a 
través del punto A. En (a), el segmento BC pesa 180 lb/pie 
y el segmento CD pesa 250 lb/pie. En (b), la columna tiene 
una masa de 200kg/m. 



1-2. Determine el par de torsión interno resultante que 
actúa sobre las secciones transversales a través de los pun¬ 
tos C y D. Los cojinetes de soporte en A y B permiten que 
el eje gire libremente. 



1-3. Determine el par de torsión interno resultante que 
actúa sobre las secciones transversales a través de los pun¬ 
tos B y C. 



*1-4. Una ménsula soporta una fuerza de 80 N como se 
muestra en la figura. Determine las cargas internas resul¬ 
tantes que actúan sobre la sección a través del punto A. 



•1-5. Determine las cargas internas resultantes de la viga 
mostrada en las secciones transversales a través de los pun¬ 
tos D y E. El punto E se encuentra justo a la detecha de la 
carga de 3 kip. 

3kip 
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1-6. Determine la fuerza normal, la fuerza cortante y el 
momento en una sección que pasa por el punto C. Consi¬ 
dere que P =8 kN. 

1-7. El cable mostrado fallará cuando se someta a una 
tensión de 2 kN. Determine la mayor carga vertical Pque 
puede soportar el bastidor y, para esa carga, calcule La fuer¬ 
za normal interna, la fuerza cortante y el momento en la 
sección transversal que pasa por C. 



lYolift. 1-6/7 


*1-8. Determine las cargas internas resultantes sobre la 
sección transversal que pasa por el punto C. Suponga que 
las reacciones en los soportes >1 y 5 son verticales. 

•1-9. Determine las cargas internas resultantes sobre la 
sección transversal que pasa por el punto D. Suponga que 
las reacciones en los soportes >1 y flson verticales. 


ókN 


1 

31 

r . 

:N/m 

TrTTTTrr^ 

! . . ■" i 

X. 

^ 05 m 

05 m 

c 

- ti tu- 

D X 


Probs. 1-8/9 

1-10. El aguilón DFde La grúa y la columna DE tienen un 
peso uniforme de 50 lb/pie. Si el gancho y la carga pesan 
300 Ib, determine las cargas internas resultantes en La grúa 
sobre las secciones transversales que pasan por los puntos 
A t B y C. 



1-11. La fuerza F=80 Ib actúa sobre el diente del engra¬ 
ne. Determine las cargas internas resultantes sobre la rafe 
del diente, es decir, en el centroide A de la sección a-a. 



Prob. 1-11 


*1-12. El gancho se utiliza para sostener el cable de un 
andamio sobre el costado de un edificio. Si éste consiste en 
una varilla lisa que hace contacto con el parapeto de una 
pared en los puntos A, B y C, determine la fuerza normal, 
la fuerza cortante y el momento sobre La sección transver¬ 
sal en los puntos D y E. 



Prob. 1-10 


Prut». 1-12 
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•1-13. La carga de 800 Ib se está izando a una velocidad 
constante mediante el motor M, el cual tiene un peso de 
90 Ib. Determine las cargas internas resultantes que actúan 
en la viga sobre la sección transversal a través del punto B. 
La viga tiene un peso de 40 Ib/pie y está fija a la pared en A. 

1-14. Determine las cargas internas resultantes que ac¬ 
túan en la viga del Prob. 1-13, sobre la sección transversal a 
través de los puntos Cy D. 



l>r<il«L 1-13/14 


1-15. Determine la carga interna resultante sobre la sec¬ 
ción transversal que pasa por el punto Cde las pinzas. Exis¬ 
te un pasador en A , y las quijadas en B son lisas. 

*1-16. Determine la carga interna resultante sobre la sec¬ 
ción transversal que pasa por el punto D de las pinzas. 



•1-17. Determine las cargas internas resultantes que ac¬ 
túan sobre la sección a-a y la sección b-b. Cada una de las 
secciones pasa a través de la línea central en el punto C. 



1-18. El vástago del perno está sometido a una tensión de 
80 Ib. Determine las cargas intemas resultantes que actúan 
sobre la sección transversal en el punto C. 



A B 

Prob. 1-18 


1-19, Determi ne las carg as internas resu Itantes que actúa n 
sobre la sección transversal a través del punto C. Suponga 
que las reacciones en los soportes-A y Bson verticales. 

*1-20. Determine las ca ig as internas resultantes que actúan 
sobre la sección transversal a través del punto D. Suponga 
que las reacciones en los soportes vi y B son verticales. 


6 kip^ple 




ókip/pie 


r 


\* —3pi' 


ies- 


-3 pies- 


i 


& 


-ópies- 


Pmbs* 1-15/16 


IVtihs. 1-19/20 
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•1-21. La mordaza de acero forjado ejerce una fuerza de 
F = 900 N sobre el bloque de madera. Determine las car¬ 
gas internas resultantes que actúan sobre la sección a-a que 
pasa por el pun to A. 



l’roh, 1-21 


1-22, La grúa de piso se utiliza para levantar un tubo de 
concreto de 600 kg. Determine las cargas internas resultan¬ 
tes que actúan sobre la sección transversal en G. 

1-23. La grúa de piso se utiliza para levantar un tubo de 
concreto de 600 kg. Determine las cargas internas resultan¬ 
tes que actúan sobre la sección transversal en H. 



*1-24. La máquina se mueve con una velocidad constan¬ 
te. Tiene una masa total de 20 Mg, y su centro de masa 
se ubica en G, sin incluir el rodillo delantero. Si el rodillo 
delantero tiene una masa de S Mg, determine las cargas 
internas resultantes que actúan sobre el punto C de cada 
uno de los dos elementos laterales que sostienen al rodillo. 
No tome en cuenta la masa de los elementos laterales. El 
rodillo delantero rueda libremente. 



Prnh. 1-24 


•1-25. Determine las cargas internas resultantes que ac¬ 
túan sobre la sección transversal a través del punto B del 
poste de señalización. El poste está fijo al suelo y sobre la 
señalización actúa una presión uniforme de 7 Ib/pie 1 , per¬ 
pendicular a la señal. 



Prnhs. 1-22/23 


l*r«h. 1-25 
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1-26. La flecha está soportada en sus extremos por dos 
cojinetes .4 y B y está sometida a las fuerzas aplicadas a las 
poleas fijas al eje. Determine las cargas internas resultantes 
que acidan sobre la sección transversal ubicada en el punto 
C. Las fuerzas de 300 N actúan en la dirección ~z y las fuer¬ 
zas de 500 N actúan en la dirección +x. Los cojinetes en A y 
B sólo ejercen componentes de fuerza x y z sobre el eje. 


z 



1-27. El tubo tiene una masa de 12 kg/m. Si está fijo a la 
pared en A, determine las cargas internas resultantes que 
actúan sobre la sección transversal en B .No tome en cuen¬ 
ta el peso de la llave CD. 


*1-28. El berbiquí y la broca se utilizan para taladrar un 
orificio en O. Si la broca se atasca cuando el berbiquí está 
sometido a las fuerzas mostradas, determine las caigas in¬ 
ternas resultantes que actúan sobre la sección transversal 
de la broca en A. 




•1-29. La barra curva tiene un radio ry está fija a la pared 
en B, Determine las cargas internas resultantes que actúan 
sobre la sección transversal a través de A, la cual se ubica a 
un ángulo 6 respecto de la horizontal. 



l*roh. 1-29 



1-30. En la figura se muestra un elemento diferencial 
tomado de una barra curva. Demuestre que dN/d$ = V, 
dV/d$ = -jV, dM/d0 = -TydT/d$ = M. 


Ptttb. 1-27 


Pmh. 1-30 
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Figura !•!) 


1.3 Esfuerzo 

En la sección 1.2 se mostró que la fuerza y el momento que actúan en 
un punto específico O sobre el área seccionada de un cuerpo, figura 1 -9, 
representan los efectos resultantes de la distribución de fuerza verdadera 
que actúa sobre el área seccionada, figura 1-lQa. La obtención de esta 
distribución tiene una importancia primordial en la mecánica de mate¬ 
riales. Para resolver este problema es necesario establecer el concepto 
de esfuerzo. 

Se considerará en primer lugar que el área seccionada está subdividida 
en áreas pequeñas, tal como el área AA mostrada en la figura 1-1 Qa. Al 
reducir A A a un tamaño cada vez más pequeño, deben adoptarse dos su¬ 
posiciones respecto a las propiedades del material. Se considerará que el 
material es continuo, es decir, que consiste en una distribución uniforme 
o continua de materia que no contiene huecos. Además, el material debe 
ser cohesivo, lo que significa que todas sus partes están conectadas entre 
sí, sin fracturas, grietas o separaciones. En la figura 1-1 Qa se muestra una 
fuerza típica finita pero muy pequeña AF,la cual actúa sobre su área aso¬ 
ciada AA. Esta fuerza, como todas las demás, tendrá una dirección única, 
pero para el análisis que se presenta a continuación se remplazará por 
sus tres componentes , AF f , AF y y AF^, que se toman tangente, tangente y 
normal al área, respectivamente. Cuando A A se aproxima a cero, tanto 
AF y sus componentes hacen lo mismo; sin embargo, el cociente de la 
fuerza y el área tenderán en general a un límite finito. Este cociente se 
lama esfuerzo y describe la intensidad de la fuerza interna sobre un plano 
específico (área) que pasa a través de un punto. 



Figura 1-10 
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Esfuerzo normal- La intensidad de la fuerza que actúa en forma 
normal a AA se define como el esfuerzo normal, <r (sigma). Como AF. 
es normal al área, entonces 





a.4— *0 AA 


CL-4) 


Si la fuerza o el esfuerzo normal “jala” al elemento A A, como se muestra 
en la figura l-10a, se le denomina esfuerzo de tensión, mientras que si 
“empuja” a AA se le llama esfuerzo de compresión. 


Esfuerzo cortante. La intensidad de la fuerza que actúa tangente 
a AA se llama esfuerzo cortante, r (tau). A continuación se presentan las 
componentes del esfuerzo cortante. 


AF V 


t.j, = lím -—7- 
a>4— a AA 


AF y 

lim . 

z> A4—0 AA 


(1-5) 


Observe que en esta notación el subíndice z indica la orientación del 
área AA, figura 1-11, y que x y y se usan para especificar los ejes a lo largo 
de los cuales actúa cada esfuerzo cortante. 


Estado general de esfuerzo. Si el cuerpo está seccionado adi¬ 
cionalmente por planos paralelos al plano x-z, figura 1-10Ó, y al plano 
y-Z, figura 1-lQc, entonces es posible “separar” un elemento cúbico de 
volumen de material en el que se representa el estado de esfuerzo que ac¬ 
túa alrededor del punto elegido en el cuerpo. De tal manera, este estado 
de esfuerzo se caracteriza mediante tres componentes que actúan sobre 
cada cara del elemento, figura 1-12. 

Unidades. Como el esfuerzo representa una fuerza por unidad de área, 
en el Sistema Internacional de Unidades O SI, las magnitudes de los 
esfuerzos normal y cortante se especifican en las unidades básicas de 
newtons por metro cuadrado (N/m 2 ). Esta unidad, denominada pascal 
(1 Pa = 1 N /m 2 ) es algo pequeña yen trabajos de ingeniería se usan prefi¬ 
jos como kilo- (10- 1 ), simbolizado por k, mega- (10 6 ), simbolizado por M o 
gga- (10 9 ), simbolizado por G, para representar valores más realistas de 
esfuerzo.* Del mismo modo, en el sistema inglés de unidades, Eos inge¬ 
nieros suelen expresar el esfuerzo en libras por pulgada cuadrada (psi) O 
kilolibras por pulgada cuadrada (ksi), donde 1 kilolibra (kip) = 1000 Ib. 


z 



IÍ¡>urii 1-11 



*En ocasiones, el esfuerzo se expresa en unidades de N/mm 2 ,donde 1 mm=10 -5 tn. Sin 
embargo, en el sistema SI no se permiten prelijos en el denominador de una fracción, por 
b tanto es mejor usar el equivalente 1 N/mm 3 = 1 MN/m 3 = 1 MPa, 
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Esfuerzo 
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1 ' 

P 
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1.4 Esfuerzo normal promedio en una 
barra cargada axialmente 


í 


Región de 
deformación 
uniforme 
de la barra 


1 

p 

(b) 



En esta sección se determinará la distribución del esfuerzo promedio que 
actúa sobre el área de la sección transversal de una barra cargada axial¬ 
mente, como la que se muestra en la figura 1-13 a. Esta barra es prismáti¬ 
ca porque todas las secciones transversales son iguales en toda su longi¬ 
tud. Cuando la carga P se aplica a la barra a través del centroide del área 
de su sección transversal, la barra se deformará de manera uniforme en 
toda la región central de su longitud, como se muestra en la figura 1-13&, 
siempre y cuando el material de la barra sea homogéneo e isotrópico. 

Un material homogéneo tiene las mismas propiedades físicas y mecá¬ 
nicas en todo SU volumen, y un material isotrópico tiene estas mismas 
propiedades en todas las direcciones. Muchos materiales de ingeniería 
pueden aproximarse a ser homogéneos e isotrópicos como se supone 
aquí. Por ejemplo, el acero contiene miles de cristales orientados aleato¬ 
riamente en cada milímetro cúbico de su volumen, y como la mayoría de 
los problemas que involucran este material tienen un tamaño físico que 
es mucho mayor a un solo cristal, la hipótesis anterior sobre la composi¬ 
ción del material es bastante realista. 

Tenga en cuenta que los materiales anisótropicos como la madera tie¬ 
nen propiedades distintas en diferentes direcciones, y aunque este sea el 
caso, si la anisotropía de la madera está orientada a lo largo del eje de la 
barra, está también se deformará de manera uniforme cuando se someta 
ala carga axial P. 


Distribución del esfuerzo normal promedio- Si se pasa 
una sección través de la barra y se separa en dos partes, entonces el equi¬ 
librio requiere que la fuerza normal resultante en la sección sea P, figura 
l-13c. Dada la deformación uniforme del material, es necesario que la 
sección transversal esté sometida a una distribución del esfuerzo normal 
constante, figura 1-13 íÍ. z 


Fuerza interna 


r 


Área de la sección 
transversal 


Fberza externa 


P 

(c) 



1 


P 


Figura 1-13 


(d) 
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En consecuencia,cada pequeña área AA en la sección transversal está 
sometida a una fuerza ÁF=a AA,y la suma de estas fuerzas que actúan 
sobre toda el área de la sección transversal debe ser equivalente a la 
fuerza interna resultante P en la sección. Si se hace que AA —* dA y por 
consiguiente AF—*dF, entonces como eres constante, se tiene 

+ t JdF = JadA 

P = a-A 



( 1 - 6 ) 


Aquí 

er = esfuerzo normal promedio en cualquier punto del área de la sección 
transversal. 

P - juerza normal interna resultante , que actúa a través del centroide del 
área de la sección transversal. .Pse determina usando el método de 
las secciones y las ecuaciones de equilibrio. 

A = área de la sección transversal de la barra, donde se determina o. 

Como la carga interna P pasa por el centroide de la sección trans¬ 
versal, la distribución uniforme del esfuerzo producirá momentos nulos 
respecto a los ejes xy y que pasan a través de este punto, figura 1-13 d. 
Para demostrar esto, se requiere que el momento de P respecto a ca¬ 
da eje sea igual al momento de la distribución del esfuerzo respecto a los 
ejes, es decir. 




= 0 = 
= SAÍ,; 0 = 



Estas ecuaciones se satisfacen, ya que por definición del centroide 
fy dA =0 yfx dA =0 (vea el apéndice A). 

Equilibrio. Debería ser evidente que sólo existe esfuerzo normal en 
cualquier pequeño elemento de volumen de material ubicado en cada 
punto sobre la sección transversal de una barra cargada axialmente. Si 
se considera el equilibrio vertical del elemento, figura 1-14, entonces al 
aplicar la ecuación de equilibrio de fuerzas, 



= 0 ; 


<r(AA) - <r'{AA) = 0 
cr = a’ 


Figitru 1-Í4 
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Esfuerzo 



Esta baña de acero se usa como soporte 
para suspender una porción de una esca¬ 
lera, por ello está sometida a un esfuerzo 
de tensión. 



Tensión Compresión 


Figura 1-15 

En otras palabras, las dos componentes del esfuerzo normal sobre el ele¬ 
mento deben ser iguales en magnitud pero opuestas en dirección. A esto 
se le llama esfuerzo uniaxial. 

El análisis anterior se aplica a elementos sometidos a tensión o a com¬ 
presión, como se muestra en la figura 1-15. Como una interpretación grá¬ 
fica, la magnitud de la fuerza interna resultante P es equivalente al vo¬ 
lumen bajo el diagrama de esfuerzo; es decir, P~cr A (volumen = altura 
X base). Además, como consecuencia del equilibrio de momentos, esta 
resultante pasa por el centroide de este volumen. 

Aunque este análisis se ha desarrollado para barras prismáticas, esta 
suposición puede ser un poco flexible a fin de incluir las barras que ten¬ 
gan un pequeño ahusamiento. Por ejemplo, puede demostrarse, median¬ 
te un análisis más exacto de la teoría de la elasticidad, que para una barra 
con sección transversal rectangular ahusada, en la cual el ángulo entre 
dos lados adyacentes es de 15°, el esfuerzo normal promedio, calculado 
según tr = P/A, es sólo 2.2% menor que el valor calculado con la teoría 
de la elasticidad. 

Esfuerzo normal promedio máximo. En el análisis previo, 
tanto la fuerza interna P como el área A de la sección transversal se 
consideraron constantes a lo largo del eje longitudinal de la barra y, 
por consiguiente, se obtuvo un esfuerzo normal <r = P¡A también cons¬ 
tante en toda la longitud de la barra. Sin embargo, en ocasiones la barra 
puede estar sometida a varias cargas externas a lo largo de su eje, o pue¬ 
de ocurrir un cambio en el área de su sección transversal. En consecuen¬ 
cia, el esfuerzo normal dentro de la barra podría ser diferente de una 
Sección a otra y, si debe calcularse el esfuerzo normal promedio máximo, 
entonces se vuelve importante determinar la ubicación donde la razón 
P/A sea máxima. Para esto es necesario determinar la fuerza interna P 
en diferentes secciones a lo largo de la barra. Aquí puede resultar útil 
mostrar esta variación dibujando un diagrama de fuerza normal o axial. 
En específico, este diagrama es una gráfica de la fuerza normal P en fun¬ 
dón de su posición x a lo largo de la longitud de la barra. A manera de 
convención de signos, P será positiva si causa tensión en el elemento y 
será negativa si produce compresión. Una vez que se conozca la carga 
interna en toda la barra, podrá identificarse la razón máxima de P/A. 
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importantes ^ 


Cuando se secciona un cuerpo sometido a cargas externas, exis¬ 
te una distribución de fuerza que actúa sobre el área seccionada, 
la cual mantiene en equilibrio a cada segmento del cuerpo. La 
intensidad de esta fuerza interna en un punto del cuerpo se co¬ 
noce como esfuerzo. 

• El esfuerzo es el valor límite de la fuerza por unidad de área, 
cuando el área se aproxima a cero. Para esta definición, se con¬ 
sidera que el material es continuo y cohesivo. 

La magnitud de las componentes de esfuerzo en un punto de¬ 
pende del tipo de carga que actúa sobre el cuerpo, y de la orien¬ 
tación del elemento en el punto. 

• Cuando una barra prismática está hecha de un material homo¬ 
géneo e isotrópico, y se encuentra sometida a una fuerza axial 
que actúa a través del centroide del área de su sección trans¬ 
versal, entonces la región central de la barra se deformará de 
manera uniforme. En consecuencia, el material estará sometido 
sólo a esfuerzo normal. Este esfuerzo es uniforme o un prome¬ 
dio sobre toda el área de la sección transversal. 


Procedimiento de análisis 


La ecuación cr = PIA proporciona el esfuerzo normal promedio en 
d área de la sección transversal de un elemento cuando la sección 
está sometida a una fuerza normal interna resultante P. Para apli¬ 
car esta ecuación a elementos cargados axialmente, deben realizar¬ 
se los siguientes pasos. 

Cargas internas. 

Seccione el elemento en forma perpendicular a su eje longitudinal 
en el punto donde debe determinarse él esfuerzo normal y utilice 
el diagrama de cuerpo libre necesario y la ecuación de equilibrio 
de f uerzas para obtener \n fuerza axial interna P en la sección. 

Esfuerzo normal promedio. 

Determine el área de la sección transversal del elemento y calcu¬ 
le el esfuerzo normal promedio o = PIA. 

Se sugiere mostrar a a actuando sobre un pequeño elemento de 
volumen del material, que se encuentre en el punto de la sec¬ 
ción donde se va a calcular el esfuerzo. Para ello, primero dibuje 
cr en la cara del elemento coincidente con el área seccionada A. 
Aquí <7 actúa en la misma dirección que la fuerza interna P ya 
que todos los esfuerzos normales en la sección transversal desa¬ 
rrollan esta resultante. El esfuerzo normal cr sobre la otra cara 
del elemento actúa en la dirección opuesta. 











28 


Capitulo 1 Esfuerzo 


EJEMPLO 1.6 


10 mm 


> 


p 

VSPm 

: 



35 mm- 


-►30kN 


M5>7 MPa 
id) 

Fijpira 1-16 


La barra que se muestra en la figura l-16a tiene un ancho constante de 
35 mm y un espesor de 10 mm. Determine el esfuerzo normal prome¬ 
dio máximo en la barra cuando está sometida a las cargas mostradas. 

i. 9kN „ 

22 kN 


A I B 9kN C 4kN D 

'^-é4 ,:c sz 

1 * J 4kN 


35 mm 


w 




12 kN 


12 kN « ( O : 



+ P ac = 30W 


0kN 



@ > 22 kN 


P{kN) 


30 

22 

12 


SOLUCIÓN 


{c> 


Cargas internas. Por inspección, las fuerzas axiales internas en 
las regiones AB, BC y CD son todas constantes aunque con magni¬ 
tudes diferentes. Estas cargas se determinan usando el método de las 
secciones como se muestra en la figura 1-16¿>; y el diagrama de fuerza 
normal que representa estos resultados de manera gráfica se muestra 
en la figura l-16c. La mayor carga se encuentra en la región BC, don¬ 
de P BC =30 kN. Como el área de la sección transversal de la barra es 
constante, el mayor esfuerzo normal promedio también ocurre dentro 
de esta región de la barra. 

Esfuerzo normal promedio. Al aplicar la ecuación 1-6, se tiene 
P m 30(10*) N 


C BC = 


(0.035 m)(0.010m) 


= 85.7 MPa 


Resp. 


NOTA: En la figura l-16rf se muestra la distribución de esfuerzo que 
actúa sobre una sección transversal arbitraria de la barra, dentro de 
la región BC. De manera gráfica, el volumen (o “bloque”), represen¬ 
tado por esta distribución es equivalente a la carga de 30 kN; es decir, 
30 kN = (85.7 MPa)(35 mm)(10 mm). 
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EJEMPLO 1.7 


La lámpara de 80 kg está sostenida por dos barras ABy BC como se 
muestra en la figura l-17a. Si AB tiene un diámetro de 10 mm y BC un 
diámetro de 8 mm, determine el esfuerzo normal promedio en cada 
barra. 




Rgura 1-17 


SOLUCIÓN 


Carga interna. Primero se debe determinar la fuerza axial encada 
barra. En la figura 1-176 se muestra un diagrama de cuerpo libre de 
la lámpara. Al aplicar las ecuaciones de equilibrio de fuerzas, se ob¬ 
tiene 

^S.F k = 0 ; Ebc® - i^cos 60° = 0 
+ Í2F, = 0; Fflcg) + Fg A sen60 o - 784.8 N = 0 
F bc = 395.2 N, F ba = 632.4 N 

Por la tercera ley de Newton, de la acción igual pero reacción opuesta, 
estas fuerzas someten a las barras a tensión en toda su longitud. 

Esfuerzo normal promedio. Aplicando la ecuación 1-6, 

395.2 N 


_ P K _ 

aaC A B r tt (0.004 m ) 2 


= 7.86 MPa 


&BA “ 


Fba _ 632.4 N 

Aba ir (0.005 m)' 


- 8.05 MPa 


Rcsp. 


Resp. 


NOTA: En la figura 1.17c se muestra la distribución del esfuerzo 
normal promedio que actúa sobre una sección transversal de la barra 
AB y, en cualquier punto de esta sección transversal, un elemento de 
material está sujeto a esfuerzo como se muestra en la figura \-\ld. 
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EJEMPLO 1.8 



0,75 pie 


0,75 pie 



La pieza fundida que se muestra en la figura l-18o está hecha de ace¬ 
no con un pesó específico de y^ = 490 lb/pie 3 . Determine el esfuerzo 
de compresión promedio que actúa en los puntos Ay B. 


w s . 



ÍL ~ J 


2,75 pies 



(b) 

ffigiira 14H 

SOLUCIÓN 

Carga intorna. En la figura 1-18¡> se muestra un diagrama de 
cuerpo libre del segmento superior de la pieza, donde la sección pasa 
por los puntos A y B. El peso de este segmento se determina a partir 
de W w = Así, la fuerza axial interna Pen la sección es 


+ Í2P 2 = 0; 


P - Wk = 0 


P - {490 lb/pie 3 ){2.75 pies)[sr{0.75 pie) ] = 0 
P = 2381 Ib 


Esfuerzo de compresión promedio. El área de la sección 
transversal en la sección es A = ir(0.75 pie) 2 , por lo que el esfuerzo de 
compresión promedio resulta 


P 

a = — = 


2381 Ib 


= 1347.5 lb/pie 2 


A v {0.75 pie) 2 
er = 1347.5 lb/pie 2 {1 pie 2 /144 pies 2 ) - 9.36 per 


Resp. 


NOTA: El esfuerzo mostrado sobre el elemento de volumen de ma¬ 
terial en la figura l-18c es representativo de las condiciones en cual¬ 
quiera de los puntos A o B. Observe que este esfuerzo actúa hacia 
arriba en la parte inferior, o la cara sombreada del elemento, puesto 
que esta cara forma parte del área superficial inferior de la sección 
y, sobre esta superficie, la fuerza interna resultante P empuja hacia 
arriba. 
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EJEMPLO 1.9 


El demento AC que se muestra en la figura l-19a está sometido a 
una fuerza vertical de 3 kN. Determine la posición jc de esta fuerza 
de manera que el esfuerzo de compresión promedio en el soporte liso 
C sea igual al esfuerzo de tensión promedio en el tirante AB. Este 
tirante tiene un área en su Sección transversal de 400 mm 2 y el área de 
contacto en Ces de 650 mm 2 




SOLUCIÓN 


Figura 1*19 


Carga interna. Las fuerzas en A y C pueden relacionarse al con¬ 
siderar el diagrama de cuerpo libre del elemento AC, figura 1-19 b. 
Existen tres incógnitas, éstas son: F AB , F c y x. En la solución de este 
problema se usarán unidades de newtons y milímetros. 

+ T = 0; F aB + F c - 3000 N = 0 (1) 

= 0; -3000 N{*) + E c {200 mm) = 0 (2) 

Esfuerzo normal promedio- Se puede escribir una tercera ecua¬ 
ción necesaria, la cual requiere que el esfuerzo de tensión en la barra 
AB y el esfuerzo de compresión en C sean equivalentes, es decir, 

a = = F C 

400 mm 2 650 mm 2 

F c = 1.62 5F ab 

Al sustituir esto en la ecuación 1, despejar F AB y después despejar F c , 
se obtiene 

F ab = 1143 N 
F c = 1857 N 

La posición de la carga aplicada se determina a partir de la ecuación 2 , 

x = 124 mm Resp. 

NOTA: 0 < x < 200 mm, de acuerdo con lo requerido. 


<b> 
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F 



(0 

Kgtmi 1*20 


1.5 Esfuerzo cortante promedio 

El esfuerzo cortante se ha definido en la sección 1.3 como la componen¬ 
te del esfuerzo que actúa en el plano del área seccionada. Para mostrar 
cómo puede desarrollarse este esfuerzo, considere el efecto de aplicar 
una fuerza Fa la barra mostrada en la figura l-20a. Si se consideran que 
los soportes son rígidos, y que F e$ suficientemente grande, ésta ocasio¬ 
nará que el material de la barra se deforme y falle a lo largo de los planos 
identificados como AB y CD. Un diagrama de cuerpo libre del segmen¬ 
to central de la barra que no tiene soporte, figura 1-2Q¿>, indica que la 
fuerza cortante V = F ¡2 debe aplicarse en cada una de las secciones a fin 
de mantener al segmento en equilibrio. El esfuerzo corlante promedio 
distribuido en cada área seccionada que desarrolla esta fuerza cortante 
está definido por 



(1-7) 


Aquí 

r prom = esfuerzo cortante promedio en la sección, que se supone es igual 
en cada punto situado en la sección 
V = fuerza cortante interna resultante en la sección determinada a 
partir de las ecuaciones de equilibrio 
A = área en la sección 


En la figura l-2Qc se muestra la distribución del esfuerzo cortante pro¬ 
medio que actúa sobre las secciones. Observe que T pT(im está en la misma 
dirección que V, ya que el esfuerzo cortante debe crear fuerzas asocia¬ 
das, todas las cuales contribuyen a la fuerza interna resultante V en la 
Sección. 

El tipo de carga analizado aquí es un ejemplo de cortante simple o 
directa, puesto que la cortante se debe a la acción directa de la carga 
F aplicada. Este tipo de cortante se produce con frecuencia en diver¬ 
sos tipos de conexiones simples que usan pernos, pasadores, materiales 
soldados, etcétera. Sin embargo, en todos estos casos la aplicación de la 
ecuación 1-7 es sólo aproximada. Una investigación más precisa de la dis¬ 
tribución del esfuerzo cortante sobre la sección revela que se producen 
esfuerzos cortantes mucho mayores en el material que los predichos por 
esta ecuación. Aunque esto sea el caso, la aplicación de la ecuación 1 -7 es 
aceptable para muchos problemas de diseño y análisis en ingeniería. Por 
ejemplo, los códigos de ingeniería permiten su uso cuando se consideran 
las dimensiones de diseño para elementos de fijación como pernos y para 
obtener la fuerza de adhesión de juntas pegadas que están sometidas a 
cargas cortantes. 
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z 



Rano de sección 


Coname puro 
(b) 


Figura 1*21 


Equilibrio del esfuerzo cortante. En la figura 1-21a se mués- 
ira un elemento de volumen de material tomado en un punto situado 
sobre la superficie de un área seccionada, la cual está sometida a un es¬ 
fuerzo cortante r iy . El equilibrio de fuerzas y momentos requiere que el 
esfuerzo cortante que actúa en esta cara del elemento esté acompañado 
por el esfuerzo cortante que actúa en otras tres caras. Para mostrar esto, 
primero Se considerará el equilibrio de fuerzas en la dirección y. En¬ 
tonces 

fuerza 

n 

esfuerzo área 

ni—i 

SFj, = 0; r zy {Ají Ay) - r ^ A* Ay = 0 

= T¡y 


De manera similar, el equilibrio de fuerzas en la dirección z genera t yz = 
r' yL . Por último, si se toman los momentos respecto al eje x, 


= 0; 


momento 


f uerza 

esfuerzo ¿rea 


brazo 


ni— i n 

-T 2> ,{Ajr Ay) Az + t >2 (Ajc Az) Ay = 0 


de modo que 



En otras palabras, los cuatro esfuerzos cortantes deben tener igual mag¬ 
nitud y cada uno debe estar dirigido hacia otro de ellos o en el sentido 
contrario en bordes opuestos del demento, figura 1-214». Esto se conoce 
como la propiedad complementaria del cortante y bajo las condiciones 
indicadas en la figura 1-21, el material está sometido a cortante puro. 
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■ 

Si dos partes delgadas o pequeñas se unen entre si, las cargas 
aplicadas pueden causar un corte al material con flexión insig¬ 
nificante. Si éste es el caso, por lo general se supone que un 
esfuerzo cortante promedio actúa sobre el área de la sección 
transversal. 

■ Cuando el esfuerzo cortante t actúa sobre un plano, entonces el 
equilibrio de un elemento de volumen de material en un punto 
sobre el plano requiere que esfuerzos cortantes asociados de la 
misma magnitud actúen en tres lados adyacentes del elemento. 


Puntos importantes 


Procedimiento de análisis 


La ecuación r m = VIA se usa para determinar el esfuerzo cortan¬ 
te promedio en el material. Su aplicación requiere los siguientes 

pasos. 

Cortante interno. 

• Seccione el elemento en el punto donde debe determinarse el 
esfuerzo cortante promedio. 

• Dibuje el diagrama de cuerpo libre necesario y calcule la fuerza 
cortante interna V que actúa en la sección y que es necesaria 
para mantener la parte en equilibrio. 

Esfuerzo cortante promedio. 

• Determine el área seccionada A y determine el esfuerzo cortan¬ 
te promedio = VÍA. 

• Se sugiere que se muestre en un pequeño elemento de 
volumen de material que se encuentre en un punto de la sec¬ 
ción donde se determinó. Para hacer esto, primero dibuje r pnm 
en la cara del elemento, coincidente con el área seccionada A. 
Este esfuerzo actúa en la misma dirección que V. Entonces, los 
esfuerzos cortantes que actúan sobre los tres planos adyacentes 
pueden dibujarse en sus direcciones apropiadas siguiendo el es¬ 
quema mostrado en la figura 1-21. 
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EJEMPLO 1.10 


Determine el esfuerzo cortante promedio en el pasador de 20 mm 
de diámetro ubicado en A y en el pasador de 30 mm de diámetro 
que está en B, los cuales soportan la viga de la figura l-22a. 

SOLUCIÓN 

Cargas internas. Las fuerzas sobre los pasadores pueden 
obtenerse al considerar el equilibrio de la viga, figura l-22¿>. 


bcz 


I? 


i+SM^O; F fl [-)(6m)~30kN(2m)=Q F ñ = 12.5 kN 


^ZF, =0; (12.5kN)(|)-A,-0 A x = 7- 


,50 kN 


+ í ZF = 0; A + {12.5 kN) - - 30 kN = 0 


4 


A y = 20 kN 


t- 


2m- 


Así, la fuerza resultante que actúa sobre el pasador A es 

F a = Va} + Ay = V(7.50 kN) 2 + (20 kN) 2 = 21.36 kN 

El pasador en A se sostiene mediante dos “hojas” fijas, por consi¬ 
guiente el diagrama de cuerpo libre del segmento central del perno, 
mostrado en la figura l-22c, tiene dos superficies cortantes entre la 
viga y cada hoja. Así, la fuerza de la viga (21.36 kN) que actúa sobre el 
pasador está soportada por fuerzas cortantes en cada una de las super¬ 
ficies mencionadas. Este caso se llama cortante doble. Por lo tanto, 

F, 21.36 kN 

V A = -f = ° = 10.68 kN 

En la figura l-22a, observe que el pasador B está sometido a cortante 
simple, el cual ocurre en la sección comprendida entre el cable y la 
viga, figura 1-22 d. Para este segmento de pasador, 

V B = Fg = 12.5 kN 


Esfuerzo cortante promedio. 


Va 10.68(10*) N 

(t A )prom = , = , =34.0 MPa 

A j(0.02 m) 2 

Resp. 

Vg 12.5(10*) N 

(T.Wl 4- , = 17.7 MPa 

A ‘ ^(0.03 m) 2 

Resp. 


j3)kN 


-2m 


■ 4m 



¡ 


(a) 


30 kN 


■ 4m 



(b> 




id) 

Hjiiirn 1.22 
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EJEMPLO 1.11 


S la junta de madera que se muestra en la figura l-23a tiene 150 mm 
de ancho, determine el esfuerzo cortante promedio desarrollado a lo 
largo de los planos cortantes a-a y b-b. Para cada plano, represente el 
estado de esfuerzo sobre un elemento del material. 


O 


3kN 


t* = 200 kPa 


(c) 


3kN 


□t __ 

r*=160kPa V b 

<d) 



6 kN 


(b) 


SOLUCIÓN 

Cargas internas. En referencia al diagrama de cuerpo libre del 
elemento, figura 1-236, 


i* 2F, = 0; 6kN-E-F = Q 


F = 3 kN 


Ahora considere el equilibrio de los segmentos cortados a través de 
los píanos cortantes a-a y b-b, que se muestran en las figuras l-23c y 
1-23 d. 

1 2F X = 0; V a - 3 kN = 0 V a = 3 kN 

2 F x = 0; 3 kN - V b = 0 V b = 3 kN 


Esfuerzo cortante promedio. 

{T) = y. , 3 < lo3 > N 

V ^prom j m ){ 0 .15 m) 


, r) -Xi>- 

\ T b) prqm A 


3(10 3 ) N 


A b {0.125 m){0.15 m) 


= 200 kPa 


= 160 kPa 


Resp. 

Resp. 


El estado de esfuerzo sobre los elementos situados en las secciones a-a 
y b-b se muestra en las figuras l-23c y l-23¿/, respectivamente. 
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EJEMPLO 1.12 




6001b 


El elemento inclinado que se muestra en la figura 1-24 a está sometido 
a una fuerza de compresión de 600 Ib. Determine el esfuerzo de com¬ 
presión promedio a lo largo de las áreas de contacto lisas definidas por 
AB y SC,así como el esfuerzo cortante promedio a lo largo del plano 
horizontal definido por DB, 


Cargas internas. En la figura l-24¿> se muestra el diagrama de 
cuerpo libre del elemento inclinado. Las fuerzas de compresión que 
actúan sobre las áreas de contacto son 

2F X = 0; F aB - 600 lb(|) = 0 F Á& = 360 Ib 

+t ZF y = 0; F ÉC - 600 lb(|) = 0 F BC = 480 Ib 

Además, a partir del diagrama de cuerpo libre del segmento superior 
ABD del elemento inferior, figura l-24c, la fuerza cortante que actúa 
sobre el plano horizontal seccionado DB es 

J *'ZF X = 0; V = 360 Ib 

Esfuerzo promed ¡o. Los esfuerzos de compresión promedio a lo 
largo de los planos horizontal y vertical de los elementos inclinados 
son 

Faz 3601b „ 

a AB = ——' = 77 — , ... - —— = 240 psi Resp. 
¿ab {1 pulg){1.5 pulg) 

F BC *480 Ib ■ n 

a BC = — — = 7 T— . ... _ —— = 160psi Resp. 
¿bc (SpuígK^pulg) 

Estas distribuciones de esfuerzo se muestran en la figura l-24d. 

El esfuerzo cortante promedio que actúa sobre el plano horizontal 
definido por DB es 

360 Ib 

T '- < ""‘(3pü E )(lJpdg)' 801,0 C P 

En la figura l-24e f este esfuerzo se muestra uniformemente distribui¬ 
do sobre el área seccionada. 


3601b 


Ib 


80psi 
íe> 


l i 

SOLUCIÓN 


Htgura 1-24 
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PROBLEMAS FUNDAMENTALES 


Fl-7. La viga uniforme está sostenida por dos barras AB 
y CD que tienen áreas de sección transversal de 10 rara 2 y 
15 mm 5 , respectivamente. Determine la intensidad w de la 
carga distribuida de modo que el esfuerzo normal prome¬ 
dio en cada barra no sea superior a 300 kPa. 



Fl-7 


11-8. Determine el esfuerzo normal promedio desarro¬ 
llado sobre la sección transversal. Dibuje la distribución 
del esfuerzo normal sobre la sección transversal. 


300 kN 



Fl-8 


Fl-9, Determine el esfuerzo normal promedio desarro¬ 
llado sobre la sección transversal. Dibuje la distribución 
del esfuerzo normal sobre la sección transversal. 


15 kip 



Fl-9 


Fl-10. Si la fuerza de 600 kN actúa a través del centroi¬ 
de de la sección transversal, determine la ubicación y del 
centroide y el esfuerzo normal promedio desarrollado en 
la sección transversal. Además, dibuje la distribución del 
esfuerzo normal sobre la sección transversal. 


600 kN 



Fl-10 


M- 11 . Determine el esfuerzo normal promedio desarro¬ 
llado en los puntos A, ByC. El diámetro de cada segmento 
se indica en la figura. 



FJ -12. Determine el esfuerzo normal promedio desarro¬ 
llado en la barra AS si la carga tiene una masa de 50 kg. El 
diámetro de la barra A Bes de 8 mm. 



II 


Fun 
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PROBLEMAS 


1-31, La columna está sometida a una fuerza axial de 
8 kN, la cual se aplica a través del centroide del área de la 
sección transversal. Determine el esfuerzo normal prome¬ 
tió que actúa en la sección a-a. Muestre esta distribución 
del esfuerzo actuando sobre el área de la sección trans¬ 
versal. 



I*mh. 131 


*1-32. La palanca está unida a una flecha fija mediante 
un pasador ahusado AB que tiene un diámetro medio de 
6mm. Sise aplica un par de torsión a la palanca, determine el 
esfuerzo cortante promedio en el pasador entre el pasador 
y la palanca. 


O 

T- 


g 12 mr¡t 


250 mrai- 


250 mm 


20 N 


o 

H 


•1-33. La barra tiene un área de sección transversal A y 
está sometida a la carga axial P. Determine los esfuerzos 
normal promedio y cortante promedio que actúan sobre 
la sección sombreada, la cual está orientada en un ángulo 
6 respecto a la horizontal. Grafique la variación de estos 
esfuerzos como una función de ^90°). 



A 


ftoh, 1-33 


1-34» El eje compuesto consiste en un tubo AB y una ba¬ 
rra sólida BC. El tubo tiene un diámetro interno de 20 mm 
y un diámetro externo de 28 mm. El diámetro de la barra es 
de 12 mm. Determine el esfuerzo normal promedio en los 
puntos D y E y represente el esfuerzo sobre un elemento 
de volumen ubicado en cada uno de estos puntos. 



4 


B _ ókN 

rr 


6kN E 


-8 kN 


Froh. 1-34 


1-35. Cada una de las barras de la armadura tiene un área 
de sección transversal de 1.25 pulg 2 . Determine el esfuerzo 
normal promedio en cada elemento debido a la carga P = 
8 kip. Determine si el esfuerzo es de tensión o de compre¬ 
sión. 

*1-36. Cada una de las barras de La armadura tiene un 
área de sección transversal de 1.25 pulg 2 . Si el esfuerzo nor¬ 
mal promedio máximo en cualquier barra no debe exceder 
20 ksi, determine la magnitud máxima Pde las cargas que 
pueden aplicarse a la armadura. 



]*nkb. 1-32 


Prnhs. 1-35/36 
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•1-37. La placa tiene un ancho de 0.5 m. Si La distribución 
del esfuerzo en el soporte varía como se muestra en la figu¬ 
ra, determine la fuerza P aplicad a a la placa y La distancia d 
al punto donde se aplica. 



1-38. Los dos elementos usados en la construcción de un 
fuselaje para avión se unen entre sí mediante una soldadu¬ 
ra “boca de pez” a 30°. Determine el esfuerzo normal pro¬ 
medio y cortante promedio sobre el plano de cada soldadu¬ 
ra. Suponga que cada plano inclinado soporta una fuerza 
horizontal de 400 Ib. 


800 ib 



8001b 


Kroh. 1-38 


1-39. Si el bloque está sometido a una fuerza centralmen¬ 
te aplicada de Ó00 kN, determine el esfuerzo normal pro¬ 
medio en el material. Muestre el esfuerzo actuando sobre 
un elemento diferencial de volumen del material. 



*1-40. Cada uno de los pasadores del bastidor ubicados 
en B y C tienen un diámetro de 025 pulg. Si estos pasado¬ 
res están sometidos a cortante doble ,determine el esfuerzo 
cortante promedio en cada pasador. 

•1-41. Resuelva el problema 1-40 suponiendo que los pa¬ 
sadores B y C están sometidos a cortante simple. 

1-42. Cada u no de los pasadores del bastidor ubicados en 
D y E tienen un diámetro de 0.25 pulg. Si estos pasado¬ 
res están sometidos a cortante doble ,determine el esfuerzo 
cortante promedio en cada pasador. 

1-43. Resuelva el problema 1-42 suponiendo que los pa¬ 
sadores D y E están sometidos a cortante simple. 



Ptolw. 1-40/41/42/43 

*1-44. Una mujer de 175 libras está parada sobre un piso 
de vinilo usando zapatos de tacón alto. Si el tacón tiene las 
dimensiones mostradas, determine el esfuerzo normal pro¬ 
medio que ejerce sobre el piso y compárelo con el esfuerzo 
normal promedio que se desarrolla cuando un hombre del 
mismo peso está sobre el mismo piso usando zapatos de ta¬ 
cón bajo. Suponga que la carga se aplica lentamente, de 
modo que los efectos dinámicos sean insignificantes. Ade¬ 
más, suponga que todo el peso se apoya sobre el tacón de 
un solo zapato. 




12 pulg 



05 pulg 


(13 pulg^D 

Hh til pulg 


Ptuh. 1-39 


Ftnb. 1-44 
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•1*45. Laarmadura está hecha de treselementos conecta¬ 
dos por pasadores que tienen las áreas de sección transver¬ 
sal mostradas en la figura. Determine el esfuerzo normal 
promedio desarrollado en cada elemento si la armadura 
está sometida a la carga que se muestra. Establezca si el 
esfuerzo es de tensión o compresión. 


*1-48. La viga se sostiene mediante un pasador en A y 
un eslabón corto BC. Si P = 15 kN, determine el esfuerzo 
cortante promedio desarrollado en los pasadores A B y C. 
Gomo se muestra en la figura, todos los pasadores están 
en cortante doble como se muestra y cada uno tiene un 
diámetro de 18 mm. 


500 Ib 




•1-49. La viga se sostiene mediante un pasador en A y un 
eslabón corto BC. Determine la magnitud máxima P de las 
cargas que puede soportar la viga si el esfuerzo cortante 
promedio en cada pasador no debe exceder 80 MPa, Todos 
los pasadores están en cortante doble, como se muestra en 
la figura, y cada uno de ellos tiene un diámetro de 18 mm. 


1-16. Determine el esfuerzo normal promedio desarrolla¬ 
do en los eslabones AB y CD de la tenaza lisa que sostiene 
a un tronco con masa de 3 Mg. El área de la sección trans¬ 
versal de cada eslabón es de 400 mm 2 . 

1-47. Determine el esfuerzo cortante promedio desarro¬ 
llado en los pasadores A y B de la tenaza lisa que sostiene 
a un tronco con una masa de 3 Mg. Cada pasador tiene un 
<5 á me tro de 25 mm y está sometido a cortante doble. 



Prnh. 1-49 




U50. El bloque está sometido a una fuerza de compre¬ 
sión de 2 kN. Determine los esfuerzos normal promedio 
y cortante promedio desarrollados en las fibras de madera 
que están orientadas a lo largo de la sección a-a. formando 
un ángulo de 30“ respecto aleje del bloque. 



Prohs. 1-46/47 


Pmb. 1-50 
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1-51. Durante un ensayo de tensión, la probeta de ma¬ 
dera se somete a un esfuerzo normal promedio de 2 ksi. 
Determine la fuerza axial Paplicada a la probeta. Además, 
encuentre el esfuerzo cortante promedio desarrollado a lo 
largo de la sección a-a de la probeta. 



*1-52. Si la junta está sometida a una fuerza axial de P = 
9 kN, determine el esfuerzo cortante promedio desarrolla¬ 
do en cada uno de los pernos de ó mm de diámetro entre 
las placas y los elementos, así como a lo largo de cada uno 
de los cuatro planos cortantes sombreados. 

•1-53. Los esfuerzos cortantes promedio en cada uno de 
los pernos de 6 mm de diámetro y a lo largo de cada uno 
de los cuatro planos cortantes sombreados no deben ser 
mayores a SOMPa y 500 kPa, respectivamente. Determine 
la máxima fuerza axial P que puede aplicarse a la junta. 



1-54. El eje está sometido a una fuerza axial de 40 kN. 
Determine el esfuerzo cortante promedio que actúa sobre 
el collarín C y el esfuerzo normal en el eje. 


40 kN 


30 mm 


C 



40 mm 
Ptob, 1-54 


1-55. Cada una de las varillas AB y BC tiene un diámetro 
de 5 mm. Si se aplica una carga de P-2 kN sobre el anillo, 
determine el esfuerzo normal promedio en cada varilla si 

$=m a . 

*1-56. Cada una de las varillas AB y BC tiene un diáme¬ 
tro de 5 mm. Determine el ángulo d de la varilla £Cde tal 
forma que el esfuerzo normal promedio en la varilla AB 
sea 1.5 veces mayor que el de la varilla BC. ¿Qué carga P 
ocasionará que suceda esto si el esfuerzo normal promedio 
en cada varilla no debe exceder 100 MPa? 



Protw. 1-52/53 


Probs. 1-55/56 
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•1-57. La probeta falló en un ensayo de tensión a un án¬ 
gulo de 52 a , cuando la carga axial era de 19.80 kip. Si la pro¬ 
beta tiene un diámetro de 0.5 pulg, determine los esfuerzos 
normal promedio y cortante promedio que actuaron sobre 
el área del plano de falla inclinado. Además, ¿cuál era el 
esfuerzo normal promedio que actuaba sobre la sección 
transversal cuando se produjo la falla? 


1-59. La junta a tope cuadrada y abierta se usa para trans¬ 
ferir una fuerza de 50 kip de una placa a la otra. Determine 
tos esfuerzos normal promedio y cortante promedio que 
crea esta carga sobre la cara de la soldadura, sección AB. 



i’ml». 1*57 



50 kip 


< 

2pul£ 

J' 


1*58* EL perno de anclaje se sacó de la pared de concreto 
y la superficie de rotura formó un cono truncado y un ci¬ 
lindro. Esto indica que ocurrió una falla de corte a lo largo 
del cilindro BC y una falla de tensión a lo largo del cono 
truncado AB. Si los esfuerzos normal y cortante a lo largo 
de estas superficies tienen las magnitudes mostradas, deter¬ 
mine la fuerza P que debió aplicarse al perno. 



*1-60. Si P = 20 kN, determine el esfuerzo cortante pro¬ 
medio desarrollado en los pasadores Ay C. Los pasadores 
están sometidos a cortante doble como se muestra en la 
figura, y cada uno tiene un diámetro de 18 mm. 

•1-61. Determine la máxima magnitud P de la carga que 
puede soportar la viga si el esfuerzo cortante promedio en 
cada pasador no debe exceder 60 MPa. Todos los pasado- 
tes están sometidos a cortante doble como se muestra en la 
figura, y cada uno tiene un diámetro de 18 mm. 



Prob. 1-58 


Prnhs. 1-60/61 
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1-62, La herramienta de prensado se utiliza para doblar 
el extremo del alambre E. Si se aplica una fuerza de 20 kg 
sobre los mangos, determine el esfuerzo cortante promedio 
en el pasador A El pasador está sometido a cortante doble 
y tiene un diámetro de 02 pulg. Sobre el alambre sólo se 
ejerce una fuerza vertical. 

1-63. Resuelva el proble ma 1-62 pa ra el pasado tB. El pa¬ 
sador está sometido a cortante doble y tiene un diámetro 
de 0.2 pulg. 


20 ib 



+1-64. Los bloques triangulares están pegados a lo largo 
de cada lado de la junta. Una mordaza en C, colocada entre 
das de los bloques, se usa para unir fuertemente la junta. Si 
el pegamento puede soportar un esfuerzo cortante prome¬ 
dio máximo de 800 kPa, determine la fuerza de sujeción F 
máxima permisible. 

•1-65. Los bloques triangulares están pegados a lo largo 
de cada lado de la junta. Una mordazaen C, colocada entre 
dos de los bloques, se usa para unir fuertemente la junta. 
Si la fuerza de sujeción es .F=900 N, determine el esfuerzo 
cortante promedio desarrollado en el pegamento. 



1-66. Determine la mayor carga P que puede aplicarse a 
la estructura sin causar que el esfuerzo normal promedio 
ni el esfuerzo cortante promedio en la sección a-a excedan 
<r =150 MPa y t = 60 MPa, respectivamente. El elemento 
CB tiene una sección transversal cuadrada de 25 mm por 
lado. 



Pruh, 1-66 


1-67. La barra prismática tiene un área de sección trans¬ 
versal A. Si se somete a una carga axial distribuida que au¬ 
menta linealmente desde w = 0 en x = 0 hasta w = w 0 para 
x = a y luego disminuye linealmente hasta w =0en z = 2a, 
determine el esfuerzo normal promedio en la barra como 
una función de x para 0 ^ x < a. 

+1-68. La barra prismática tiene un área de sección trans¬ 
versal A .Sise somete a una carga axial distribuida que au¬ 
menta linealmente desde w' = 0enx = 0hasta w- w ^para 
x = a y luego disminuye linealmente hasta w = 0 en x = 2a, 
determine el esfuerzo normal promedio en la barra como 
una función de x para a <x ^ 2a. 



* 4 ; 


Pr«hs. 1-64/65 


Probs. 1-67/68 
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•1-69. La barra ahusada tiene un radio de r = (2 - x/6) 
pulg y está sometida a una carga distribuida de w = (60 + 
40.r) lb/pulg. Determine el esfuerzo normal promedio en el 
centro ¿de la barra. 


1-7L Determine el esfuerzo normal promedio en la sec¬ 
ción a-a y el esfuerzo cortante promedio en la sección b-b 
del elemento AB, La sección transversal es cuadrada con 
03 pulg por lado. 



r 



1-70. El pedestal soporta una carga P en su centro. Si el 
material tiene una densidad de masa p, determine la di¬ 
mensión radial r en función de z de modo que el esfuerzo 
promedio normal en el pedestal permanezca constante. La 
sección transversal es circular. 


150 Ib/pie 




*1-72, Considere el problema general de una barra for¬ 
mada por m segmentos, cada uno de los cuales tiene un 
área de sección transversal A m y una longitud L m . Si hay n 
cargas sobre la barra como se muestra en la figura, escriba 
un programa de computadora que pueda usarse para deter¬ 
minar el esfuerzo normal promedio en cualquier ubicación 
especifica x. Muestre una aplicación del programa usando 
los valores = 4 pies, ¿1, = 2 pies, P 2 =400 Ib,^ =3 pulg 2 , 
L 2 =2 pies, d 2 =6 pies, P 2 =-300 Ib, A 2 = 1 pulg 2 . 



]*nkb. 1-70 


Prnh. 1-72 
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1.6 Esfuerzo permisible 

Para diseñar correctamente un elemento estructural o mecánico es ne¬ 
cesario limitar el esfuerzo en el material hasta un nivel que sea seguro. 
Por lo tanto, para garantizar esta seguridad se requiere elegir un esfuerzo 
permisible que restrinja la carga aplicada a un valor que sea menor a la 
máxima carga que el elemento puede soportar. Hay muchas razones para 
hacer esto. Por ejemplo, la carga para la que se diserta el elemento puede 
ser diferente a las caigas reales que se colocan sobre él. Las medidas 
propuestas de una estructura o máquina pueden no ser exactas debido 
a errores en la fabricación o en el montaje de las piezas que lo compo¬ 
nen. También pueden ocurrir vibraciones, impactos o cargas accidentales 
desconocidos que no hayan sido tomados en cuenta para el diserto. La 
corrosión atmosférica, el desgaste o la exposición a la intemperie tien¬ 
den a causar que los materiales se deterioren durante su uso. Por último, 
algunos materiales como la madera, el concreto o los compuestos refor¬ 
zados con fibra, pueden tener una alta variabilidad en sus propiedades 
mecánicas. 

Un método para especificar la carga permisible en un elemento cen¬ 
aste en usar un número llamado factor de seguridad. El factor de seguri¬ 
dad (F.S.) es una razón de la carga de falla sobre la carga permisible 
F . . Aquí F WIa se determina mediante ensayos experimentales del ma¬ 
terial, y el factor de seguridad se selecciona con base en la experiencia, 
de modo que las incertidumbres mencionadas anteriormente Se toman 
en cuenta cuando el elemento se usa bajo las mismas condiciones de car¬ 
ga y geometría. Escrito de manera matemática, 


F.S. = 


F 

1 perm 


(1-8) 


Si la carga aplicada al elemento se relaciona linealmente con el esfuer¬ 
zo desarrollado en dicho miembro, como cuando se usa er = P/A y = 
V/A, entonces el factor de seguridad puede expresarse como una razón 
del esfuerzo de falla cr fAllí (o T an4 ) sobre el esfuerzo permisible <r m (o 
fren es decir, 


p S 3 

^perm 


O 


F.S. = 

^peim 


(1-9) 


( 1 - 10 ) 


*En algunos casos, como el de las columnas, la carga aplicada no se relaciona lineal¬ 
mente con el esfuerzo y, por ende, sólo puede usarse la ecuación lü para determinar el 
tactor de seguridad► Vea el capítulo 13> 







1.7 Diseño de conexiones simples 


47 


En cualquiera de estas ecuaciones, el factor de seguridad debe ser ma¬ 
yor que 1 a fin de evitar la posibilidad de faifa. Los valores específicos 
dependen de los tipos de materiales a utilizar y el propósito de la estruc¬ 
tura o máquina. Por ejemplo, el ES. usado en el diseño de componentes 
de aviones o vehículos espaciales puede estar cerca de 1 para reducir 
el peso del vehículo. O en el caso de una planta de energía nuclear, el 
factor de seguridad para algunos de sus componentes puede ser de hasta 
3 debido a las incertidumbres en la carga o el comportamiento del mate¬ 
rial. Muchas veces, el factor de seguridad para un caso específico puede 
encontrarse en Eos códigos de diseño y manuales de ingeniería. Estos 
valores están destinados a formar un balance para proteger la seguridad 
pública y ambiental y para proporcionar una solución económicamente 
razonable en el diseño. 


P 




1.7 Diseño de conexiones simples 


El área de la placa fl. que sirve como base de 
Ja columna, se determina a partir del esfuerzo 
de aplastamiento promedio para el concreto. 


Si se simplifican los supuestos sobre el comportamiento del material, con 
frecuencia se pueden utilizar las ecuaciones <r = P/A y = VfA para 
analizar o diseñar una conexión simple o un elemento mecánico. En par¬ 
ticular, si un elemento está sometido a fuerza normal en una sección, el 
área requerida en su sección se determina a partir de 

A = —— (1-11) 

Uparon™ 



Por otro lado, si la sección está sometida a una Juerza cortante promedio, 
entonces el área requerida en la sección es 

A = (1-12) 

T penn 

Como se analizó en la sección 1.6* el esfuerzo permisible empleado 
en cada una de estas ecuaciones se determina ya sea al aplicar un factor 
de seguridad al esfuerzo de falla cortante o normal del material» o bien 
al determinar directamente estos esfuerzos con un código de diserto ade¬ 
cuado. 

En Ea figura 1-25 se muestran tres ejemplos en los que se aplican las 
ecuaciones anteriores 


V = P 



Esfuerzo cortante, 
uniforme 


P 

A = -- 

T pCífll 



Esfuerzo cortante, se supone uniforme 


La longitud /de esta barra empotrada 
en concreto puede determinarse 
usando el esfuerzo cortante permisibJe 
del pegamento de Ja unión, 



El área del perno para esta junta sobrepuesta 
se determina a partir del esfuerzo cortante, 
el cual es mayor entre las placas. 


P 


ffigtiru 1-25 
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- El diseño de la resistencia de un elemento se basa en la selec¬ 
ción de un esfuerzo permisible que le deje soportar con segu¬ 
ridad la carga para la que está destinado. Gomo hay muchos 
factores desconocidos que pueden influir en el esfuerzo real de 
un elemento, entonces se aplica un factor de seguridad que de¬ 
prende del uso que se dará al miembro, para obtener la carga 
permisible que el elemento puede soportar. 


■ 



Cuando se resuelven problemas usando las ecuaciones del esfuer¬ 
zo normal promedio y cortante promedio, primero debe hacerse 
una consideración cuidadosa para elegir la sección sobre la que 
actúa el esfuerzo critico. Una vez determinada esta sección, debe 
diseñarse el elemento de forma que tenga un área suficiente en la 
sección para resistir el esfuerzo que actúa sobre él. Esta área se 
determina mediante los siguientes pasos. 

Carga interna. 

• Seccione el elemento a través del área y trace un diagrama de 
cuerpo libre de un segmento del elemento. Después determine 
la fuerza interna resultante en la sección, mediante las ecuacio¬ 
nes de equilibrio. 

Área requerida. 

• Siempre que el esfuerzo permisible se conozca o pueda deter¬ 
minarse, el área requerida necesaria para sostener la caiga en la 
sección se determina a partir de A = P/cr^^ O A = Vh m . 



Al diseñar grúas y cables que se utilizan 
para trasladar cargas pesadas, deben consi¬ 
derarse factores de seguridad adecuados. 
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EJEMPLO 1.13 


El brazo do control está sometido a la carga mostrada en la figura 
l-26fl. Determine el diámetro requerido, con una aproximación de \ 
puíg, para el pasador de acero en Csi el esfuerzo cortante permisible 
para el acero es =8 ksi. 







ía> 



lisura 1J6 


SOLUCIÓN 


Fuerza cortante interna. En la figura 1-266 se muestra un dia¬ 
grama de cuerpo libre del brazo. Por equilibrio, se tiene 

i,+ 2A/ c = 0; F>m{8 pulg) - 3 kip {3 pulg) - 5 kip (f){5 pulg) = 0 

Fab = 3 kip 

ZF X = 0; -3 kip -C x + 5 kip (|) = 0 C, = 1 kip 

+ í ’ZFy = 0; Cy - 3 kip - 5 kip (f) = 0 C y = 6 kip 
El pasador en Cresisie la fuerza resultante en C, que es 

F c = V(lkip) 1 + (6 kip) 2 = 6.082 kip 

Como el pasador está sometido a cortante doble, una fuerza cortante 
de 3.041 kip actúa sobre el área de su sección transversal entre e I brazo 
y cada hoja de soporte para el pasador, figura l-26c. 

Área requerida. Se tiene 

V 3.041 kip , , 


6082 kip 

3,041 tip 


3,041 tip 
Rasador en C 
(c) 


A = 


r perm 8 kip/pulg 
'd yl 


= 03802 pulg" 


ir [=■) = 03802 pulg 2 
d = 0696 pulg 

Se usará un pasador con diámetro de 

d = \ pulg = 0.750 pulg 


Resp. 































50 


Capitulo 1 Esfuerzo 


EJEMPLO 


1.14 


La barra colgante está suspendida en su extremo por un disco circular 
lígídamente unido a ella, como se muestra en la figura 1-21 a. Si la 
barra pasa por un agujero con diámetro de 40 mm, determine el diá¬ 
metro mínimo requerido de la barra y el espesor mínimo del disco ne¬ 
cesario para soportar la carga de 20 kN. El esfuerzo normal permisible 
para la barra es cr^ =60 MPa y el esfuerzo cortante permisible para 
el disco es =35 MPa. 



Figura 1-27 


SOLUCIÓN 


—(40 mm r~ 



Diámetro de la barra. Por inspección, la fuerza axial en la barra 
es de 20 kN. Así, el área requerida para la sección transversal de la 
barra es 

P * 2 _ 20(10?) N 

<rpe™’ 4 60 (10 6 ) N/m 2 

de modo que 

d = 0.0206 m = 20.6 mm Resp. 


Espesor del disco. Como se muestra en el diagrama de cuerpo 
libre de la figura 1-27&, el material en el área seccionada del disco 
debe resistir un esfuerzo cortante para impedir el movimiento del dis¬ 
co a través del agujero. Si se supone que este esfuerzo cortante está 
uniformemente distribuido sobre el área seccionada, entonces, como 
V =20 kN, se tiene 

V 2Q(10 3 ) N 

„ = _ ; 


t = 4.55(10 3 ) m = 4.55 mm Resp. 
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EJEMPLO 1.15 


El eje de la figura 1-28ase sostiene mediante el collarín en C, que está 
unido al eje y se sitúa del lado derecho del cojinete en B. Determine 
el mayor valor de i*para las fuerzas axiales en E y Pde manera que el 
esfuerzo de aplastamiento en el collarín no sea superior a un esfuerzo 
permisible de (<r b ) p(tia = 75 MPa, y el esfuerzo normal promedio en el 
eje no exceda un esfuerzo permisible de (<7,)^^ =55 MPa. 

A 60 mm 


2P. 


Fuerza 

axial 


3 P 
2P 


(0 


SOLUCIÓN 


- Posición 

Figura 1-28 


Para resolver el problema se determinará P para cada posible condi¬ 
ción de falla. Después se elegirá el valor más pequeño. ¿Por qué? 

Esfuerzo normal. Usandoel método de las seccionesja carga axial 
dentro de la región FE del eje es 2P, siempre que la mayor fuerza 
axial, 3P, Ocurra dentro de la región CE, figura 1-286. La variación de 
la carga interna se muestra claramente en el diagrama de fuerza nor¬ 
mal de la figura l-28c. Como el área de la sección transversal de todo 
el eje es constante, la región CE está sometida al máximo esfuerzo 
normal promedio. Al aplicar la ecuación 1-11, se tiene 

A = — — ■ ir(0.Q3 m) 1 = — — 

CTperm V ' 55(10 6 )N/m 2 

P = 51.8 kN Resp. 

Esfuerzo de aplastamiento. Como se muestra en el diagra¬ 
ma de cuerpo libre de la figura 1-28 d, el collarín en C debe resistir la 
carga de 3P, que actúa sobre un área de apoyo A b = [-17(0.04 m) 2 - 

ir(0.03 m) 2 ] = 2.199(1CT 3 ) m 2 . Por lo tanto, 

P 

A =-; 2.199(10^) m 2 = - ~ ——r 

<7peim ' 75{10 6 ) N/m 1 

P = 55.0 kN 

Por comparación, la carga máxima que puede aplicarse al eje es P = 
51.8 kN, ya que cualquier carga más grande que ésta, provocará que 
se exceda el esfuerzo normal permisible en el eje. 

NOTA: Aquí no se ha considerado una posible falla por cortante en 
el collarín como en el ejemplo 1.14. 



, P 1 

, | —^ - 

’ rp- iTwiwifn 



F~ 

£ 1 

rí" 

* c 

2 — 

i 


<a> 



<b> 




3 P 


3 P 


Hi? 


(d) 
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EJEMPLO 1.16 


! 1 


c 

Acero 


ó 


3 


-ft75 oi~| Aluminio 
-~2 m- 


(a) 


r i 


.r* 

|-a?5 


m 


125 m 


■i». 


(b) 

I-lpum 1-29 


La barra rígida AB que se muestra en la figura l-29a la soporta una 
barra de acero AC que tiene un diámetro de 20 mm y un bloque de 
aluminio con un área transversal de 1800 mm 2 . Los pasadores de 18 
mm de diámetro en A y C están sometidos a cortante simple. Si el 
esfuerzo de falla para el acero y el aluminio es (<7 , ac ) fana = 680 MPa y 
= 70 MPa, respectivamente, y el esfuerzo cortante de falla para 
cada pasador es T faUa = 900 MPa, determine la carga máxima P que 
puede aplicarse a la barra. Aplique un factor de seguridad F.S. = 2. 

SOLUCIÓN 

Mediante las ecuaciones 1-9 y 1-10, los esfuerzos permisibles son 

, , _ (^ac) falla 

V^aeJpe™ — 


<*al) 


peí™ 


' perm 


ES. 

(^aljtalla 

F.S. 
llalla 


680 MPa 

2 

70 MPa 


= 340 MPa 


2 

900 MPa 


= 35 MPa 


= 450 MPa 


F.S. 2 

En la figura 1-2 9b se muestra el diagrama de cuerpo libre para la ba¬ 
rra. Existen tres incógnitas. Aquí se aplicarán las ecuaciones de equili¬ 
brio para expresar F ÁC y F B en términos de la carga P aplicada. Se tiene 
t+ 2 Af* = 0; P{1.25 m) - F AC {2 ta) = 0 (1) 

í,+ 2Af^ = 0; F ñ (2m) - P(0L75 m) = 0 (2) 

Ahora se determinará cada valor de P que genera el esfuerzo per¬ 
misible en la barra, el bloque y los pasadores, respectivamente. 

Barra AC. Se requiere 

Pac = {*«W Ajc) = 340(10*) N/m 2 [*-(0.01 m) 2 ] = 106.8 kN 
Usando la ecuación 1, 

(106.8 kN)(2 m) 


P = 


Bloque B. En este caso, 


1.25 m 


= 171 kN 


F ñ = (^aijperm Ag = 35(10*) N/m 2 [1800 mm 2 (10^*) m 2 /mm 2 ] = 63.0 kN 

(63.0 kN){2 m) 


Usando la ecuación 2, 
P = 


= 168 kN 


0.75 m 

Pasador A o C. Debido al cortante simple, 

F aC = V = Tp TQm A = 450(10*) N/m 2 [*-(0.009 m) 2 ] = 114.5 kN 
A partir de la ecuación 1, 


P = 


114.5 kN (2 m) 


= 183 kN 


1.25 m 

Por comparación, cuando P alcanza su valor más pequeño (168 kN), 
el esfuerzo normal permisible se desarrollará primero en el bloque de 
aluminio. Por consiguiente, 

P - 168 kN Resp. 
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PROBLEMAS FUNDAMENTALES 



11-13. Las varillas AC y BC se usan para suspender la 
masa de 200 kg. Si cada varilla está fabricada de un ma¬ 
terial para el cual el esfuerzo normal promedio no puede 
superar 150 MPa, determine el diámetro mínimo requerido 
para cada varilla con una precisión de 1 mm. 



11-14. El bastidor soporta la carga indicada. El pasador 
en A tiene un diámetro de 0.25 pulg. Si está sometido a 
cortante doble, determine el esfuerzo cortante promedio 
en el pasador. 



11-15. Determine el máximo esfuerzo cortante promedio 
desarrollado en cada pasador de f de pulg de diámetro. 



11-16. Si cada uno de los tres clavos tiene un diámetro de 
4 mm y puede soportar un esfuerzo cortante promedio 
de 60 MPa, determine la máxima fuerza permisible Pque 
puede aplicarse a la tabla. 



Fl-16 


M-17, El puntal está pegado al elemento horizontal en la 
superficie AB. Si el puntal tiene un espesor de 25 mm y el 
pegamento puede soportar un esfuerzo cortante promedio 
de 600 kPa, determine la máxima fuerza P que puede apli¬ 
carse al puntal. 



11-18. Determine el máximo esfuerzo cortante promedio 
desarrollado en el pasador de 30 mm de diámetro. 


30 kN 



40 kN 


Fl-15 


Fl-18 
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Capitulo 1 Esfuerzo 



Si la armella está fabricada de un material que tie¬ 
ne un esfuerzo de cedencia <r Y = 250 MPa, determine el 
diámetro mínimo d requerido en su vástago. Aplique un 
factor de seguridad F.S. = 1,5 contra la cedencia. 



F1-I9 



11-2H. Si la barra compuesta está fabricada de un mate¬ 
rial que tiene un esfuerzo de cedencia <r r =50 ksi, determi¬ 
ne las dimensiones mínimas requeridas y h 2 con una pre¬ 
cisión de 1/8 de pulgada. Aplique un factor de seguridad 
F.S. = 1.5 contra la cedenda. Cada barra tiene un espesor 
de 0.5 pulg. 


T~ 

Jl 


J! ki P t hi 


30 Itip 


fl 15kip 

11-20 


T 


í ’l -21. Determine la máxima fuerza Pque puede aplicar¬ 
se a la barra si está fabricada de un material con un esfuer¬ 
zo de cedencia <r r =250 MPa, Considere la posibilidad de 
que ocurra una falla en la barra, en la sección a-a. Aplique 
un factor de seguridad F.S.=2 contra la cedencia. 



Fl-21 


I I -22. El pasador está fabricado de un material que tiene 
un esfuerzo cortante de falla T ftl]# = 100 MPa. Determine 
el diámetro mínimo requerido para el perno con una pre¬ 
cisión de 1 mm. Aplique un factor de seguridad F.S. ■ 2.5 
contra la falla por cortante. 



Fl-22 

1-1 -23. Si la cabeza del perno y la ménsula de apoyo están 
lubricadas del mismo material con un esfuerzo cortante de 
falla t W] b =120 MPa, determine la fuerza máxima permisi¬ 
ble P que puede aplicarse al perno, de modo que éste no 
pase a través de la placa. Aplique un factor de seguridad 
F.S. =2,5 contra la falla por cortante. 



Fl-23 


f 1-24, Se usan seis clavos para sostener el soporte en A 
contra la columna. Determine el diámetro mínimo reque¬ 
rido de cada clavo con una precisión de l/ló pulg si está 
fabricado de un material que ¿ene r Ma =16 ksi. Aplique un 
factor de seguridad F.S. =2 contra la falla por cortante. 
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PROBLEMAS 


• 1-73. El elemento B está sometido a una fuerza de com¬ 
presión de 800 Ib. Si A y B están fabricados de madera y 
tienen j|de pulg de espesor, determine con una precisión de 
| de pulg la mínima dimensión h del segmento horizontal 
de tal forma que no falle por cortante. El esfuerzo cortante 
promedio permisible para el segmento es =300 psi. 


8001b 


Pmb. 1-73 

1-74. La palanca está unida al eje A por medio de una 
cuna que tiene un ancho d y una longitud de 25 mm. Si 
el eje está fijo y se aplica una fuerza vertical de 200 N en 
forma perpendicular al mango, determine la dimensión d 
si el esfuerzo cortante permisible para La cuña es T ptmn = 
35 MPa. 




1-75. La junta se mantiene sujeta mediante dos pernos. 
Determine el diámetro requerido de los pernos si el esfuer- 
20 cortante de falla para éstos es T fnJ]J1 = 350 MPa. Use un 
factor de seguridad para cortante F.S. = 2.5. 



mm 


* 1-76. El empalme de banda estará sometido a una fuer¬ 
za de 800 N. Determine (a) el espesor / requerido de la 
banda si el esfuerzo de tensión permisible para el material 
es (ít)^ = 10 MPa, (b) la longitud requerida d ; del empal¬ 
me si el pegamento puede soportar un esfuerzo cortante 
permisible (t ) = 0.75 MPa y (c) el diámetro requerido 
d r del pasador si el esfuerzo cortante permisible para éste 
=30 MPa. 



l¥i>h. 1-76 


•1-77. La probeta de madera está sometida a una fuer¬ 
za de tensión de 10 kN en una máquina de ensayo de ten¬ 
sión. Si el esfuerzo normal permisible para la madera es 
(°V)i*nn =12 MPa y el esfuerzo cortante permisible es t= 
1.2 MPa, determine las dimensiones requeridas b y / de 
modo que la probeta alcance estos esfuerzos de manera si¬ 
multánea. La probeta tiene un ancho de 25 mm. 



Prob. 1-75 


Pruh. 1-77 
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Capitulo 1 Esfuerzo 


1-78. El elemento B está sometido a una fuerza de com¬ 
presión de 600 Ib. Si A y B son de madera y tienen 1.5 pulg 
(fe espesor, determine con una precisión de ¿de pulg la me¬ 
nor dimensión a del soporte de tal forma que el esfuerzo 
cortante promedio a lo largo de la linea gris en a no exceda 
T penn = 50 psi. No tome en cuenta la fricción. 


6001b 



frotL 1-78 


1-79. La articulación se utiliza para transmitir un momen¬ 
to de torsión T =3 kN -m. Determine el diámetro mínimo 
requerido del pasador cortable A si está hecho de un mate¬ 
rial oon esfuerzo cortante de falla de = 150 M Pa, Apli¬ 
que un factor de seguridad de 3 contra la falla. 

*1-80. Determine el máximo momento de torsión permi¬ 
sible T que puede transmitirse mediante la junta. El pasa¬ 
dor cortante A tiene un diámetro de 25 mm y está fabrica¬ 
do de un material con esfuerzo cortante de falla r wu =150 
MPa. Aplique un factor de seguridad de 3 contra la falla. 



•1-81. El elemento a tensión se mantiene sujeto mediante 
dos pernos, uno a cada lado del elemento, como se muestra 
en la figura, Cada perno tiene un diámetro de 0.3 pulg. De¬ 
termine la carga máxima P que puede aplicarse a los ele¬ 
mentos si el esfuerzo cortante permisible para los pernos es 
T i*Tjn = 12 ksi y el esfuerzo normal promedio permisible 

e ® ír i* n n =20ksi ' 


__ Á m 

m M ~—*' 

J*r«h. 1-81 


1-82. Los tres cables de acero se usan para sostener la car¬ 
ga, Si los cables tienen un esfuerzo de tensión permisible 
de cr pfrm =165 MPa, determine el diámetro requerido para 
cada cable si la carga aplicada es P =6 kN. 

1-83. Los tres cables de acero se usan para sostener la car¬ 
ga. Si los cables tienen un esfuerzo de tensión permisible 
de <7^ = 165 MPa y el cable AB tiene un diámetro de 6 
mm, BC un diámetro de 5 mm y BD un diámetro de 7 mm, 
determine la mayor fuerza Pque puede aplicarse antes de 
que cualquiera de los cables falle. 



Prohs. 1-79/80 


Probs. 1-82/83 
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*1-84. El ensamble consta de tres discos A, B y C qué se 
usan para soportar la carga de 140 kN. Determine el diá¬ 
metro más pequeño dj del disco superior, el diámetro d 2 
dentro del espacio de apoyo y el diámetro dj del agujero 
en el disco inferior. El esfuerzo cortante permisible para el 
material es = 350 MPa y el esfuerzo cortante per¬ 

misible es r penn = 125 MPa. 


1-87. El poste de roble de 60 mm X 60 mm se sostiene 
sobre el bloque de pino. Si el esfuerzo de aplastamiento 
permisible para estos ma teriales es =43 MPa y <r p¡lc = 

25 MPa, determine la mayor carga Pque pueden soportar. 
Si entre estos materiales se usa una placa rígida de apoyo, 
determine su área requerida de tal forma que puedan so¬ 
portar la carga máxima P. ¿Cuál es esta carga? 


140 kN 



•1-85. Elaguilón se sostiene mediante un cable de malaca¬ 
te con un diámetro de 0.25 pulg y un esfuerzo normal per- 
misible = 24 k$i. Determine la carga máxima que se 
puede soportar sin ocasionar que el cable falle cuando $ = 
30 ü y <¡t>=45“. No tome en cuenta el tamaño del malacate. 

1-86. El aguilón se sostiene mediante un cable de mala¬ 
cate que tiene un esfuerzo normal permisible <r p<nn =24ksi. 
Si se requiere que éste sea capaz de levantar lentamente 
5000 Ib, desde Q =20“ hasta $ = 50°, determine el diámetro 
mínimo del cable con una precisión de ^ de pulg. El agui¬ 
lón AB tiene una longitud de 20 pies. No tome en cuenta el 
tamaño del malacate. Considere que <¿ = 12 pies. 




Proh. 1417 


*14*8. El bastidor está sometido a una carga de 4 kN que 
actúa sobre el elemento ABD en D. Determine el diámetro 
requerido de los pernos en D y C si el esfuerzo cortante 
permisible para el material es r pínn =40 MPa. El pasador C 
está sometido a cortante doble mientras que el pasador 
D está sometido a cortante simple. 


4kN 



Proles. 14*5/86 


Priih. 14*8 


























































58 


Capitulo 1 Esfuerzo 


*1-89. La armella se usa para soportar una carga de 5 kip. 
Determine con una precisión de i de pulg su diámetro d y 
el espesor requerido h del soporte, de tal forma que la ron¬ 
dana no lo penetre o corte. El esfuerzo normal permisible 
para el perno es cr^ -2\ ksiy el esfuerzo cortante permi¬ 
sible para el material de apoyo es r perm =5 ksi. 



Pmh. 1-89 


1-90. El sistema de suspensión de manejo suave de la 
bicicleta de montaña está articulado en C y se encuentra 
¡poyado por el amortiguador BD. Si está diseñado para 
soportar una carga P = 1500 N, determine el diámetro mí¬ 
nimo requerido de los pasadores By C. Use un factor de 
seguridad de 2 contra la falla. Los pasadores son de un ma¬ 
terial con esfuerzo cortante de falla = 150 MPa y cada 
uno de ellos está sometido a cortante doble. 

1-91. El sistema de suspensión de manejo suave de la 
bicicleta de montaña está articulado en C y se encuentra 
qpoyado por el amortiguador BD. Si está diseñado para 
soportar una carga P =1500 N, determine el factor de segu¬ 
ridad de los pasadores By C contra la falla si están hechos 
de un material con esfuerzo cortante de falla t W(1 = 150 
MPa. El pasador B tiene un diámetro de 7.5 rara, y el pa¬ 
sador de C de 65 mm. Ambos pasadores están sometidos 
acortante doble. 



*1-92. La viga compuesta de madera se mantiene sujeta 
mediante un perno en B. Si se supone que las conexiones 
en A, B, Cy D sólo ejercen fuerzas verticales sobre la viga, 
determine el diámetro requerido del perno en B y el diá¬ 
metro exterior requerido de sus rondanas si el esfuerzo de 
tensión permisible para el perno es = 150 MPa y 

el esfuerzo de aplastamiento permisible para la madera es 
=28 MPa. Suponga que el orificio de las rondanas 
tiene el mismo diámetro que el perno. 



•1-93. El ensamble se usa para soportar la carga distri¬ 
buida de ir = 500 lb/p¿e. Determine el factor de seguridad 
con respecto a la cedencia para la barra de acero BC y los 
pasadores en B y C si el esfuerzo de cedencia para el ace¬ 
ro en tensión es <r f — 36 ksi y en cortante r y = 18 ksi. La 
barra tiene un diámetro de 0.40pulg y cada uno de los per¬ 
nos tiene un diámetro de 0.30 pulg. 

1-94. Si el esfuerzo cortante permisible para cada uno de 
los pernos de acero de 030 pulg de diámetro en A t B y C 
es r p(nn = 12.5 ksi y el esfuerzo normal permisible para la 
barra de 040 pulg de diámetro es u pfTm =22 ksi, determine 
la máxima intensidad w de la carga uniformemente distri¬ 
buida que puede suspenderse de la viga. 



Prnhs. 1-90/91 


Pnibs. 1-93/94 
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1-95. Si el esfuerzo de aplastamiento permisible para el 
material que se encuentra bajo los soportes en A y B es 
(<r¿) =1.5 MPa, determine el tamaño de las placas cua¬ 

dradas de apoyo A' y B’ necesarias para soportar La carga. 
Extermine las dimensiones de las placas con una precisión 
de 1 mm. Las reacciones en los soportes son verticales. 
Considere que P = 100 kN. 

*1-96. Si el esfuerzo de aplastamiento permisible para el 
material que se encuentra bajo los soportes en A y B es 
= 1-5 MPa, determine la carga máxima Pque pue¬ 
de aplicarse a la viga. Las placas de apoyo A’ y B' tienen 
secciones transversales cuadradas de 150 mm X150 mm y 
250 mm X 250 mm, respectivamente. 


1-98. La ménsula de aluminio A se usa para soportar la 
carga centralmente aplicada de 8 kip. Si tiene un espesor 
constante de 0,5 pulg, determine la altura mínima h necesa¬ 
ria para evitar una falla por cortante. El esfuerzo cortante 
de falla es T Ma =23 ksi. Use un factor de seguridad F.S. 
Z5. 



40kN/m 






P jr 

— 



i 


fl'JÍ 

—1 5 m — 

I-- 3m — 

--j- —15 m—- 


Pmbs, 1-95/96 


•1-97. Las barras AB y CD son de acero con un esfuerzo 
de tensión de falla <r mtí =510 MPa. Usando un factor de 
seguridad F.S. = 1.75 para la tensión, determine sus diáme¬ 
tros mínimos para que puedan soportar la carga mostrada. 
Se supone que la viga está conectada mediante pasadores 
en A y C. 



1-99. El soporte se sostiene mediante un pasador rec¬ 
tangular, Determine la magnitud de la carga suspendida 
permisible P si el esfuerzo de aplastamiento permisible es 
= 220 MPa, el esfuerzo de tensión permisible 
es {<r ( ) ptun = 150 MPa y el esfuerzo cortante permisible es 
r prm = 130 MPa. Considere que í = 6 mm, a = 5 mm y b = 
25 mm. 

*1-100. El soporte se sostiene mediante un pasador rec¬ 
tangular. Determine el espesor requerido t del soporte, 
y las dimensiones necesarias a y b si la carga suspen¬ 
dida es P = 60 kN. El esfuerzo de tensión permisible es 
=1 ® MPa, el esfuerzo de aplastamiento permisible 
es =290 MPa y el esfuerzo cortante permisible es 

V™ =125MPa ' 



Pirulí. 1-97 


Pin*»*, 1-99/100 
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REPASO DE CAPÍTULO 


Las cargas internas en un cuerpo con¬ 
sisten en una fuerza normal, una fuer¬ 
za cortante, un momento flexionante y 
un momento de torsión. Representan 
las resultantes de las distribuciones de 
esfuerzo normal y cortante que actúan 
sobre la sección transversal. Para ob¬ 
tener estas resultantes, use el método 
de las secciones y las ecuaciones de 
equilibrio. 

SF, = 0 

2 F y = 0 

ZF, = 0 

2A^ = 0 
•2M y = 0 

SAÍ* = 0 

Momento 
de torsión 

T 

db 

L Fúerza 
w normal 

Momento M 

flexionante V 

Fuerza 

cortante 

F ^ ^ 

F i F a 

Si una barra está fabricada de un ma¬ 
terial homogéneo e isotrópico y está 
sometida a una serie de cargas axia¬ 
les externas que pasan por el centroi¬ 


cr 



de de la sección transversal, entonces 
tata distribución de esfuerzo normal 
uniforme actúa sobre la sección trans¬ 
versal. Este esfuerzo normal promedio 
puede determinarse a partir de <r - 
P/a, donde P es la carga axial interna 
en la sección. 

F 

a = Á 


El esfuerzo cortante promedio puede 
determinarse mediante t = V/A, 

donde V es la fuerza cortante que ac¬ 
túa sobre el área de la sección trans¬ 
versal A. Con frecuencia, esta fórmula 
se utiliza para encontrar el esfuerzo 
cortante promedio en sujetadores o en 
partes utilizadas en conexiones. 

4 

1 

5 

El 

F 

V V 

El disefio de cualquier conexión senci¬ 
lla requiere que el esfuerzo promedio 
a lo largo de cualquier sección trans¬ 
versal no exceda un esfuerzo permisi¬ 
ble de ír^ o Estos valores se 

presentan en los códigos y se conside¬ 
ran seguros con base en experimentos 
o a través de la experiencia. En ocasio¬ 
nes, un factor de seguridad se declara 
siempre que se conozca el esfuerzo 
máximo. 

p r, G"faJU _ 

tfpeim Tperm 
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PROBLEMAS CONCEPTUALES 


k 



Pl-1 


1*1-1. Aquí, los vientos huracanados ocasionaron fractura 
dfe este señalamiento carretero. Si se supone que el vien¬ 
to crea una presión uniforme de 2 kPa sobre la señal, use 
dmensiones razonables para el señalamiento y determine 
la fuerza cortante y el momento resultantes en las dos co¬ 
nexiones donde se produjo el daño. 



Pl-2 


1*1-2. Los dos tubos estructurales se conectan mediante 
un pasador que los atraviesa. Si la carga vertical que sopor¬ 
tan es de 100 kN, dibuje un diagrama de cuerpo libre del 
pasador y después utilice el método de las secciones para 
encontrar la fuerza cortante promedio máxima que actúa 
sobre él. Si el pasador tiene un diámetro de 50 mm, ¿cuál es 
el esfuerzo cortante promedio máximo en éste? 



Pl-3 

1*1-3. El cilindro hidráulico H aplica una fuerza horizon¬ 
tal F sobre el pasador en A.Dibuje un diagrama de cuerpo 
libre del pasador y muestre las fuerzas que actúan sobre 
él. Usando el método de las secciones, explique por qué el 
esfuerzo cortante promedio en el pasador es mayor en la 
secciones que pasan por las boquillas D y E, y no en algu¬ 
na sección intermedia. 



1*1-4 


1*1-4. La carga vertical en el gancho es de 1000 Ib. Dibu¬ 
je los diagramas de cuerpo libre adecuados y determine la 
fuerza cortante promedio en los pasadores A, B y C. Ob¬ 
serve que por simetría se usan cuatro ruedas para soportar 
la carga sobre el riel. 
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Capitulo 1 Esfuerzo 


PROBLEMAS DE REPASO 


•1-101. El cilindro de aluminio de 200 mm de diámetro 
soporta una carga de compresión de 300 kN. Determine 
los esfuerzos normal promedio y cortante promedio que 
actúan sobre la sección a-a . Muestre Jos resultados sobre 
un elemento diferencial situado en la sección. 


1-103. Determine el espesor requerido del elemento BC 
y el diámetro de los pasadores en zl y fi si el esfuerzo nor¬ 
mal permisible para el elemento BC es a pfrm =29 ksi y el 
esfuerzo cortante permisible para los pasadores es 

10 ksi, 



Prok 1-101 


300 kN 

1 



1-102. Un perno largo pasa por La placa de 30 mm de 
espesor. Si la fuerza en el vástago del perno es de 8 kN, 
determine el esfuerzo normal promedio en el vástago, el 
esfuerzo cortante promedio a lo largo del área cilindrica de 
la placa definida por la línea de corte a-a, y el esfuerzo cor¬ 
tante promedio en la cabeza del perno a lo largo del área 
cilindrica definida por la línea de corte b-b. 


♦1-11)4. Determine las cargas internas resultantes que ac¬ 
túan sobre Jas secciones transversales ubicadas a través de 
bs puntos D y E del bastidor. 




Prub, 1-104 


Prnth 1-102 
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•1-105. La polea se mantiene fija al eje de 20 mm de diá¬ 
metro mediante una cuna que se ajusta dentro de una ra¬ 
nura ubicada tanto en la polea como en el eje. Si la carga 
suspendida tiene una masa de 50 kg, determine el esfuerzo 
cortante promedio en la cuba a lo largo de la sección a-a. 
La curta tiene una sección cuadrada de 5 mm por 5 mm y 
una longitud de 12 mm. 


1-107. La conexión de horqueta y barra está sometida a 
una fuerza de tensión de 5 kN. Determine el esfuerzo nor¬ 
mal promedio en cada barra y el esfuerzo cortante prome¬ 
dio en el pasador A ubicado entre los elementos. 




l’roh, 1.105 


Prut». 1-107 



1-106. La almohadilla de apoyo consiste en un bloque de 
aluminio de 150 mm por 150 mm que soporta una carga 
de compresión de 6 kN. Determine los esfuerzos normal 
promedio y cortante promedio que actúan sobre el plano 
que pasa por la sección a-a. Muestre los resultados sobre 
un elemento diferencial de volumen ubicado en el plano. 



*1-108. H cable tiene un peso específico y (peso/volu- 
men) y un área de sección transversal A. Si el pandeo s es 
pequeño, de modo que su longitud sea aproximadamente 
L y su peso se pueda distribuir de manera uniforme a lo 
largo del eje horizontal, determine el esfuerzo normal pro¬ 
medio del cable en su punto más bajo C. 



Lp. -- L/2 

Prtilk 1-108 



























Cuando el perno causa la compresión de estas dos placas transparentes, se producen deformaciones en el material, 
las cuales se manifiestan como un espectro de colores bajo una luz polarizada. Estas deformaciones pueden relacio¬ 
narse con el esfuerzo del material. 
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Deformación 


OBJETIVOS DEL CAPÍTULO 

En ingeniería, la deformación de un cuerpo se especifica mediante los 
conceptos de deformación unitaria normal y cortante. En este capítu¬ 
lo se definirán estas cantidades y se mostrará cómo pueden determi¬ 
narse en distintos tipos de problemas. 


2.1 Deformación 

Cuando Se aplica una fuerza a un cuerpo, ésta tiende a cambiar la forma 
y el tamaño del cuerpo. Estos cambios se conocen como deformación, la 
cual puede ser muy visible o casi imperceptible. Por ejemplo, una banda 
de goma (liga) experimentará una deformación muy grande al estirar¬ 
se. En cambio, en un edificio sólo ocurren deformaciones ligeras en sus 
dementos estructurales cuando las personas caminan dentro de él. La 
deformación de un cuerpo también puede ocurrir cuando cambia su tem¬ 
peratura. Un ejemplo típico es la expansión o contracción térmica de un 
techo provocada por el clima. 

En un sentido general, la deformación de un cuerpo no será uniforme 
en todo su volumen, por lo que el cambio en la geometría de cualquier 
segmento de línea dentro del cuerpo puede variar de forma considerable 
a lo largo de su longitud. Por lo tanto, para estudiar los cambios por de¬ 
formación de una manera más uniforme, se considerarán segmentos de 
línea muy cortos, ubicados en las cercanías de un punto. Sin embargo, 
es necesario tener en cuenta que estos cambios también dependerán de 
la orientación del segmento en dicho punto. Por ejemplo, un segmento 
de línea puede alargarse si está orientado en una dirección y puede con¬ 
traerse si apunta a otra. 



Observe las posiciones antes y después 
de tres segmentos de línea diferentes 
sobre esta membrana de goma someti¬ 
da a tensión. La línea vertical se alarga, 
la línea horizontal se acorta y la línea 
inclinada cambia de longitud y gira. 
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Cuerpo no deformado 

(a) 



Cuerpo deformado 
(b) 

Figura 2-1 


2.2 Deformación unitaria 

A fin de describir la deformación de un cuerpo mediante cambios en la 
longitud de los segmentos de línea y cambios en los ángulos que existen 
entre ellos, se desarrollará el concepto de deformación unitaria. La medi¬ 
ción real de la deformación unitaria se hace por medio de experimentos, 
y una vez que se haya obtenido la deformación unitaria, en el siguiente 
capítulo se mostrará cómo puede relacionarse con el esfuerzo que actúa 
dentro del cuerpo. 

Deformación unitaria normal. Si se define la deformación 
unitaria normal como el cambio en la longitud de una línea por unidad 
de longitud, entonces no habrá necesidad de especificarla longitud real de 
cualquier segmento de línea en particular. Por ejemplo, considere la línea 
AB que está contenida dentro del cuerpo sin deformar de la figura 2-la. 
Esta línea se ubica a lo largo del eje n y tiene una longitud inicial As. 
Después de la deformación, los puntos A y B se desplazan a los puntos 
A' y B\ y la línea recta se convierte en una curva con una longitud de A s\ 
figura 2-1 b. £1 cambio en la longitud de la línea es entonces A s' — As. Si 
se define la deformación unitaria normal promedio mediante el símbolo 
(épsilon), entonces 


Éprom “ 


Ay — Aj 
A s 


( 2 - 1 ) 


A medida que el punto B se elige cada vez más cerca del punto A , 
la longitud de la línea se hace cada vez menor, de manera que As —* 0. 
Además, esto causa que B' se aproxime a A\ de modo que As' —* 0. Por 
consiguiente, en el límite, la deformación unitaria normal en el punto A 
y en la dirección de n es 



( 2 - 2 ) 


Por consiguiente, cuando e (o e pr(im )es positiva, la línea inicial se alargará 
mientras que si e es negativa, la línea se contrae. 

Observe que la deformación unitaria normal es una cantidad adimen¬ 
sional, puesto que es una relación de dos longitudes. Aunque éste sea el 
caso, en ocasiones se establece en términos de una relación de unidades 
de longitud. Si se utiliza el sistema SI, entonces la unidad básica para la 
longitud es el metro (m). Por lo general, en la mayoría de las aplicacio¬ 
nes de ingeniería e será muy pequeña, por lo que las mediciones de la 
deformación unitaria se dan en micrometros por metro (jxm/m), donde 
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1 ¿¿m = 10"* m. En el sistema pie-libra-segundo la deformación unitaria 
suele establecerse en unidades de pulgadas por pulgada (pulg/pulg). A 
veces, para el trabajo experimental, la deformación unitaria se expresa 
como un porcentaje, por ejemplo, 0.001 m/m = 0.1 %. A modo de ejem¬ 
plo, una deformación unitaria normal de 480(10 -6 ) se puede expresar 
como 480(10“*) pulg/pulg, 480 jum/m o 0.0480%. Asimismo, esta res¬ 
puesta se puede establecer simplemente como 480 fi (480 “mieras”). 

Deformación unitaria cortante. Las deformaciones no sólo 
causan que los segmentos de línea se alarguen o contraigan, sino tam¬ 
bién hacen que cambien de dirección. Si se seleccionan dos segmentos 
de línea que en un principio eran perpendiculares entre sí, entonces el 
cambio en el ángulo que ocurre entre estos dos segmentos de línea se 
denomina deformación unitaria cortante. Este ángulo se denota por y 
(gamma) y siempre se mide en radianes (rad), que son unidades adimen¬ 
sionales. Por ejemplo, considere los segmentos de recta AB y AC que 
parten desde un mismo punto A en un cuerpo, y que están dirigidos a lo 
largo de los ejes perpendiculares n y í, figura 2-2a. Después de la defor¬ 
mación, los extremos de ambas líneas se desplazan, y las mismas líneas 
se vuelven curvas, de manera que el ángulo entre ellas en A es figura 
2-26. Por consiguiente, la deformación unitaria cortante en el punto A 
que está asociada a los ejes n y T se convierte en 




lím 6’ 

B —► A a lo laifio de n 
C A a lo Ifligo de t 


(2-3) 


Observe que si 6' es menor que ir/2, la deformación unitaria cortante es 
positiva, mientras que si 6' es mayor que tt/2, la deformación unitaria 
cortante es negativa. 




Qierpo no deformado 
<a) 


lisura 2-2 


Cüerpo deformado 
tb) 
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2 



Componentes cartesianas de la deformación unitaria. 
Usando fas definiciones de la deformación unitaria normal y cortante, 
ahora se mostrarán cómo pueden utilizarse para describir la deforma¬ 
ción del cuerpo en la figura 2-3 a. Para hacerlo, imagine que el cuerpo se 
subdivide en pequeños elementos como el que se muestra en la figura 
2-36. Este elemento es rectangular, tiene dimensiones no deformadas A.r, 
Ay y A z, y se encuentra cerca de un punto en el cuerpo, figura 2-3a. Si 
las dimensiones del elemento son muy pequeñas, entonces su forma de¬ 
formada será la de un paralelepípedo, figura 2-3c, ya que los segmentos 
de línea muy pequeños se mantendrán aproximadamente rectos después 
que el cuerpo se haya deformado. A fin de obtener esta deformación, 
se considerará primero la manera en que la deformación unitaria nor¬ 
mal cambia la longitud de los lados del elemento rectangular, y después 
el modo en que la deformación unitaria cortante cambia los ángulos de 
cada lado. Por ejemplo, A x se alarga a e^Ax y entonces su nueva longitud 
es Aje + e^A*. En consecuencia, las longitudes aproximadas de los tres 
lados del paralelepípedo son 

{1 + € x ) Ax {1 + e y ) Ay (1 + e 2 ) Az 
Y los ángulos aproximados entre estos lados son 

TT TT Tt 

^ — y*y - yyt ^ ~ y xt 

Observe que las deformaciones unitarias normales causan un cambio 
en el volumen del elemento, mientras que las deformaciones unitarias 
cortantes causan un cambio en su forma. Por supuesto, ambos cambios 
Ocurren al mismo tiempo durante la deformación. 

En resumen, el estado de deformación unitaria en un punto del cuerpo 
requiere que se especifiquen tres deformaciones unitarias normales, 
e , e £ , y tres deformaciones unitarias cortantes y^, y yi , y xl . Estas defor¬ 
maciones unitarias describen por completo la deformación de un ele¬ 
mento de volumen rectangular de material ubicado en el punto y orien¬ 
tada de manera que sus lados sean originalmente paralelos a los ejes x, 
y y z. Una vez que se hayan definido estas deformaciones unitarias en 
todos los puntos del cuerpo, entonces se puede determinar la forma de¬ 
formada del cuerpo. 



Elemento 
no deformado 
(b) 



Elemento 

deformado 


ÍO 


Hgwni 2-3 
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Análisis de pequeñas deformaciones unitarias- La mayor 
parte de los disertos de ingeniería implican aplicaciones para las cuales 
sólo se admiten deformaciones pequeñas. Por lo tanto, en este libro se su¬ 
pondrá que las deformaciones que se producen dentro de un cuerpo son 
casi infinitesimales. En particular, las deformaciones unitarias normales 
que ocurren dentro del material son muy pequeñas en comparación con 
1, es decir que e«l. Este supuesto tiene una amplia aplicación práctica 
en la ingeniería, y a menudo se conoce como un análisis de deformaciones 
unitarias pequeñas. Por ejemplo, puede usarse para aproximar sen 0 = $, 
eos $=1 y tan 0 = 0 , siempre que $ sea muy pequeño. 



El soporte de goma bajo esta trabe de un 
puente de concreto está sometido a defor¬ 
maciones unitarias normales y cortantes. 
La deformación unitaria normal es causa¬ 
da por el peso y las cargas del puente sobre 
la trabe, y la deformación cortante se debe 
al movimiento horizontal de la trabe por 
cambios en la temperatura. 



Puntos importantes 


• Las cargas hacen que todos los cuerpos materiales se deformen 
y, en consecuencia, los puntos en un cuerpo experimentarán 
desplazamientos o cambios de posición. 

* La deformación unitaria normal es una medida por unidad de 
longitud de la elongación o contracción de un segmento de lí¬ 
nea pequeíto en el cuerpo, mientras que la deformación unitaria 
cortante es una medida del cambio en el ángulo que se produce 
entre dos pequeños segmentos de línea que originalmente eran 
perpendiculares entre sí. 

* El estado de deformación unitaria en un punto se caracteriza 
por seis componentes de deformación; tres deformaciones nor¬ 
males e yt y tres de deformaciones cortantes y , y yz , y n . 
Estos componentes dependen de la orientación original de los 
segmentos de línea y su ubicación en el cuerpo. 

La deformación unitaria es la cantidad geométrica que se mide 
mediante técnicas experimentales. Una vez obtenida, es posible 
determinar el esfuerzo en el cuerpo a partir de las relaciones 
entre las propiedades del material, tal como se analizará en el 
próximo capítulo. 

• La mayoría de Eos materiales de ingeniería sufren deformacio¬ 
nes muy pequeñas, por lo que la deformación unitaria normal 
e«l, Este supuesto del “análisis de deformaciones pequeñas” 
permite simplificar los cálculos de la deformación unitaria nor¬ 
mal, ya que las aproximaciones de primer orden se pueden ha¬ 
cer con respecto a su tamaño. 
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EJEMPLO 


2.1 


La barra delgada mostrada en la figura 2-4 está sometida a un incre¬ 
mento de temperatura a lo largo de su eje» el cual produce una de¬ 
formación unitaria normal en ésta de = 40(1Q _3 )£ 1 ^, donde z se 
expresa en metros. Determine (a) el desplazamiento del extremo B 
de la barra debido al aumento de la temperatura, y (£>) la deformación 
unitaria normal promedio en la barra. 



Ilígiin! 2-4 

SOLUCIÓN 

Parte (a). Gomo la deformación unitaria normal se da en cada 
punto a lo largo de la barra, un segmento diferencial dz, ubicado en 
la posición z, figura 2-4, tiene una longitud deformada que puede de¬ 
terminarse con la ecuación 2-1; esto es, 

dz 1 = dz + e t dz 

dz' = [l + 40(1 0-*)z 1/2 ]dz 

Al sumar estos segmentos a lo largo del eje se obtiene la longitud de¬ 
formada de la barra, es decir, 

L 

[í + 40(10 _: V^] * 

= [z + 4o(iq- 3 ) 

= 0.20239 m 

Por lo tanto, el desplazamiento del extremo de la barra es 

Afl = 0.20239 m — 0.2 m = 0.00239 m = 2.39 mrn i Besp. 

Parte (bj. La deformación unitaria normal promedio de la barra se 
determina a partir de la ecuación 2-1, la cual supone que la barra o “el 
segmento de línea” tiene un longitud original de 200 mm y un cambio 
de longitud de 2.39 m m. Por consiguiente, 

A s’ - A s 2.39 mm 

íproin =- t -= ^ „ = 0.0119 mm/mm Resp. 

Aj 2UU mm 
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EJEMPLO 2.2 


Cuando la fuerza P se aplica al mango de la palanca rígida ABC que 
se muestra en la figura 2 -5a, el brazo gira en sentido antihorario alre¬ 
dedor del pasador A un ángulo de 0.05°. Determine la deformación 
unitaria normal desarrollada en el alambre BD. 

SOLUCIÓN I 

Geometría. La orientación del brazo de la palanca después de que 
gira alrededor del punto A se muestra en la figura 2 -5b. A partir de la 
geometría de esta figura, 



a = tan' 


i /400 mm\ 
\300 mmj 


(a) 


53.1301 c 


Entonces 

tft = 90° - a + 0.05° = 90° - 53.1301° + 0.05° = 36.92° 

Al aplicar el teorema de Pitágoras al triángulo ABD se obtiene 

L m j = V(30Q mm) 1 + (400 mm) J = 500 mm 

Utilizando este resultado y aplicando la ley de cosenos al triángulo 
AB'D, 


Lffty = Laü + ¿Afi' ~~ 2{L jlJÍ) )(L / i S -) eos <f> 

- V{500 mm) 1 + (400 mm) 1 - 2(500 mm){400 mm) eos 36.92 
= 300.3491 mm P 

Deformación unitaria normal. 

Lb'd - ¿BO 300.3491 mm - 300 mm , C „ 

€bd =-:-=-r-TT-= 0.00116 mm/mm Resp 

Lbú 300 mm 

SOLUCIÓN II 


300 mm 



4fl0mm 


m 

ligur» 2-5 


Como la deformación unitaria es pequeña, este mismo resultado pue¬ 
de obtenerse al aproximar el alargamiento del alambre BD como 
A L bd , figura 2 -5b. Aquí, 


ál-io — 0L 


AÉ 


m r/o.Q5°~\ 
[\m°) 


(rrrad) 


(400 mm) = 03491 mm 


Por lo tanto, 

ALjjo 03491 mm 






300 mm 


= 000116 mm/mm 


Resp. 
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EJEMPLO 2.3 


3 


mm 


250 mm 


b 


2mm 


ib) 


2mm ¡— 

-Nf- 

T 


250 mm 


[—3 mm 






(«> 


Debido a una carga, la placa se deforma como lo indica la línea dis¬ 
continua de la figura 2 -6a. Determine (a) la deformación unitaria nor¬ 
mal promedio a lo largo del lado AB, y (b) la deformación unitaria 
cortante promedio en la placa en A relativa a los ejes x y y. 



250 mm 


fíguni 2*6 


SOLUCIÓN 


Parto (a). Linea AB, coincidente con el eje y, se convierte en la 
línea AB' después de la deformación, como se muestra en la figura 
2-6b. La longitud de AB' es 

AB' = V / {250mm — 2 mm) 5 + (3mm) 2 = 248.018 mm 

Por lo tanto, la deformación unitaria normal para AB es 

AB' — AB 248.018 mm — 250 mm 


(íab) 


^ om AB 250 mm 

= —7.93(1Q“ 3 ) mm/mm 


Besp. 


El signo negativo indica que la deformación unitaria provoca una con¬ 
tracción de AB. 

Parte (b)„ Como se observa en la figura 2-6c, el ángulo BCA que 
alguna vez fue de 90° entre los lados de la placa en A cambia a $' de¬ 
bido al desplazamiento de B a B\ Como y iy = ir¡2 - 6', entonces y^ es 
el ángulo que se muestra en la figura. Por lo tanto, 


y xy = tan 


"( 


3 mm 


250 mm — 2 mm 


) = <x 


0.0121 rad 


Resp. 
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EJEMPLO 2.4 


La placa que se muestra en la figura 2-7aestá conectada de manera fija 
a lo largo de AB y se sostiene sobre las gulas horizontales en sus par¬ 
tes superior e inferior, AD y BC. Si experimenta un desplazamiento 
horizontal uniforme de 2 mm en su lado derecho CD, determine (a) la 
deformación unitaria normal promedio a lo largo de la diagonal ACy 
(b) la deformación unitaria cortante en E respecto a los ejes x, y. 

SOLUCIÓN 

Parte (a). Cuando la placa se deforma, la diagonal ACse convierte 
en AC, figura 2-7 b. La longitud de las diagonales ACy AC' puede 
determinarse a partir del teorema de Pitágoras. Se tiene 


AC = V{0.150m) 2 + {(1150 m) 2 = <121213 m 
AC 1 = V{0.150 m) 2 + {0L152 m) a = 0.21355 m 

Por lo tanto, la deformación unitaria normal promedio a lo largo de 
la diagonal es 


Í*AC) 


AC‘ - AC _ 0.21355 m - Ü21213 m 
prom “ AC ~ 0.21213 m 

= 0.00669 mm/mm 


Resp. 


Parte (b). Para encontrar la deformación unitaria cortante en E 
con respecto a los ejes x y y, primero es necesario determinar el ángu¬ 
lo $' después de la deformación, figura 2-7£>. Se tiene 


tan 


76 mm 
75 mm 


(?}■ 

& = 90.759° = (¿^)C 90 ' 75 9 D ) = 1.58404 rad 


Aplicando la ecuación 2-3,se obtiene que la deformación unitaria cor¬ 
tante en Et S 


■tt 


y xy = — " 1.58404 rad = -0.0132 rad 
El signo negativo indica que el ángulo 0' es mayor de 90 D . 


Resp. 


NOTA: Si los ejes x y y fueran horizontal y vertical en el punto E, 
entonces el ángulo de 90° entre los ejes no cambiaría debido a la de¬ 
formación, y asi y Xy =0 en el punto E. 



150 mm 


-150 mm—-| |—2 mm 

(a) 


A 

—76 mm— 

—76 mm-j^j 

T 

rM|M 

V 

\ 

s 

/ 

S 

/ 

nim 

\ 

/ 

I 

-w- . -V 

1 

A 

x 

r x 

mm 

JL 
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/ 

X 

V 
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X 

\ 


0>) 

Fi^uru 2-7 
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PROBLEMAS FUNDAMENTALES 



F2-L Cuando la fuerza P se aplica al brazo rígido ABC, 
el punto &se desplaza de manera vertical hacia abajo una 
distancia de 0.2 mm. Determine la deformación unitaria 
normal desarro Hada en el alambre CD. 



ir 

p 


Pí-1 


1-2-2, Si la fuerza P aplicada hace que el brazo rígido 
ABC gire en sentido horario alrededor del pasador A un 
ángulo de 0.02 ü , determine la deformación unitaria normal 
desarrollada en los alambres BD y CE. 



12-3, La placa rectangular se deforma como un rombo 
según lo muestra la línea discontinua de la figura. Determi¬ 
ne la deformación unitaria cortante promedio en la esquina 
A con respecto a los ejes x y y. 


12*4, La placa triangular se deforma como lo indica la 
línea discontinua de la figura. Determine la deformación 
unitaria normal desarrollada a lo largo del borde BC y la 
deformación unitaria cortante promedio en la esquina A 
con respecto a los ejes x y y. 



1-2-5, La placa cuadrada se deforma según lo muestra la 
línea discontinua de la figura. Determine la deformación 
unitaria normal promedio a lo largo de la diagonal ACy la 
deformación unitaria cortante del punto E respecto a los 
ejes x y y. 
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PROBLEMAS 


2-1. Una pelota de hule llena de aire tiene un diámetro 
de 6 pulg. Si la presión del aire en su interior se incrementa 
hasta que el diámetro de la pelota sea de 7 pulg, determine 
la deformación unitaria normal promedio en el hule. 

2-2. Una tira delgada de hule tiene una longitud sin es¬ 
tirar de 15 pulg. Si se estira alrededor de un tubo con un 
diámetro exterior de 5 pulg, determine la deformación uni¬ 
taria normal promedio en la tira. 

2-3. La viga rígida se sostiene mediante un pasador en A 
y por los alambres BD y CE. Si la carga P sobre la viga 
hace que el extremo Cse desplace 10 mm hacia abajo, de¬ 
termine la deformación unitaria normal desarrollada en los 
cables CE y BD. 



*2-4. Los dos alambres están conectados entre sí en A. Si 
la fuerza P ocasiona que el punto A se desplace 2 mm en 
forma horizontal, determine la deformación unitaria nor¬ 
mal desarrollada en cada alambre. 


•2-5. La viga rígida se sostiene mediante un pasador en 
A y por medio de los alambres BD y CE. Si la carga distri¬ 
buida ocasiona que el extremo Cse desplace 10 mm hacia 
abajo, determine la deformación unitaria normal desarro¬ 
llada en los alambres CE y BD. 




2-6. Unas tiras de nylon se funden y se pegan a placas 
de vidrio. Al calentarlo de manera moderada, el nylon se 
vuelve blando mientras que el vidrio se mantiene aproxi¬ 
madamente rígido. Determine la deformación unitaria cor¬ 
tante promedio en el nylon debida a la carga P, cuando el 
ensamble se deforma como lo indica la figura. 



y 

2 mm 



Prut». 2-4 


rtuli. 2-6 
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2-7. Si la longitud no estirada de la cuerda del arco es 35.5 
pulg, determine la deformación unitaria normal promedio 
de la cuerda cuando se estira hasta la posición indicada. 



*2-8. Parte de un mecanismo de control para un avión 
consiste en un elemen to rígido CBD y un cable flexible AB. 
Si se aplica una tuerza al extremo D del elemento y hace 
que éste gire un ángulo 6 =0.3°, determine la deformación 
unitaria normal en el cable. En un inicio, el cable no está 
estirado. 

•2-9. Parte de un mecanismo de control para un avión 
consiste en un elemento rígido CBD y un cable flexible 
AB. Si se aplica una fuerza al extremo D del elemento y 
se produce una deformación unitaria normal en el cable de 
Q0035 mm/mm, determine el desplazamiento del punto D. 
En un inicio, el cable no está estirado. 

|—p-p 


2-10. Las esquinas B y D de la placa cuadrada reciben Los 
desplazamientos indicados. Determine las deformaciones 
unitarias cortantes en A y B. 

2-11. Las esquinas B y D de la placa cuadrada reciben Los 
desplazamientos indicados. Determine las deformaciones 
unitarias normales promedio a lo largo del lado AByde la 
diagonal DB. 


y 



*2.12. La pieza de hule es en un principio rectangular. 
Determine la deformación unitaria cortante promedio y 
en A si las esquinas B y D se someten a desplazamientos 
que ocasionan la distorsión del hule en la forma mostrada 
por las líneas discontinuas. 

•2-13. La pieza de hule es en un principio rectangular y 
está sometida a la deformación mostrada por las líneas dis¬ 
continuas. Determine la deformación unitaria normal pro¬ 
medio a lo largo de la diagonal DB y del lado AD. 



Prolis. 2-8/9 


Pvol». 2-12/13 
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2-14. Dos barras se utilizan para soportar una carga. 
Otando está descargada, la longitud de A Bes de 5 pulg, 
la de AC es de 8 pulg y el anillo en A tiene las coorde¬ 
nadas (0, 0). Si una carga P actúa sobre el anillo en A, la 
deformación unitaria normal en AB se convierte en t AB = 
Ot02 pulg/pulg y la deformación unitaria normal en AC se 
vuelve t AC =0,035 pulg/pulg. Determine la posición coor¬ 
denada del anillo debida a la carga. 

2-15. Dos barras se utilizan para soportar una carga P. 
Otando está descargada, la longitud de AB es de 5 pulg, 
la de AC es de 8 pulg y el anillo en A tiene las coordenadas 
(0,0). Si se aplica una carga al anillo en A , de manera que 
se mueve a la posición de coordenadas (0.25 pulg, -0.73 
pulg), determine la deformación unitaria normal en cada 
barra. 


y 



*2-16, El cuadrado se deforma hasta la posición indicada 
por las líneas discontinuas. Determine la deformación uni¬ 
taria normal a lo largo de cada diagonal AB y CD, El lado 
D'B’ permanece horizontal. 


ü 


53 mm 1 

i r 




Jl 


50 mm 


■ 3 mm 


B 


^ 50 mm 




8 mm 


•2-17. Las tres cuerdas están unidas al anillo en B. Cuan¬ 
do se aplica una fuerza al anillo éste se mueve al punto B\ 
de modo que la deformación unitaria normal en ABes t AB 
y La deformación unitaria normal en CB es e Cfl . Si estas 
deformaciones son pequeñas, determine La deformación 
unitaria normal en DB, Observe que, debido a las guías de 
rodillo en A y C, AB y CB permanecen horizontal y verti¬ 
cal, respectivamente. 



’C' 


I’rob. 2*17 


2-18. La pieza de plástico es en un principio rectangular. 
Determine la deformación unitaria cortante y iy en las es¬ 
quinas A y Ssi el plástico se distorsiona como lo muestran 
las líneas discontinuas. 

2.19. La pieza de plástico es en un principio rectangular. 
Determine la deformación unitaria cortante y zy en las es¬ 
quinas D y Csiel plástico se distorsiona como lo muestran 
las líneas discontinuas. 

*2-20. La pieza de plástico es en un principio rectangular. 
Determine la deformación unitaria normal promedio que 
ocurre a lo largo de las diagonales ACy DB. 


2mm 


4 mm 



ftrob. 246 


3 mm 

2 - 18 / 1 W 2 © 
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•2-21. La fuerza aplicada sobre el mango del brazo de la 
palanca rígida hace que el brazo gire en sentido horario un 
ángulo de 3° alrededor del pasador A. Determine la defor¬ 
mación unitaria normal promedio desarrollada en el alam¬ 
bre. En un inicio, el alambre no está estirado. 


•2-25. El alambre de retenida AB en el bastidor de un 
edificio está en un principio sin estirar. Debido a un terre¬ 
moto, las dos columnas del bastidor se inclinan un ángulo 
Q = 2 a . Determine la deformación unitaria normal aproxi¬ 
mada en el alambre cuando el bastidor se encuentra en esta 
posición. Suponga que las columnas son rígidas y que giran 
alrededor de sus soportes inferiores. 



2-22. Una pieza cuadrada de material se deforma hasta 
la posición que marca la línea discontinua. Determine la 
deformación unitaria cortante y en A. 

2-23, Una pieza cuadrada de material se deforma en un 
paralelogramo como lo indica la línea discontinua. Deter¬ 
mine la deformación unitaria normal promedio que se pro- 
dice a lo largo de las diagonales ACyBD. 

*2-24. Una pieza cuadrada de material se deforma hasta 
la posición que marca la línea discontinua. Determine la 
deformación unitaria cortante y en C. 


2-26. El material se distorsiona hasta la posición que in¬ 
dica la línea punteada. Determine (a) la deformación uni¬ 
taria normal promedio a lo largo de los lados AC y CD y 
la deformación unitaria cortante y en F, así como (b) la 
deformación unitaria normal promedio de a lo largo de 
la línea BE. 

2-27. El material se distorsiona hasta la posición que in¬ 
dica la línea punteada. Determine la deformación unitaria 
normal promedio que se produce a lo largo de las diagona¬ 
les AD y CF. 


y 




Prohs. 2-22/23/24 


Prohs. 2-26/27 
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*2-28. EL alambre está sometido a una deformación uni¬ 
taria normal definida por t = xe~**, donde x se expresa en 
milímetros. Si el alambre tiene una longitud inicial i, de¬ 
terminar el aumento de su longitud. 


“ 

I 

! 

- L - 



Proh. 2-28 


*2-29. El tubo curvo tiene un radio original de 2 pies. Si 
se calienta de manera no uniforme y La deformación uni¬ 
taria normal a lo largo de su longitud es e = 0.05 eos 6 f 
determine el aumento en la longitud del tubo. 

2-30. Resuelva el problema 2-29 si e =0.08 sen $. 


*2-32. La barra tiene en un principio 300 mm de largo 
cuando está en posición horizontal. Si se somete a una de¬ 
formación unitaria cortante definida por y jy -0.02* donde 
x se expresa en metros, determine el desplazamiento Ay 
en el extremo de su borde inferior. La barra se distorsiona 
hasta la forma mostrada y no se presenta ninguna elonga¬ 
ción en la dirección x. 


y 




l’rnlw. 2-29/30 


2-31 La banda de hule AB tiene una longitud sin estirar 
de 1 pie. Sise encuentra fija en By está unida a la superficie 
en el punto A \determine la deformación unitaria normal 
promedio en la banda. La superficie está definida por la 
función y = (jc 2 ) pies, donde x se expresa en pies. 


y 



•2-33. La fibra AB tiene una longitud L y una orientación 
$. Si sus extremos A y B experimentan desplazamientos 
muy pequeños u A y respectivamente, determine la de¬ 
formación unitaria normal en la fibra cuando se encuentra 
en la posición A'B\ 


/} 


B 1 

|*ií 


A u A A 1 


£3 




Prnh. 2-33 


2-34. Si la deformación unitaria normal se define en refe¬ 
rencia a la longitud final, es decir, 



en ve 2 de hacer referencia a la longitud original, ecuación 
2-2, demuestre que la diferencia entre estas deformaciones 
unitarias se representa como un término de segundo orden, 
asaber, - eñ = e*ej,. 


Pretil, 2-31 





























Los desplazamientos horizontales de tierra causados por un terremoto produjeron grandes deformaciones en los pila¬ 
ses de este puente al grado que se fracturó. Los ingenieros deben conocer las propiedades materiales del concreto 
y el refuerzo de acero para poder diseñar de manera adecuada las estructuras y con ello evitar este tipo de fallas. 




Propiedades mecánicas 
de los materiales 



OBJETIVOS DEL CAPÍTULO 


Después de haber estudiado los conceptos básicos del esfuerzo y la 
deformación unitaria, 1 en este capítulo se mostrará cómo puede rela¬ 
cionarse el esfuerzo con la deformación mediante el uso de métodos 
experimentales para determinar el diagrama esfuerzo-deformación en 
un material específico. Después, se analizará el comportamiento des¬ 
crito por este diagrama para los materiales que se usan con mayor 
frecuencia en ingeniería. Además, se estudiarán las propiedades me¬ 
cánicas y otros ensayos relacionados con el desarrollo de la mecánica 
de materiales. 


3.1 Ensayos de tensión y compresión 


La resistencia de un material depende de su capacidad para soportar una 
carga excesiva sin presentar deformación o falla. Esta propiedad es inhe¬ 
rente al propio material y debe determinarse mediante la experimentación. 
Una de las pruebas más importantes a este respecto es el ensayo de tensión 
o compresión. Aunque a partir de esta prueba se pueden establecer varias 
propiedades mecánicas importantes de un material, se utiliza principal¬ 
mente para determinar la relación entre el esfuerzo normal promedio y la 
deformación normal promedio en muchos materiales de ingeniería como 
metales, cerámicas, polímeros y materiales compuestos. 


1 Para simplificar, en el resto del libro nos referiremos a la deformación unitaria sólo 
como deformación, 81 
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<4 = 03 pule 



-L 0 = 2pulg- 


Hguru 3-1 


Para realizar un ensayo de tensión o compresión, se fabrica una probe¬ 
ta del material conforma y tamaño “estándar”. La probeta tiene una sec¬ 
ción transversal circular constante con extremos más grandes, de modo 
que la faifa no se produzca en las empuñaduras. Antes de realizar el en¬ 
sayo, con la ayuda de un punzón, se hacen dos pequeñas marcas sobre la 
longitud uniforme de la probeta. Se hacen mediciones tanto del área de 
la sección transversal inicial de la probeta, como de la longitud cali¬ 
brada L 0 entre las marcas. Por ejemplo, cuando se utiliza una probeta de 
metal en un ensayo de tensión, por lo general ésta tiene un diámetro ini- 



Probeta de acero típica con un medidor 
(galga)de deformación cementado. 


dal d 0 = 0.5 pulg (13 mm) y una longitud calibrada L 0 = 2 puig (50 mm), 
figura 3-1. A fin de aplicar una carga axial sin que la probeta se flexione, 
Eos extremos Suelen asentarse en las juntas de rótula. Después se utiliza 
una máquina de ensayos como la que aparece en la figura 3-2 para esti¬ 
rar la probeta a una velocidad lenta y constante hasta que ésta falla. La 
máquina está diseñada para leer la carga que se requiere para mantener 
este estiramiento uniforme. 

Durante la prueba se registran ios datos de la carga aplicada P a in¬ 
tervalos frecuentes, la información se lee en la pantalla de la máquina O 
se toma de un lector digital. Además,se mide el alargamiento S = L~ L Q 
entre las marcas hechas en la probeta Utilizando un calibrador o bien 
un dispositivo óptico o mecánico llamado extensómeiro. Este valor de 
5 (delta) se utiliza para calcular la deformación normal promedio en la 
probeta. Sin embargo, en ocasiones esta medida no se toma porque tam¬ 
bién es posible leer la deformación de manera directa mediante un me¬ 
didor de deformación de resistencia eléctrica smilar al que se muestra 
en la figura 3-3. La operación de este medidor se basa en el cambio en la 
resistencia eléctrica de un alambre u hoja de metal muy delgada que se 
encuentra bajo deformación. En esencia, el medidor se adhiere o cemen¬ 
ta a lo largo de la probeta. Si el pegamento es muy fuerte en compara¬ 
ción con el medidor, entonces éste formará en efecto parte integral de la 
probeta, de modo que cuando la muestra se deforma en la dirección del 
medidor, el alambre y la probeta experimentarán la misma deformación. 
Al medir la resistencia eléctrica del alambre,el medidor puede calibrarse 
para leer los valores de deformación normal de manera directa. 





Hgii ra 3-2 


Medidor de deformación 
de resistencia eléctrica 


Hgiira 3-3 
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3.2 Diagrama de esfuerzo-deformación 

Para la realización de los ensayos, no es posible preparar nna probeta que 
coincida con los tamaños A 0 y L 0 de cada elemento estructural. En su lu¬ 
gar, los resultados de los ensayos deben reportarse de manera que puedan 
aplicarse a un elemento de cualquier tamaño. Para lograr este objetivo, los 
datos de la carga y la deformación correspondiente se utilizan para cal¬ 
cular distintos valores del esfuerzo y las correspondientes deformaciones 
en la probeta. La representación gráñca de los resultados produce una 
curva llamada diagrama esfuerzo-deformación. Por lo general, hay dos 
maneras de describir este diagrama. 

Diagrama esfuerzo-deformación convencional. Se puede 
determinar el esfuerzo nominal o de ingeniería al dividir la carga aplicada 
P entre el área de la sección transversal original de la probeta. En este 
cálculo se supone que el esfuerzo es constante en la sección transversal y 
en toda la longitud calibrada. Se tiene 




( 3 - 1 ) 


Del mismo modo, la deformación nominal o de ingeniería se determina 
de manera directa al leer el medidor de deformación, o al dividiré! cambio 
S en la longitud calibrada de la probeta entre la longitud calibrada original 
L 0 de la probeta. Aquí se supone que la deformación es constante a lo 
largo de la región entre los puntos marcados. Por lo tanto, 



(3-2) 


Si los valores correspondientes de cr y ese trazan de manera que el eje 
vertical sea el esfuerzo y el eje horizontal sea la deformación, la curva re¬ 
sultante se llama diagrama de esfuerzo-deformación convencional. Sin 
embargo, tenga en cuenta que dos diagramas de esfuerzo-deformación 
para un material particular serán muy simBaies pero nunca exactamente 
guales. Esto se debe a que los resultados en realidad defienden de varia¬ 
bles tales como la composición del material, imperfecciones microscópi¬ 
cas, la forma en que se fabrica, la rapidez con que se aplica la carga y la 
temperatura durante la realización del ensayo. 

A continuación se analizarán las características de la curva de esfuer¬ 
zo-deformación convencional para el acero, un material que se usa de 
manera frecuente para fabricar elementos estructurales y mecánicos. 
Empleando el método descrito con anterioridad, el diagrama de esfuer¬ 
zo-deformación característico para el ensayo de acero es el que se mues¬ 
tra en la figura 3-4. A partiT de esta curva se pueden identificar cuatro 
diferentes formas en que se comporta el material, en función de la defor¬ 
mación inducida en éste. 
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CTy 


esfuerzo de fractura verdadero 




/- 


, límiie de proporcionalidad 
'¡ limite elástico ~ 

\ ( ; esfuerzo de cedencia 


región 

elástica 


^esfuerzo 
último 


esfuerzo 
1 de fractura 


cedencia endurecimiento estricdón 
por deformación 


comportamiento plástico 
compor- r 

tamiento elástico 

Diagramas de esfuerzo-deformación convencional y verdadero 
para un material dúctil (acero) (no se presenta a escala) 


Flgpra 3-4 


Comportamiento elástico- El comportamiento elástico del material 
se produce cuando las deformaciones en la probeta están dentro de la re¬ 
gión triangular (en gris claro) que se muestra en la figura 3-4. Aquí la curva 
es en realidad una línea recta en la mayor parte de la región, de modo que 
el esfuerzo es proporcional a la deformación. Se dice que el material con¬ 
tenido en esta región es elástico lineal El límite superior del esfuerzo para 
esta relación lineal se denomina límite de proporcionalidad, <r pf . Si el es¬ 
fuerzo excede ligeramente el límite de proporcionalidad, la curva tiende a 
doblarse y aplanarse como se muestra en la figura. Esto continúa hasta que 
el esfuerzo alcanza el Umite elástico. En este punto, si se retira la carga, 
la probeta recuperará de nuevo su forma original. Sin embargo, el límite 
elástico para el acero se determina en muy pocas ocasiones, debido que se 
encuentra muy próximo al límite de proporcionalidad y, por lo tanto, es 
muy difícil de detectar. 


Cadencia. Un ligero aumento en el esfuerzo por encima del límite 
elástico generará un rompimiento del material y ocasionará que éste se 
deforme de manera permanente. Este comportamiento se denomina ce¬ 
dencia, y está indicado por la región rectangular (adyacente a la región 
triangular) de la curva. El esfuerzo que causa la cedencia se llama esfuerzo 
de cedencia o punto de cedencia , <r y , y la deformación que se produce se 
denomina deformación plástica. Aunque no se muestra en la figura 3-4, 
para los aceros al bajo carbono o aceros laminados en caliente, el punto de 
cedencia suele caracterizarse mediante dos valores. El punto de cedencia 
superior ocurre primero, seguido de una disminución súbita de la capa¬ 
cidad de carga hasta el punto de cedencia inferior. Observe que después 
de haber alcanzado el punto de cedencia, la probeta seguirá alargándose 
(deformándose) sin ningún incremento en la carga, como se muestra en la 
figura 3-4. Con frecuencia, cuando el material se encuentra en este estado 
se dice que es perfectamente plástico. 
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Endurecimiento por deformación. Cuando termina la oedencia, la 
probeta puede soportar un aumento de la carga, lo que resulta en una cur¬ 
va que asciende continuamente pero que se vuelve más plana hasta llegar 
a un esfuerzo máximo conocido como esfuerzo último, <r u . Este incremen¬ 
to en la curva se llama endurecimiento por deformación y se identifica en 
la figura 3-4 como la región curva más clara. 


Estricción. Mientras la probeta se alarga hasta llegar al esfuerzo últi¬ 
mo, el área de su sección transversal se reduce. Esta reducción es bastante 
uniforme en toda la longitud calibrada de la probeta; sin embargo, justo 
después del esfuerzo último, el área de la sección transversal comenzará a 
disminuir en una región localizada de la probeta. En consecuencia, suele 
formarse una constricción o “cuello" en dicha región a medida que la pro¬ 
beta se alarga aún más, figura 3-5a. En la figura 3-4, esta región, debido a 
la estricción, se indica en un tono más oscuro al final de la curva. Aquí el 
diagrama esfuerzo-deformación tiende a curvarse hacia abajo hasta que la 
probeta se rompe en el esfuerzo de fractura, <r { , figura 3 -5b. 

Diagrama esfuerzo-deformación verdadero. En lugar de 
emplear siempre el área de la sección transversal y la longitud originales 
de la probeta para calcular el esfuerzo y la deformación (de ingeniería), 
se podría utilizar el área de la sección transversal y la longitud redes de la 
probeta en el instante en que se mide la carga. Los valores de esfuerzo y 
deformación encontrados en estas mediciones se denominan esfuerzo 
verdadero y deformación verdadera, y una gráfica de sus valores se llama 
diagrama de esfuerzo-deformación verdadero. Este diagrama tiene la for¬ 
ma mostrada por una línea discontinua en la figura 3-4. Observe que los 
diagramas cr-e convencional y verdadero son prácticamente coincidentes 
cuando la deformación es pequeña. Las diferencias entre los diagramas 
comienzan a aparecer en el rango de endurecimiento por deformación, 
donde la magnitud de la deformación se vuelve más significativa. En par¬ 
ticular, existe una amplia divergencia dentro de la región de estricción. 
Aquí puede verse en el diagrama tr-e convencional que la probeta red- 
mente soporta una carga decreciente, ya que es constante en el cálculo 
del esfuerzo de ingeniería, a = P/A^. Sin embargo, en el diagrama tr-e 
verdadero, el área real A dentro de la región de estricción siempre es de¬ 
creciente hasta la fractura, tr¡., por lo que el material soporta en realidad un 
esfuerzo creciente, ya que a = PfA. 



Patrón de estricción típico que ocurre en 
mía probeta de aoero justo antes de la frac¬ 
tura. 


* fl 


En esta probeta de acero se observa con 
claridad la estricción que ocurre justo an¬ 
tes de su falla, Lo anterior ocasiona una 
fractura típica de “copa y cono”, la cual es 
característica de los materiales dúctiles. 



Estricción 

(a) 


Falla de un 
material dúctil 


(b) 


laguna 3-5 
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Aunque los diagramas de esfuerzo-deformación verdadero y conven¬ 
cional son diferentes, la mayor parte del diserto de ingeniería se hace 
para que el material soporte un esfuerzo dentro del rango elástico. Lo 
anterior es para que la deformación del material no sea muy severa y 
éste recupere su forma al retirarse la carga. La deformación verdade¬ 
ra hasta el límite elástico permanecerá lo suficientemente pequerta para 
que el error al usar valores de ingeniería de tr y e sea pequerto (aproxi¬ 
madamente 0.1 por ciento) en comparación con sus valores verdaderos. 
Ésta es una de las principales razones por las que se usan diagramas de 
esfuerzo-deformación convencionales. 

Los conceptos anteriores se pueden resumir haciendo referencia a la 
figura 3-6, donde se muestra un diagrama de esfuerzo-deformación con¬ 
vencional real para una probeta de acero de bajo carbono. Con el fin de 
destacar los detalles, la región elástica de la curva se muestra en un tono 
gris usando una escala de deformación exagerada, que se muestra en el 
mismo tono gris. Al evaluar el comportamiento, se observa que el límite 
de proporcionalidad se alcanza en a pl = 35 ksi (241 MPa), donde = 
(10012 pulg/pulg, seguido de un punto de cedencia superior de (<r y ) B =38 
ksi (262 MPa), después se presenta el punto de cedencia inferior (cr,,), = 
36 ksi (248 MPa). El fin de la cedencia se produce con una deformación 

=0.030 pulg/pulg, ¡que es 25 veces mayor a la deformación en el límite 
de proporcionalidad! A continuación, la probeta experimenta endureci¬ 
miento por deformación hasta llegar al esfuerzo último <r u = 63 ksi (434 
MPa), después comienza a presentarse la estricción hasta que se produce 
una fractura, <r f =47 ksi (324 MPa). Por comparación, la deformación a 
la falla, 0.380 pulg/pulg, es ¡317 veces mayor que 


fffksi) 



< (pulg/pulg) 


Diagrama de esfuerzo-deformación para el acero de bajo carbono 


Figura 3-í 
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3.3 Comportamiento esfuerzo-deformación 
en materiales dúctiles y frágiles 


Los materiales pueden clasificarse como dúctiles o frágiles en función de 
sus características esfuerzo-deformación. 


Materiales dúctiles. Cualquier material que pueda someterse a 
grandes deformaciones antes de fracturarse se denomina material dúctil. 
El acero de bajo carbono, como se ha dicho anteriormente, es un ejemplo 
típico. Los ingenieros suelen elegir materiales dúctiles para el diseño por¬ 
que son capaces de absorberlos impactos o la energía, y si se sobrecargan, 
por lo general presentan grandes deformaciones antes de fallar. 

Una manera de especificar la ductilidad de un material es registrar su 
porcentaje de elongación o porcentaje de reducción en área al momento 
de la fractura. El porcentaje de elongación es la deformación a la fractu¬ 
ra expresada en porcentaje. Por lo tanto, si la longitud calibrada original 
de la probeta es L 0 y su longitud a la fractura es L» entonces 

L ¿o 

Porcentaje de elongación = — -(100%) (3-3) 

¿0 


Como se observa en la figura 3-6, dado que e f . =0.380, este valor sería de 
38 por ciento para una probeta de acero de bajo carbono. 

Otra manera de especificar la ductilidad es el porcentaje de reducción 
de área. Está definida dentro de la región de estricción de la siguiente 


manera: 


Porcentaje de reducción de área = 


Ao 


(100%) (3-4) 



Aquí A 0 es el área original de la sección transversal de la probeta y A f es 
el área del cuello en el momento de la ruptura. El acero de bajo carbono 
tiene un valor típico de 60 por ciento. 

Además del acero, otros metales como el bronce, el molibdeno y el zinc 
pueden presentar características dúctiles similares, puesto que también 
experimentan un comportamiento elástico esfuerzo-deformación, ceden a 
un esfuerzo constante, presentan endurecimiento por deformación y, final¬ 
mente, se produce en ellos una estricción hasta la fractura. Sin embargo, 
en la mayoría de los metales la cadencia constante no se producirá más allá 
del rango elástico. Un metal en el que se presenta esta situación es el alu¬ 
minio. En realidad, el aluminio no suele tener un punto de cedenda bien 
definido, por lo que la práctica aceptable consiste en definir una resistencía 
a la cedencia mediante un procedimiento gráfico llamado método de co¬ 
rrimiento. Por lo general, se elige una deformación de 0.2 por dentó (0.002 
pulg/pulg) y desde este punto sobre el eje e se dibuja una línea paralela a la 
porción inicial recta del diagrama esfuerzo-deformación. El punto donde 
esta línea interseca a la curva define la resistenda a la cedenda. En la figu¬ 
ra 3-7 se muestra un ejemplo de la construcdón de una gráfica para deter¬ 
minar la resistenda a la cedenda de una aleación de aluminio. Aquí puede 
observarse que la resistencia a la cedencia es o YS = 51 ksi (352 MPa). 


cr{k$¡) 



02%) para una aleación 

de aluminio 

Filtra 3-7 
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<7 (ksi) 



f (pulg/pulg) 


Diagrama «r-e para el hierro fundido gris 
lisura 3-9 



El concreto utilizado para fines estructu¬ 
rales debe probarse de forma rutinaria a 
compresión para asegurar que proporcio¬ 
na la resistencia de diseño necesaria paia 
esta base de puente. Después de curarlos 
durante 30 días, los cilindros de concreto 
mostrados se prueban a compresión hasta 
d esfuerzo último. 


Debe tenerse en cuenta que la resistencia a la cedencia no es una pro¬ 
piedad física del material, ya que se trata de un esfuerzo que causa una 
deformación permanente específica en dicho material. Sin embargo, en 
este libio se asumirá que la resistencia a la cedencia, el punto de cedencia, 
d límite elástico y el límite de proporcionalidad coinciden a menos que 
se indique lo contrario. Una excepción podría ser la del caucho natural, 
que incluso no tiene un límite de proporcionalidad porque el esfuerzo y la 
deformación no están linealmente relacionados. En vez de eso, como se 
muestra en la figura 3-8, este material, conocido como un polímero, pre¬ 
senta un comportamiento elástico no lineal. 

La madera suele ser un material moderadamente dúctil, por ello se 
encuentra en diseños que responden sólo a cargas elásticas. Las caracte¬ 
rísticas de resistencia de la madera varían mucho de una especie a otra, y 
en cada una de ellas la resistencia depende del contenido de humedad, de 
la edad y del tamaño, y de la disposición de los nudos en la madera. Como 
éste es un material fibroso, sus características de tensión o compresión 
son muy diferentes cuando está cargado en forma paralela o perpen¬ 
dicular al grano. De manera específica, la madera se parte con mayor 
facilidad cuando está cargada en tensión perpendicular a su grano y, por 
consiguiente, las cargas de tensión están casi siempre destinadas a apli¬ 
carse paralelas al grano de los elementos de madera. 
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<7 (ksi) 


iqntnntnnv- 




miiy - -íy 


-0.0030 

" ' "f 


0.0025- 

t 


0.0020-0.0015 

■" r - 


{^W = 0.4 ¿ 
-0.0010-0,0005^ 


Falla por tensión 
de un material frágil 


La compresión ocasiona 
que el material se expanda 

(a) (b) 

Figura 3-10 

Materiales frágiles. Los materiales que no presentan ccdencia, o 
que exhiben una muy pequeña, antes de la falla se conocen como mate¬ 
riales frágiles. El hierro fundido gris es un ejemplo, tiene un diagrama de 
esfuerzo-deformación en tensión como el mostrado en la porción AB de la 
curva de la figura 3-9. Aquí, la fractura en <j= 22 ksi (152 MPa) tuvo lugar 
inicialmente en una imperfección o grieta microscópica y luego se propagó 


y 


y 




0 0.0005 


t (pulg/pulg) 


-2 


-4 


( cr í}iiiSi — 5 


■ 


Diagrama a-t para una mezcla 
típica de concreto 


figura 3-11 


con rapidez a través de la probeta, lo que causó una fractura completa. 
Como la aparición de grietas iniciales en una probeta es bastante aleatoria, 
los materiales frágiles no tienen un esfuerzo de fractura a la tensión bien 
definido. En cambio, generalmente se reporta el esfuerzo de fractura a 
la tensión promedio en un conjunto de ensayos observados. En la figura 
3-lQa se muestra la imagen típica de una probeta que falló. 

En comparación con su comportamiento en tensión, los materiales 
frágiles como el hierro fundido gris presentan una resistencia mucho ma¬ 
yor a la compresión axial, así lo evidencia la porción A Cde la curva de la 
figura 3-9. Para este caso, cualquier grieta o imperfección en la probeta 
tiende a cerrarse y, a medida que la carga aumenta, el material suele ex¬ 
pandirse o tomar forma de barril mientras las deformaciones se vuelven 
mayores, figura 3-lQ¿>. 

Al igual que el hierro fundido gris, el concreto se clasifica como un 
material frágil y también tiene una capacidad baja de resistencia a la ten¬ 
sión. Las características de su diagrama de esfuerzo-deformación depen¬ 
den en gran medida de la mezcla de concreto (agua, arena, grava y ce¬ 
mento) y el tiempo y temperatura de curado. En la figura 3-11 se muestra 
un ejemplo típico de un diagrama de esfuerzo-deformación “completo” 
para el concreto. Pot inspección, su resistencia máxima a la compresión 
es casi 12.5 veces superior a su resistencia a la tensión, = 5 ksi 

(34.5 MPa) frente a (ít,)^ =0.40 ksi (2.76 MPa). Por esta razón, el con¬ 
ecto casi siempre se refuerza con barras O varillas de acero cuando está 
diseñado para soportar cargas de tensión. 

Puede establecerse de manera general que la mayoría de los materia¬ 
les presentan comportamiento dúctil y frágil. Por ejemplo, el acero tiene 
un comportamiento frágil cuando tiene un alto contenido de carbono y 
dúctil cuando el contenido de carbono es reducido. Asimismo, a bajas 
temperaturas los materiales se vuelven más duros y frágiles, mientras 
que cuando la temperatura se eleva se vuelven más blandos y dúctiles. 
Este efecto se muestra en la figura 3-12 para el plástico metacrilato. 



£1 ace.ro piado rápidamente su .resistencia 

cuando se calienta. Por esa razón los in¬ 
genieros suelen exigir que los principales 
elementos estructurales se aíslen en caso 
de incendio. 


o 1 {ksi) 



Diagramas <r-c para un plástico metacrilato 
Figura 3*12 
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3.4 Ley de Hooke 


Como se señaló en la sección anterior, los diagramas de esfuerzo-deforma¬ 
ción para la mayoría de los materiales de ingeniería presentan una relación 
lineal entre el esfuerzo y la deformación dentro de la región elástica. En 
consecuencia, un incremento en el esfuerzo ocasiona un aumento propor¬ 
cional en la deformación. Este hecho fue descubierto por Robert Hooke 
en 1676 mediante el uso de resortes y se conoce como la ley de Hooke. 
Puede expresarse en forma matemática como 


cr = Ee 


(3-5) 


Aquí E represéntala constante de proporcionalidad, que se denomina mó¬ 
dulo de elasticidad o módulo de Young, llamado así por Thomas Young 
quien publicó un estudio sobre él en 1807. 

La ecuación 3-5 en realidad representa la ecuación de la porción recta 
inicial del diagrama de esfuerzo-deformación hasta el límite de propor¬ 
cionalidad. Por otra paite, el módulo de elasticidad representa la pen¬ 
diente de esta recta. Como la deformación es adimensional, a partir de 
la ecuación 3-5, E tendrá las mismas unidades que el esfuerzo: psi, ksi o 
paséales. Como ejemplo de su cálculo, considere el diagrama de esfuer¬ 
zo-deformación para el acero que se muestra en la figura 3-6. Aquí, <r p¡ = 
35 ksi y e pl = 0.0012 pulg/pulg, de modo que 


E 


Z£ 

€ pt 


35 ksi 

0.0012 pulg/pulg 


= 29(10*) ksi 


Como se muestra en la figura 3-13, el límite de proporcionalidad para 
un tipo particular de aleación de acero depende de su contenido de car¬ 
bono; sin embargo, la mayor parte de los grados de acero, desde el acero 
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laminado más blando hasta el acero más duro para herramientas, tienen 
casi el mismo módulo de elasticidad, en general aceptado como £ ac = 
29(10'*) fcsi o bien 200 GPa. Los valores de £ para otros materiales de 
ingeniería comúnmente usados se tabulan con frecuencia en los códigos 
de ingeniería y libros de referencia. Los valores representativos también 
se presentan en la página final de este libro (al reverso de la contraporta¬ 
da). Vale la pena destacar que el módulo de elasticidad es una propiedad 
mecánica que indica la rigidez de un material. Los materiales que son 
muy rígidos, como el acero, tienen grandes valores de E [£ w =29(10 í ) 
ksi o 200 GPa], mientras que los materiales esponjosos, como el caucho 
vulcanizado, pueden tener valores bajos [E. =0.10 ksi o 0.70 MPa]. 

El módulo de elasticidad es una de las propiedades mecánicas más 
importantes que se utilizan en el desarrollo de las ecuaciones que se pre¬ 
sentan en este libro. Sin embargo, siempre se debe recordar que E puede 
utilizarse sólo si el material tiene un comportamiento elástico lineal. Ade¬ 
más, si la tensión en el material es mayor que el límite de proporcionali¬ 
dad, el diagrama de esfuerzo-deformación deja de ser una línea recta y la 
ecuación 3-5 ya no es válida. 

Endurecimiento por deformación. Si una probeta de material 
dúctil como el acero se carga en la región plástica y después se descarga, 
la deformación elástica se recupera a medida que el material regresa a su 
estado de equilibrio. Sin embargo, la deformación plástica permanece y 
en consecuencia el material presenta una deformación permanente. Por 
gemplo, cuando un alambre se dobla (plásticamente) rebotará un poco 
(elásticamente) cuando se retire la carga; sin embargo, no regresará en su 
totalidad a su posición original. Este comportamiento se puede ilustrar en 
el diagrama de esfuerzo-deformación de la figura 3-14a. Aquí la probeta 
primero se carga más allá de su punto de cedencia A hasta el punto A'. 
Como las fuerzas interatómicas deben superarse para alargar elásticamen- 
te la probeta, entonces estas mismas fuerzas jalan de nuevo los átomos 
hada su posidón original cuando se retira la carga, figura 3-14a. En conse- 
cuenda, el módulo de elastiddad £ es el mismo y, por ende, la pendiente 
de la línea O'A' es igual a la de la línea O A. 

Si la carga se vuelve a aplicar, los átomos en el material serán des¬ 
plazados de nuevo hasta que se produzca la cedenda en el esfuerzo A\ 
o cerca de él, y el diagrama de esfuerzo-deformación continuará en la 
misma trayectoria que antes, figura 3-146. Sin embargo, debe señalarse 
que este nuevo diagrama de esfuerzo-deformación, definido por O'A'B, 
ahora tiene un punto de ceden¬ 
da mayor ( A '), a consecuencia 
del endurecimiento por defor¬ 
mación. En otras palabras, el 
material tiene ahora una región 
dástica más grande aunque tie¬ 
ne menos ductilidad, una región 
plástica más pequeña, que cuan¬ 
do estaba en su estado original. 



*7 



tr 



íb) 


Figura 3*14 


Este pasador fue hecho con una aleación 
de acero endurecido; es decir, tiene un alto 
contenido de carbono. Falló debido a la 
fractura por fragilidad. 
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3.5 Energía de deformación 



<7 



<T 


Figim 3-15 


A medida que un material se deforma debido a una carga externa, tiende 
a almacenar energía internamente en todo su volumen. Como esta ener¬ 
gía se relaciona con las deformaciones del material, se denomina energía 
de deformación. Para obtener esta energía de deformación considere un 
elemento de volumen de material tomado de una probeta para ensayos 
a tensión. Se somete a un esfuerzo uniaxial como el mostrado en la figu¬ 
ra 3-15. Este esfuerzo desarrolla una fuerza A F = cr A A = a(Ax A y) en 
las caras superior e inferior del elemento después de que el elemento de 
longitud A z experimenta un desplazamiento vertical e Az. Por definición, 
el trabajo se determina mediante el producto de la fuerza por el despla¬ 
zamiento en la dirección de dicha fuerza. Como la fuerza se incrementa 
de manera uniforme desde cero hasta su magnitud final AF cuando se ha 
alcanzado el desplazamiento e Az, el trabajo realizado por la fuerza so¬ 
bre el elemento es igual a la magnitud promedio de fuerza (A.F/2) por 
el desplazamiento e Az. Este “trabajo externo” sobre el elemento es 
equivalente al “trabajo interno” o energía de deformación almacenada 
en el elemento, suponiendo que no se pierde energía en forma de calor. 
En consecuencia, la energía de deformación A U es A ü = (|Aí) e Az = 
(1 cr Ax Ay) e Az. Como el volumen del elemento es AV = Ax Ay Az, 
entonces A U = 1 ere A V. 

En ciertas aplicaciones, resulta conveniente especificar la energía de 
deformación por unidad de volumen del material. Esto se llama densi¬ 
dad de la energía de deformación y puede expresarse como 


A U 1 

W = 


(3-6) 


Si el comportamiento del material es elástico lineal, entonces se aplica 
la ley de Hooke, cr = £e, y es posible expresar la densidad de la energía 
de deformación elástica en términos del esfuerzo uniaxial como 


ir 



V 

Módulo de lesiliencia u. 


<a) 

Figura 3-16 


1 o 2 



(3-7) 


Módulo de residencia. En particular, cuando el esfuerzo cr alcanza 
el límite de proporcionalidad, la densidad de la energía de deformación 
calculada mediante la ecuación 3-6 o 3-7 se conoce como el módulo de 
residencia, es decir, 


1 1 <^ P t 

e 


(3-8) 


A partir déla región elástica del diagrama de esfuerzo-deformación,figura 
3-16a, observe que u r es equivalente al área triangular sombreada bajo el 
diagrama. Físicamente, la resiíiencia de un material representa su capaci¬ 
dad de absorber la energía sin experimentar ningún tipo de daño perma¬ 
nente. 
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Módulo de tenacidad. Otra propiedad importante de un material 
es el módulo de tenacidad, Esta cantidad representa toda el área bajo 
d diagrama de esfuerzo-deformación, figura 3-16& y, por lo tanto, indica la 
densidad de la energía de deformación del material justo antes de fractu¬ 
rarse. Esta propiedad se vuelve importante en el diseño de elementos que 
se pueden sobrecargar de maner a accidental. La aleación de metales tam¬ 
bién puede cambiar su resitiencia y tenacidad. Por ejemplo, al modificar el 
porcentaje de carbono en el acero, los diagramas de esfuerzo-deformación 
resultantes de la figura 3-17 muestran cómo pueden cambiarse los grados 
de resiliencia y tenacidad. 


<r 



Puntos importantes 


j Un diagrama de esfuerzo -deformación convencional es importan¬ 
te en ingeniería porque proporciona un medio para obtener datos 
acerca de la resistencia a la tensión o a la compresión de un material 
independientemente de su tamaño físico o forma. 

: El esfuerzo y la deformación de ingeniería se calculan usando el área de 
la secdón transversal y la longitud calibrada origmalesáe la probeta. 

• Un material dúctil, como el acero de bajo carbono, tiene cuatro dis¬ 
tintos comportamientos cuando se somete a una carga. Éstos son el 
comportamiento elástico, la cedencia, el endurecimiento por deforma¬ 
ción y la estricción. 

1 Un material es elástico lineal si el esfuerzo es proporcional a la defor¬ 
mación dentro de la región elástica. Este comportamiento está des¬ 
crito por la ley de Hooke, a= £e, donde el módulo de elasticidad E es 
la pendiente de la línea. 

- Los puntos más importantes en el diagrama de esfuerzo-deformación 
son el límite de proporcionalidad , el límite elástico, el esfuerzo de ce¬ 
dencia, el esfuerzo último y esfuerzo de fractura. 

La ductilidad de un material puede especificarse mediante el porcenta¬ 
je de elongación o el porcentaje de reducción de área de la probeta. 

* Si un material no tiene un punto de cedencia definido, se puede espe¬ 
cificar una resistencia a la cedencia mediante un procedimiento gráfi¬ 
co como el método de corrimiento. 

Los materiales frágiles, como el h ierro fundido gris, no tiene n una ceden- 
da o es muy pequeña por lo que pueden fracturarse de manera súbita. 

4 El endurecimiento por deformación se utiliza para establecer un el 
punto de cedencia más alto de un material. Esto se hace deformando 
el material más allá de su límite elástico para después liberarlo de 
la carga. El módulo de elasticidad permaneoe igual; sin embargo, la 
ductilidad del material disminuye. 

La energía de deformación es la energía almacenada en un material 
debido a su deformación. Esta energía por unidad de volumen se de¬ 
nomina densidad de ¡a energía de deformación. Si se mide basta el 
límite de proporcionalidad, se conoce como el módulo de resiliencia, 
y si se mide hasta el punto de fractura, se llama módulo de tenacidad. 
Puede determinarse a partir del área bajo el diagrama <r-e. 


ib) 

Figura 3*16 (cuot) 





acero duro (0,6% 
de carbono) 
d más resistente 

acero estructural 
(02% de carbono) 
el más tenaz 

acero suave 
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carbono) 
e l más dúctil 
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Figuro 3-17 



Esta probeta de nylon presenta un alto 
grado de tenacidad, como puede observar¬ 
se por la gran estricdón que Ha ocurrido 
justo antes de la fractura, 
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EJEMPLO 3.1 



Un ensayo de tensión para una aleación de acero da como resultado el 
diagrama de esfuerzo-deformación mostrado en la figura 3-18. Calcule 
d módulo de elasticidad y la resistencia a la cedenda con base en un co¬ 
rrimiento del 0.2 por ciento. Identifique en la gráfica el esfuerzo último 
y el esfuerzo de fractura, 
er (ksi) 



SOLUCIÓN 


Figfira 3-18 


Módulo de elasticidad. Debemos calcular la pendiente de la por¬ 
ción inicial en línea recta de la gráfica. Usando la curva magnificada y 
la escala mostrada en gris, esta línea se extiende desde el punto O has¬ 
ta un punto estimado A, que tiene coordenadas aproximadas (0.0016 
pulg/pulg, 50 ksi). Por lo tanto, 


E = 


50 ksi 


= 31.2(10*) ksi 


Resp. 


0.0016 pulg/pulg 

Observe que la ecuadón de la línea O A es, entonces, <r = Sl^tlO 3 )^. 

Resistencia a la cedencia. Para un corrimiento de 0.2 por dentó. 
Se inida con una deformadón de 0.2 por dentó O 0.0020 pulg/pulg y se 
extiende gráficamente una línea (discontinua) paralela a O A hasta que 
interseca a la curva cr-e en A\ La resistencia a la cedenda es aproxima¬ 
damente 

ír ra = 68 ksi Resp. 

Esfuerzo último. Se define mediante el pico de la gráfica <r-e, que 
es el punto B en la figura 3-18. 

a a = 108 ksi Resp. 

Esfuerzo de fractura. Cuando la probeta se deforma hasta un 
máximo de e f = 0.23 pulg/pulg, se fractura en el punto C. Por lo tanto, 

íTf= 90 ksi Resp. 
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EJEMPLO 3.2 


En la figura 3-19 se muestra el diagrama de esfuerzo-deformación para 
una aleación de aluminio utilizada en la fabricación de partes de aero¬ 
naves. Si una probeta de este material se esfuerza hasta 600 MPa, deter¬ 
mine la deformación permanente que queda en la probeta cuando ésta 
se libera de la carga. Además, encuentre el módulo de resi tienda antes 
y después de la aplicación de la carga. 

SOLUCIÓN 

Deformación permanente. Cuando la probeta se somete a la car¬ 
ga, se endurece por deformación hasta que se alcanza el punto B en el 
diagrama <r-e. La deformación aproximada en este punto es 0.023 m m/ 
mm. Cuando se retira la carga, el material se comporta siguiendo la 
línea recta fiC.que es paralela ala línea O A. Como ambas líneas tienen 
la misma pendiente, la deformación en el punto C se puede determinar 
en forma analítica. La pendiente de la línea OA es el módulo de elasti¬ 
cidad, es decir, 


c t (MPa) 


E = 


450 MPa 


= 75.0 GPa 


0.006 mm/mm 
Del triángulo CBD requerimos 

BD _ _ _ 600{10 6 ) Pa 


E = 


en' 


75.0{10 9 ) Pa = 


750 


<7y ~ 450 


CD 

CD = (1008 mm/mm 

Esta deformación representa la cantidad de deformación elástica 
recuperada. Así que la deformación permanente, e oc , es 

toe = 0.023 mm/mm — 0.008 mm/mm 

= 0.0150 mm/mm Resp. 

Nota: Si las marcas de medición en la probeta estaban en un principio 
separadas por 50 mm, después de que la carga se retira, estas marcas 
estarán a una distancia de 50 mm + (0.0150)(50 mm) = 50.75 mm. 

Módulo de resíliencia. Al aplicarla ecuación 3-8, se tiene* 

1 1 

C^r)inicial = 2 °" pt e pt = 2 C 450 MPa ){°' OOÍ mm/mm) 



^ 0.01 
«¿ = 0.006 


0.02) 0.03 004 
0.023 

ffgiir» 3-19 


£ (mm/oun) 


= 1.35 MJ/m 3 

(«r)finai = ^ (600 MPa) (0.008 mm/mm) 


Resp. 


2 f f* 2 

= 2.40 MJ/m 3 Resp. 

NOTA: Por comparación, el efecto del endurecimiento por deforma¬ 
ción del material ha ocasionado un aumento en el módulo de resilien- 
cia; sin embargo, observe que el módulo de tenacidad para el material 
ha disminuido porque el área bajo la curva original, OABF, es mayor 
que el área bajo la curva CBF. 

•En el Sistema Internacional de Unidades el trabajo se mide en joules, donde 1 
J =1 N-m. 
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EJEMPLO 3.3 




566®-- 



0,02 


0.04 


0.06 


ib) 


La barra de aluminio que se muestra en la figura 3-20a tiene una sección 
transversal circular y está sometida a una carga axial de 10 kN. Según 
la porción del diagrama de esfuerzo-deformación que se muestra en la 
figura 3-206, determine la elongación aproximada de la barra cuando se 
aplica la carga. Considere que £ at = 70 GPa. 


20 mm 

I B 


15 mm 

1 c 


10 tK 


-fr- LO kN 


1 l • 

600 mm--|-— 400 mm — 

fa) 

3*20 


SOLUCIÓN 


Para el análisis no se tomarán en cuenta las deformaciones localizadas 
en el punto de aplicación de la carga y donde la sección transversal déla 
barra cambia de manera repentina. (Estos efectos se analizarán en las 
secciones 4.1 y 4.7.) El esfuerzo normal y la deformación son uniformes 
a través de la sección media de cada segmento. 

Para encontrar la elongación de la barra, primero se debe obtener 
la deformación. Esto se realiza mediante el cálculo del esfuerzo, para 
después usar el diagrama de esfuerzo-deformación. El esfuerzo nor¬ 
mal dentro de cada segmento es 


L - 10 ( 10t *) N 

AB *4 -ff (0.01 m) 2 

P _ 10(10 3 )N 

<JbC ~ A~ ^{0.0075 m) 2 


= 31.83 MPa 


= 56.59 MPa 


Con base en el diagrama de esfuerzo-deformación, el material en 
el segmento AB se deforma elásticamente puesto que <t ab < cr y = 40 
MPa. Mediante la ley de Hooke, 


*AB “ 


cr^ _ 31.83(10 6 ) Pa 
“ 70(10*) Pa 


= 0.0004547 mm/mm 


El material dentro del segmento BC se deforma plásticamente, 
puesto que <t bc ><t y =40 MPa. A partir de la gráfica, para a BC =56.59 
MPa, e BC « 0.045 mm/mm. Por lo tanto, la elongación aproximada de 
la barra es 


8 = XeL = 0.0004547(600 mm) + 00450(400 mm) 
= 18.3 mm 


Resp. 
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PROBLEMAS FUNDAMENTALES 


*3-1. Defina material homogéneo. 

13-2. I ndiq ue los pu ntos en e l diagrama de esfuerzo-defor¬ 
mación que representan el límite de proporcionalidad y el 
esfuerzo último. 


<7 



13-3. Defina el mód ulo de elasticidad E. 

13-4, A temperatura ambiente, el acero de bajo carbono 
es un material dúctil. ¿Verdadero o falso? 

13-5. El esfuerzo y la deformación de ingeniería se calcu¬ 
lan utilizando el área de la sección transversal y la longitud 
males de la probeta, ¿Verdadero o falso? 


13-10. El material para la probeta de 50 mm de largo tiene 
el diagrama de esfuerzo-deformación mostrado en la figura. 
Si P =100 kN, determine la elongación de la probeta. 

F3-11. El material para la probeta de 50 mm de largo tiene 
el diagrama de esfuerzo-deformación mostrado en la figura. 
Si se aplica la carga P =150 kN y después se retira, determi¬ 
ne la elongación permanente de la probeta. 



13-6. A medida que la temperatura aumenta, el módulo de 

elasticidad se incrementa. ¿Verdadero o falso? Si elort ^ ción del alambre BCes * °’ 2 mm ^ 

pués de aplicar la fuerza P, determine la magnitud de P. El 

alambre es de acero A-36y tiene un diámetro de 3 mm. 

13-7. Una barra de 100mm de longitud tiene un diámetro 
de 15 mm. Si se aplica una carga axial a tensión de 100 kN, 
determine el cambio en su longitud. E =200 GPa. 


13-41, Una barra tiene una longitud de 8 pulg y un área 
de sección transversal de 12 pulg 5 . Determine el módulo de 
elasticidad de su material si está sometido a una carga axial 
a tensión de 10 kip y se estira 0.003 pulg. El material tiene un 
comportamiento elástico lineal. 

13-9, Una barra de latón de 10 mm de diámetro tiene un 
módulo de elasticidad de E =100 GPa. Si tiene una longitud 
de 4 m y está sometida a una carga axial a tensión de 6 kN, 
determine su elongación. 



13-12 
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PROBLEMAS 


•3-1. Un cilindro de concreto que tiene un diámetro de 
6.00 pulg y una longitud calibrada de 12 pulg se prueba a 
compresión. Los resultados del ensayo se reportan en la ta¬ 
bla de carga y contracción. Dibuje el diagrama de esfuerzo- 
deformación mediante escalas de 1 pulg =0.5 ksi y 1 pulg = 
02 (10~ 3 ) pulg/pulg. A partir del diagrama, determine el 
módulo de elasticidad aproximado. 


Carga (kip) 

Contracción (pulg) 

0 

0 

5,0 

0,0006 

9,5 

0,0012 

16,5 

0,0020 

20,5 

0,0026 

25,5 

00034 

30,0 

0,0040 

34,5 

0,0045 

38,5 

0,0050 

46,5 

0,0062 

50,0 

0,0070 

53,0 

0,0075 


¡>r«b. 3-1 


3*2. En la tabla se presentan datos tomados de un ensayo 
de esfuerzo-deformación para cierta cerámica. La curva es 
lineal entre el origen y el primer punto. Grafique el diagra¬ 
ma y determine el módulo de elasticidad y el módulo de re- 
siliencia. 

3-3. En la tabla se presentan datos tomados de un ensayo 
de esfuerzo-deformación para cierta cerámica. La curva es 
lineal entre el origen y el primer punto. Grafique el diagra¬ 
ma y determine el módulo de tenacidad aproximado. El es¬ 
fuerzo de ruptura es <r, =53.4- ksi. 


<r (ksi) 

e (pulg/pulg) 

0 

0 

33.2 

0.0006 

45.5 

0.0010 

49,4 

0.0014 

51.5 

0.0018 

53.4 

0.0022 


Pttibs, 3-2/3 


*3-4. Un ensayo de tensión se realizó con una probeta que 
tenía un diámetro original de 125 mm y una longitud calibra¬ 
da de 50 mm. Los datos se presentan en la tabla. Grafique el 
diagrama de esfuerzo-deformación y determine aproxima¬ 
damente el módulo de elasticidad, el esfuerzo último y el 
esfuerzo de fractura. Utilice una escala de 20 mm = 50 MPa 
y 20 mm =0.06 mm/mm. Trace de nuevo la región elástica 
lineal, usando la misma escala de esfuerzo pero con una es¬ 
cala de deformación de 20 mm =0.001 mm/mm. 

3-5. Un ensayo de tensión se realizó con una probeta de 
acero que tenía un diámetro original de 125 mm y una 
longitud calibrada de 50 mm. Usando los datos que se pre¬ 
sentan en la tabla, grafique el diagrama de esfuerzo-defor¬ 
mación y determine aproximadamente el módulo de tena¬ 
cidad. Utilice una escala de 20 mm = 50 MPa y 20 mm = 
0.05 mm/mm, 


Carga (kN) 

EJdnpddik (mm) 

0 

0 

tu 

0,0175 

319 

0,0600 

31& 

0,1020 

40 9 

0,1650 

436 

03490 

53,4 

1,0160 

623 

3,0480 

643 

63500 

623 

8,8900 

58£ 

11,9380 


Proba, 3*4/5 


3-6. Una probeta tiene en un principio una longitud de 
1 pie, un diámetro de 0.5 pulg y está sometida a una fuerza 
de 500 Ib. Cuando la fuerza se incrementa de 500 a 1800 Ib, 
la probeta se alarga 0.009 pulg. Determine el módulo de elas¬ 
ticidad para el material si éste se mantiene elástico lineal. 

3-7. Un elemento estructural de un reactor nuclear está fa¬ 
bricado de cierta aleación de circonio. Si el elemento debe 
soportar una carga axial de 4 kips, determine el área reque¬ 
rida para su sección transversal. Use un factor de seguridad 
de 3 respecto a la cedenda. ¿Cuál es la carga sobre el ele¬ 
mento si tiene 3 pies de largo y su elongación es de 0.02 pulg? 

= 14(10 V ) ksi, tr r =57.5 ksi. El material tiene un compor¬ 
tamiento elástico. 
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♦3*8. El puntal está soportado por un pasador en C y un 
alambre AB de retenida de acero A-36. Si el alambre tiene 
un diámetro de 0,2 pulg, determine cuánto se estira cuando 
la carga distribuida actúa sobre el puntal. 



•3-9. En la figura se muestra el diagrama cr-e para un con¬ 
junto de fibras de colágeno de las que está compuesto un 
tendón humano. Si un segmento del tendón de Aquiles en 
A tiene una longitud de 63 pulg y un área aproximada en su 
sección transversal de 0.229 pulg 1 , determine su elongación 
si el pie soporta una carga de 125 Ib, lo que provoca una 
tensión en el tendón de 343.75 Ib. 


3-10. En la figura se muestra el diagrama de esfuerzo-de- 
formación para una aleación metálica que tiene un diámetro 
original de 0.5 pulg y una longitud calibrada de 2 pulg. De¬ 
termine aproximadamente el módulo de elasticidad para el 
material, la carga sobre la probeta que causa la cede ocia y la 
carga última que soportará La probeta. 

MI. En la figura se muestra el diagrama de esfuerzo-de¬ 
formación para una aleación metálica que tiene un diámetro 
original de 0.5 pulg y una longitud calibrada de 2 pulg. Si la 
probeta se carga hasta un esfuerzo de 90 ksi, determine el 
tama fio aproximado de la recuperación elástica y el incre¬ 
mento en la longitud calibrada después de retirar la carga, 
*3-12. En la figura se muestra el diagrama de esfuerzo- 
deformación para una aleación metálica que tiene un diá¬ 
metro original de 0,5 pulg y una longitud calibrada de 2 pulg. 
Determine aproximadamente el módulo de resiliencia y el 
módulo de tenacidad para el material. 



a {ksi} 



Prcihs, 3-10/11/12 



•3-13. Una barra con una longitud de 5 pulg y un área de 
sección transversal de 0.7 pulg 1 se somete a una fuerza axial 
de 8000 Ib. Si la barra se extiende 0.002 pulg, determine el 
módulo de elasticidad del material. Éste tiene un comporta¬ 
miento elástico lineal, 



l*r<*b. 3-9 


l*wb. 3-13 
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3-14. El tubo rígido se sostiene mediante un pasador en A 
y un alambre BD que es de acero A-36. Si el alambre tiene 
un diámetro de 025 pulg, determine cuánto se estira al apli¬ 
car una caiga de P =600 Ib sobre el tubo. 

3-15. El tubo rígido se sostiene mediante un pasador en A 
y un alambre BD que es de acero A-36. Si el alambre tiene 
un diámetro de 0.25 pulg, determine la carga P si el extremo 
Cse desplaza 0.075 pulg hacia abajo. 


3-17. Un ensayo de tensión se realizó sobre una probeta 
hecha con una aleación de aluminio 2Q14-T6. En la figura 
se muestra el diagrama de esfuerzo-deformación resultante. 
Estime (a) el límite de proporcionalidad, (b) el módulo de 
elasticidad y (c) la resistencia a la cedencia con base en una 
deformación de 0.2 por ciento con el método de corrimiento. 

3-18. Un ensayo de tensión se realizó sobre una probeta 
hecha con una aleación de aluminio 2014-Tó. En la figura 
se muestra el diagrama de esfuerzo-deformación resultan¬ 
te. Estime (a) el módulo de resiliencia y (b) el módulo de 
tenacidad. 



«r(ksi) 


70 

60 

50 

40 

30 

20 

10 
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- e (pulg/pulg) 


Probx. 3-17/1» 


*3-16. Determine la elongación de la barra hueca cuadra¬ 
da cuando se somete a la fuerza axial P = 100 kN. Si esta 
fuerza axial se incrementa hasta P = 360 kN y después se 
retira, determine la elongación permanente de la barra. Ésta 
hecha de una aleación metálica que tiene un diagrama de 
esfuerzo-deformación similar al mostrado en la figura. 


3-19. En la figura se muestra el diagrama de esfuerzo-de¬ 
formación para un hueso, el cual puede describirse mediante 
la ecuación t — 0.45(10“*) <r + 0.36(10“ 12 ) rr\ donde crestá 
dada en kPa. Determine la resistencia a la cedencia supo¬ 
niendo un corrimiento de 0.3 por ciento. 

*3-20. En la figura se muestra el diagrama de esfuerzo-de¬ 
formación para un hueso, el cual puede describirse mediante 
la ecuación e = 0.45(10’*) <r +0.36(10" 12 ) o 3 , donde <r está 
dada enkPa. Determine el módulo de tenacidad y el tamaño 
<fc la elongación de una región de 200 mm de largo justo an¬ 
tes de la fractura, si la falla ocurre en <=0.12 mm/mm. 



Pmb. 3-16 


Pmttt. 34900 
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*3-21. En la figura se muestra el diagrama de esfuerzo-de¬ 
formación para una resina de poüestireno. Si la viga rígida 
se sostiene por medio del puntal AB y el poste CD, ambos 
hechos de este material, y se somete a una carga de P = 80 
kN, determine el ángulo de inclinación de la viga cuando se 
aplica la carga. El diámetro del puntal es de 40 mm y el del 
poste es de 80 mm. 

3-22. En la figura se muestra el diagrama de esfuerzo-de- 
formación para una resina de poliestireno. Si la viga rígida se 
sostiene por medio del puntal AB y el pos te CD, ambos he¬ 
chos de este material, determine la mayor carga P que puede 
aplicarse a la viga antes de que se rompa. El diámetro del 
puntal es de 12 mm y el del poste es de 40 mm. 



<r (MPa) 


100 

95 


80- 

70- 

60- 

50- 

40- 

32,2 

20 k 


oomprosiún 


/ tensión 


0 0.01 0.02 0.03 0.04 


3-23. Es posible reducir la rigidez del cloruro de polivinilo 
mediante la adición de plast ¡ficantes, En la siguiente figura 
se muestran los dioramas de esfuerzo-deformación para 
tres tipos de material que presentan este efecto. Especifique 
el tipo que debe usarse en la fabricación de una barra con 
una longitud de 5 pulg y diámetro de 2 pulg, la cual debe 
soportar al menos una carga axial de 20 kip y debe ser capaz 
de estirarse hasta ¿ de pulg. 


tr<ksi> 



♦3-24. E l diagra ma de esfuerzo-deformación para m uclias 
aleaciones metálicas puede describirse de manera analíti¬ 
ca mediante la ecuación de tres parámetros de Ramberg- 
Osgoodt=<r/E+&r", donde E, it y ase determinan a partir de 
mediciones tomadas del diagrama. Con la ayuda del diagra¬ 
ma de esfuerzo-deformación mostradoenla figura, considere 
E =30(1Ü¡ } ) k$i y determine los otros dos parámetros kyn, 
con esto obtenga una expresión analítica para la curva. 


o-{ksi) 



Probs. 3-21/22 


c (mrn/taim) 


0.1 0.2 0.3 0.4 Oi 

l*mb. 3-24 


«ao-*) 
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3.6 Razón de Poisson 



Ih. * 

Cuando el bloque de caucho se comprime 
(deformación negativa) sus lados se ex¬ 
panden (deformación positiva). La razón 
de estas deformaciones permanece cons¬ 
tante. 


Cuando un cuerpo deformable se somete a una fuerza de tensión axial, no 
sólo se alarga, sino que también se contrae de manera lateral. Por ejemplo, 
si una banda de caucho se estira, se puede notar que tanto el grosor como 
la anchura de la banda se reducen. Del mismo modo, una fuerza de com¬ 
presión que actúa sobre un cuerpo provoca que éste se contraiga en la 
dirección de la fuerza y que sus lados se expandan. 

Considere la barra mostrada en la figura 3-21 con un radio r y una 
longitud L originales, la cual está sometida a la fuerza de tensión P. Esta 
fuerza alarga la barra una cantidad 8, y su radio se contrae una cantidad 
8'. Las deformaciones en la dirección longitudinal o axial y en la direc¬ 
ción lateral o radial son, respectivamente, 

. s - 
e tong “ ^ y e lal “ r 


A principiosdel sigloXJX,el científicofrancés S. D. Poissonsedio cuentaque 
dentro del rango elástico la razón de estas deformaciones es una constante , 
puesto que las deformaciones 8 y 8' son proporcionales. Esta constante se 
denomina razón de Poisson, jz(nu), y tiene un valor numérico que es único 
para cada material particular que sea homogéneo e isotrópico. Expresado 
en forma matemática es 



(3-9) 


El signo negativo se incluye aquí porque la elongación longitudinal (defor¬ 
mación positiva) ocasiona una contracción lateral (deformación negativa), 
y viceversa. Observe que estas deformaciones son causadas sólo por la 
fue iza axial o longitudinal P\ es decir, ninguna fuerza o esfuerzo actúa en 
una dirección lateral para deformar el material en esa dirección. 

La razón de Poisson es una cantidad adimensional y para la mayoría 
de los sólidos no porosos tiene un valor que se encuentra entre \ y 5 . Los 
valores típicos de v para los materiales de ingeniería comunes se presen¬ 
tan en el interior de la contraportada de este libro. Para un “material 
ideal” que no tiene deformación lateral cuando se estira o se comprime, 
la razón de Poisson será 0. Además, en la sección 10.6 se mostrará que el 
máximo valor posible para el coeficiente de Poisson es 0.5. Por lo tanto 
0 ^ v ^ 0.5. 



I'igira 3-21 
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EJEMPLO 3.4 


Una barra de acero A-36 tiene las dimensiones mostradas en la figura 
3 -22. Si se aplica una fuerza axial de P= 80 kN sobre la barra, determine 
el cambio en su longitud y el cambio en las dimensiones de su sección 
transversal después de aplicar la carga. El material se comporta elásti¬ 
camente. 

P = SO kN 



SOLUCIÓN 

El esfuerzo normal en la barra es 


P 

= A = 


80(10 3 ) N 
{0.1 m) (0.05 m) 


= 16.0(10''’) Pa 


De acuerdo con la tabla ubicada en el interior de la contraportada de 
este libro, para el acero A-36 F ac = 200 GPa, por lo que la carga en la 
dirección z es 


= 


16.0(10*) Pa , , v 
-5“ÍT - = 80(10“*) mm/mm 


2QQ{10 9 ) Pa 
Por lo tanto, el alargamiento axial de la barra es 

S z = e t L t = [80(10“*)](1.5 m) = 120 ^m 


Resp. 


Usando la ecuación 3-9, donde = 0.32, como lo indica el interior 
de la contraportada, las deformaciones por contracción lateral en am¬ 
bas direcciones x y y son 

e x = e y = = -0.32[80(1Q“*)] = -25.6 pun/m 

Así que los cambios en las dimensiones de la sección transversal son 

£* = e x L x = -[25.6(10"*)] (0.1 m) = -2.56 fim Resp. 

8 y = e y L y = -[25.6{10“*)](0.05 m) = -L28 Resp. 
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Hpjitni 3*23 



T* Tr 

Figiirii 3-24 


T 


3.7 Diagrama de esfuerzo-deformación 
cortante 


En la sección 1.5 se demostró que cuando un pequeño elemento de material 
se somete a cortante puro, el equilibrio exige que se desarrollen esfuerzos 
cortantes iguales en las cuatro caras del elemento. Estos esfuerzos deben 
dirigirse hacia O desde las esquinas diagonalmente opuestas del elemento, 
como se muestra en la figura 3-23a. Por otra parte, si el material es homo¬ 
géneo e isotrópico, entonces este esfuerzo cortante distorsionará de manera 
uniforme al elemento, figura 3-23¿>. Como se mencionó en la sección 2.2, la 
deformación cortante y^ mide la distorsión angular del elemento relativa a 
Eos lados que en un principio se encontraban a lo largo de los ejes x y y. 

El comportamiento de un material sometido a cortante puro puede 
estudiarse en un laboratorio usando probetas en forma de tubo delgado 
y sometiéndolas a una carga de torsión. Si se realizan las mediciones del 
par de torsión aplicado y el ángulo de giro resultante, mediante los mé¬ 
todos que se explicarán en el capítulo 5, los datos pueden utilizarse para 
determinar el esfuerzo cortante y la deformación cortante, con esto es 
posible trazar un diagrama de esfuerzo-deformación cortante. En la figu¬ 
ra 3-24 se muestra un ejemplo de este diagrama para un material dúctil. 
AI igual que en el ensayo de tensión, este material tiene un comporta¬ 
miento elástico lineal cuando se somete a fuerza cortante y tendrá un 
Umite de proporcionalidad r p ¡ definido. Por otro lado, el endurecimien¬ 
to por deformación ocurrirá hasta que se alcance un esfuerzo cortante 
último T a . Por último, el material comenzará a perder su resistencia al 
cortante cuando llegue a un punto donde se fracture, r^. 

Para la mayoría de los materiales de ingeniería, como el que acaba¬ 
mos de describir, el comportamiento elástico es lineal, por lo que la ley de 
Hooke para el esfuerzo cortante se puede escribir como 


T = Gy 


(3-10) 


Aquf G se llama módulo de elasticidad cortante o módulo de rigidez cor¬ 
tante (o simplemente módulo de rigidez). Su valor representa la pendiente 
de la línea en el diagrama t-y, es decir, G = tjy p) . Los valores típicos 
para los materiales comunes de ingeniería se presentan en el interior de la 
oontraportada. Observe que las unidades de medida para G serán las mis¬ 
mas que para r (Pa o psi), puesto que y se mide en radianes, una cantidad 
adimensional. 

Como se verá en la sección 10.6, las tres constantes de material, E, v y 
Gen realidad están relacionadas por la ecuación 



E 

2(1 + y) 


(3-11) 


Siempre que E y G se conozcan, el valor de v puede determinarse a partir 
de esta ecuación y no a través de una medición experimental. Por ejemplo, 
en el caso del acero A-36, E m = 29(10 3 ) ksi y G ac = 11.0(10*) ksi, de modo 
que, a partir de la ecuación 3-11, v íc = 0.32. 
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EJEMPLO 3.5 


Una probeta hecha con una aleación de titanio se prueba a torsión y 
el diagrama de esfuerzo-deformación cortante se muestra en la figura 
3-2 5a. Determine el módulo de rigidez G,el límite de proporcionalidad 
y el esfuerzo cortante último. Además, determine la distancia d máxi¬ 
ma que puede desplazarse de manera horizontal la parte superior de 
un bloque de este material, como el mostrado en la figura 3-25¿>, si el 
material se comporta elásticamente cuando actúa sobre él una fuerza 
cortante V. ¿Cuál es la magnitud de V necesaria para causar este des¬ 
plazamiento? 

SOLUCIÓN 

Módulo de rigidez. Este valor representa la pendiente de la por¬ 
ción en línea recta O A del diagrama r-y. Las coordenadas del punto A 
son (0.008 rad, 52 ksi). Por lo tanto, 



G = 


52 ksi 
0.008 rad 


= 6500 ksi 


Resp. 


Así que la ecuación de la línea OA es r = Gy = 6500y, que es la ley de 
Hooke para el cortante. 

Límite de proporcionalidad- Por inspección, la gráfica deja de 
ser lineal en el punto A. Entonces, 


2 pulg 



tpi = 52 ksi 


Resp. 


<b> 

llgiir» 3-25 


Esfuerzo último- Este valor representa el esfuerzo cortante máxi¬ 
mo, punto B. En la gráfica, 


r u = 73 ksi 


Resp. 


Desplazamiento elástico y fuerza cortante máximos- Como 
la deformación cortante elástica máxima es de 0.008 rad, un ángulo muy 
pequeño, la parte superior del bloque en la figura 3-25¿> se desplazará 
de manera horizontal: 


tan(0.008 rad) « 0.008 rad = 
d = 0.016 pulg 


2pulg 


Resp. 


El esfuerzo cortante promedio correspondiente en el bloque es r pl = 
52 ksi. Así, la fuerza cortante V necesaria para causar el desplaza¬ 
miento es 


* prom 


v 

Á' 


52 ksi = 


(3 pulg) (4 pulg) 
V = 624 kip 


Resp. 
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EJEMPLO 3.6 


165 kN 


í 

H 


165 kN 
Figura 3-26 


En la figura 3-26 se muestra una probeta de aluminio que tiene un diá¬ 
metro = 25 mm y una longitud calibrada L 0 = 250 mm. Si una fuerza 
de 165 kN alarga la longitud calibrada 1.20 mm, encuentre el módulo de 
elasticidad. Además, determine qué tanto se contrae el diámetro de la 
probeta por la acción de la fuerza. Considere que = 26 GPa y <r y = 
440 MPa. 

SOLUCIÓN 

Módulo de elasticidad- El esfuerzo normal promedio en la pro¬ 
beta es 


_ P_ _ 


165(10 3 ) N 


= 336.1 MPa 


A ( v / 4) (0.025 m) 2 

y la deformación normal promedio es 
5 1,20 mm 

e = — = ttt -= 0.00480 mm/mm 

L 250 mm ' 

Como a <<r y = 440 MPa, el material Se comporta elásticamente. Por lo 
tanto, el módulo de elasticidad es 

a 336.1(10*) Pa 

-™- 0GPa 

Contracción del diámetro- Primero se determinará la razón de 
Poísson para el material mediante la ecuación 3-11. 

E 


G = 
26 GPa = 


2(1 + v) 
70.0 GPa 


2(1 + y) 

v = 0.347 

Como = 0.00480 mm/mm, entonces por la ecuación 3-9, 

Clftt 


v = 


0.347 = 


Cldiig 


*=lal 


0.00480 mm/mm 
ei at = -0.00166 mm/mm 
Por consiguiente, la contracción del diámetro es 

S’ = (0.00166){25 mm) 

= 00416 mm 


Resp. 
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*3.8 Falla de materiales por flujo plástico 
y fatiga 

Hasta el momento, las propiedades mecánicas de un material se han estu¬ 
diado sólo para una carga estática o aplicada lentamente y a temperatura 
constante. Sin embargo, en algunos casos un elemento puede utilizarse en 
un ambiente para el cual las cargas deben mantenerse durante largos pe¬ 
riodos a elevadas temperaturas o, en otros casos, la carga puede repetirse o 
ciclarse. En este libro no se considerarán estos efectos, aunque se mencio¬ 
nará de manera breve cómo se determina la resistencia de un material para 
estas condiciones, ya que en el diseño se les da un tratamiento especial. 

Flujo plástico. Cuando un material debe soportar una carga por un pe¬ 
riodo muy largo, puede continuar deformándose hasta que ocurre una frac¬ 
tura súbita o su utilidad se ve afectada. Esta deformación permanente que 
depende del tiempo se conoce como flujo plástico. Por lo general el flujo 
plástico se toma en cuenta cuando se usan metales y cerámica para construir 
elementos estructurales o partes mecánicas que están sometidas a altas tem¬ 
peraturas. Sin embargo, para algunos materiales, como polímeros y materia¬ 
les compuestos (incluyendo la madera o el concreto) la temperatura no es 
un factor importante, pero el flujo plástico puede ocurrir estrictamente por 
la aplicación de cargas durante un tiempo prolongado. Como un ejemplo 
típico, considere el hecho de que una banda de caucho no volverá a su forma 
original después de ser liberada de una posición estirada en la que permane¬ 
ció durante un periodo muy largo. En un sentido general, tanto el esfuerzo 
como la temperatura tienen un papel importante en la tasa de flujo plástico. 

Para efectos prácticos, cuando el flujo plástico se vuelve importante, un 
elemento se diseña para resistir una deformación por flujo plástico espe¬ 
cífica para un determinado periodo. Una propiedad mecánica importante 
que se utiliza eneste sentido se llama resistencia al flujo plástico. Este valor 
representa el mayOT esfuerzo que puede soportar el material durante un 
lapso determinado, sin sobrepasar una deformación por flujo plástico per¬ 
misible. La resistencia al flujo plástico puede variar con la temperatura, y 
para el diseño se debe especificar una temperatura dada, una duración de 
la carga y una deformación por flujo plástico permisible. Por ejemplo, se 
ha sugerido un flujo plástico por deformación de 0.1 por dentó al año para 
el acero en pernos y tuberías. 

Existen varios métodos para determinar una resistencia al flujo plástico 
permisible para un material en particular. Uno de los más sencillos con¬ 
siste en probar varias probetas al mismo tiempo a una temperatura cons¬ 
tante, pero sometiendo a cada una a un esfuerzo axial diferente. Al medir 
d tiempo necesario para produdr la deformadón permisible o la defor- 
madón de fractura para cada probeta, se puede establecer una curva de 
esfuerzo contra tiempo. Por lo general estos ensayos se realizan hasta un 
máximo de 1000 horas. En la figura 3-27 se muestra un ejemplo de los 
resultados para el acero inoxidable a una temperatura de 1200 °F y una 
deformadón por flujo plástico prescrita en 1 por dentó. Como puede ob- 



La aplicación por largo tiempo de la carga 
del cable sobre este poste causó que se de¬ 
formara debido al flujo plástico. 


ír{ks¡) 



Diagrama <7-rpara el acero inoxidable a 
1200 C F y deformadón por flujo plástico 
del t por dentó. 

Figura 3-27 
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El diseño de los elementos utilizados en 
los juegos de un parque de diversiones re¬ 
quiere una cuidadosa consideración de las 
cargas cíclicas que pueden causar fatiga. 



Los ingenieros deben tomar en cuenta la 
posible fatiga de las partes móviles de este 
equipo de perforación petrolera. 


servarse, este material tiene una resistencia al flujo plástico de 40 ksi (276 
MPa) a temperatura ambiente (0.2 por dentó de compensación) y la re¬ 
sistencia al flujo plástico durante 1000 h resulta ser aproximadamente <r c = 
20 ksi (138 MPa). 

En general, la resistencia al flujo plástico disminuye para temperaturas 
más altas o para una aplicación de esfuerzos mayores. En periodos más 
largos, deben hacerse extrapolaciones de las curvas. Para hacer esto se 
requiere derta experiencia con el comportamiento del flujo plástico y 
algunos conocimientos complementarios sobre las propiedades del ma¬ 
terial. Además, una vez determinada la resistencia del material al flujo 
plástico, se aplica un factor de seguridad para obtener un esfuerzo per¬ 
misible adecuado para el diseño. 

Fatiga. Cuando un metal se somete a ciclos repetidos de esfuerzo o de- 
formadón, éstos hacen que su estructura se deforme, llevándolo en última 
instanda a la fractur a. Este comportamiento se denomina fatiga , y suele 
ser responsable de un gran porcentaje de fallas en bielas y cigüeñales de 
motor, hélices de turbinas a vapor o gas; conexiones o soportes de puentes, 
ruedas y ejes de ferrocarril; y otras partes sujetas a una carga rfdica. En 
todos estos casos, la fractura se produdrá con un esfuerzo que es menor al 
esfuerzo de cedenda del material. 

Al parecer, la naturaleza de esta falla deriva de la existencia común 
de imperfecciones microscópicas en la superficie del elemento, donde el 
esfuerzo localizado se vuelve mucho mayor que el esfuerzo promedio 
que actúa sobre la sección transversal. A medida que este gran esfuerzo 
se repite en forma cíclica, conduce a la formación de diminutas grietas. 
La aparición de estas grietas causa un incremento del esfuerzo en las 
puntas o límites de las mismas, que a SU vez provoca un crecimiento de 
las grietas mientras el esfuerzo continúa en ciclo. Finalmente, el área 
de la sección transversal del elemento se reduce hasta el punto en el que 
ya no puede sostener la carga y,en consecuenda.se produce una fractura 
súbita. El material, aunque sea conocido por su ductilidad, se comporta 
oomo si fuera frágil. 

Con el fin de espedficar una resistencia segura para un material me¬ 
tálico sometido a cargas repetitivas, es necesario determinar un límite 
debajo del cual no pueda detectarse evidencia de falla después de aplicar 
una carga durante un determinado número de dclos. Este esfuerzo limi¬ 
tante se llama límite de resistencia a la fatiga. Usando una máquina de 
pruebas para este propósito, se somete una serie de probetas cada una a 
un esfuerzo determinado, de manera cíclica hasta la falla. Los resultados 
se muestran como una gráfica que representa el esfuerzo S (o cr) en el eje 
vertical y el número de ciclos hasta la falla N en el eje horizontal. Esta 
gráfica se llama diagrama S-N o diagrama esfuerzo-ciclos, y casi siempre 
los valores de IV se representan en una escala logarítmica ya que suelen 
ser bastante grandes. 

En la figura 3-28 se muestran ejemplos de diagramas S-N para dos 
metales de ingeniería de uso común. El límite de resistencia a la fatiga, o 
simplemente límite de fatiga, se identifica como el esfuerzo para el cual 
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Ea gráfica S-N se vuelve horizontal o asin- 
tótíca. Como puede observarse, el acero 
tiene un valor bien definido de (3^)^ = 27 
bsi (186 MPa). Sin embargo, el límite de 
fatiga para el aluminio no está bien defi¬ 
nido, por lo que suele especificarse como 
d esfuerzo que tiene un límite de 500 mi¬ 
llones de ciclos, (5^)^ = 19 ksi (131 MPa). 
Una vez que se ha obtenido un valor 
particular, a menudo se asume que para 
cualquier esfuerzo por debajo de este 
valor, la vida a la fatiga es infinita, y por 
consiguiente el número de ciclos hasta la 
falla ya no se toma en cuenta. 


£{ks¡) 



Diagrama S-N para el acero y las aleaciones de aluminio 
{el ejeiVtiene una escala logarítmica) 


figura 3-28 


Puntos importantes 


La razón de Poisson, v, es una relación entre la deformación la¬ 
teral de un material homogéneo e isotrópico sobre su deforma¬ 
ción longitudinal. En general, estas deformaciones tienen signos 
opuestos, es decir, si uno es un alargamiento, el otro será una 
contracción. 

El diagrama de esfuerzo-deformación cortante es una gráfica del 
esfuerzo cortante contra la deformación cortante. Si el material 
es homogéneo e isotrópico, y además es elástico lineal, la pen¬ 
diente de la línea recta dentro de la región elástica se denomina 
módulo de rigidez o módulo de cortante, G. 

Existe una relación matemática entre G, E y v. 

El flujo plástico es la deformación en función del tiempo de un 
material para el que el esfuerzo y la temperatura juegan un pa¬ 
pel importante. Los elementos se diseñan para resistir los efec¬ 
tos del flujo plástico con base en la resistencia al flujo plástico 
del material, que es el máximo esfuerzo inicial que puede sopor¬ 
tar un material durante un periodo determinado, sin sobrepasar 
cierta deformación por flujo plástico. 

' La fatiga en los metales ocurre cuando el esfuerzo o la defor¬ 
mación son cíclicos. Este fenómeno ocasiona una fractura frágil 
del material. Los elementos se diseñan para resistir la fatiga al 
garantizar que el esfuerzo en el elemento no exceda su límite 
de resistencia a la fatiga. Este valor se determina a partir de un 
diagrama S-N como el esfuerzo máximo que el material puede 
resistir cuando se somete a un determinado número de ciclos 
de carga. 
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PROBLEMAS FUNDAMENTALES 



13-13, Una barra de 100 mm de longitud tiene un diámetro 
de 15 mm. Si se le aplica una carga axial de tensión de 10 kN, 
determine el cambio en su diámetro. £ = 70 GPa, v =035. 
13-14. U na barra circular sólida que tiene 600 mm de largo 
y 20 mm de diámetro se somete a una fuerza axial de P =50 
kN. La elongación de la barra es & =1,40 mm y su diámetro 
se convierte en d' = 19.9837 mm. Determine el módulo de 
elasticidad y el módulo de rigidez del material, suponiendo 
que éste no experimenta cedenda. 


13-16. Un bloque de 20 mm de ancho está firmemente uni¬ 
do a placas rígidas en sus partes superior e inferior. Cuando 
se aplica la fuerza P al bloque, éste se deforma como lo indi¬ 
ca la línea discontinua, Si a=3 mm y P se retira, determine 
la deformación cortante permanente en el bloque. 


T(MPa) 



13-16 


13-15. Un bloque de 20 mm de ancho está firmemente uni¬ 
do a placas rígidas en sus partes superior e inferior. Cuando 
se aplica la fuerza P al bloque, éste se deforma como lo Ín¬ 
tica la línea discontinua. Determine la magnitud de P si el 
material del bloque tiene un módulo de rigidez G =26 GPa. 
Suponga que el material no presenta cedencia y utilice un 
análisis de ángulo pequeño. 


0i mm 

-150 mm- 
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PROBLEMAS 


•3*25. La barra de plástico acrflico tiene 200 mm de largo y 
15 mm de diámetro. Si se le aplica una carga axial de 300 N, 
determine el cambio en su longitud y el cambio de su diáme¬ 
tro. £ p =2,70GPa, v p = 0.4. 


300 N 


300 mm ■ 


300 N 


Proh, 3*25 


*3-28. En la figura se muestra la porción elástica del diagra¬ 
ma de esfuerzo-deformación para una aleación de acero. La 
probeta de la que se obtuvo tenía un diámetro original de 
13 mm y una longitud calibrada de 50 mm. Si se aplica una 
carga P = 20 kN sobre la probeta, determine su diámetro y 
longitud calibrada. Considere que *'=0,4. 



3-26. El bloque cilindrico corto de aluminio 2014-T6, que 
tiene un diámetro original de 0.5 pulg y una longitud de 1.5 
pulg, se coloca entre las quijadas lisas de una prensa de ban¬ 
co y se aprieta hasta que la carga axial aplicada es de 800 Ib. 
Determine (a) la disminución en su longitud y (b) su nuevo 
(Sámetro. 



l’rob. 3-26 


3-27. En la figura se muestra la porción elástica del diagra¬ 
ma de esfuerzo-deformación para una aleación de acero. La 
probeta de la que se obtuvo tenía un diámetro original de 
13 mm y una longitud calibrada de 50 mm. Cuando la car¬ 
ga aplicada sobre la probeta es de 50 kN, el diámetro es de 
12,99265 mm. Determine la razón de Poisson para el ma¬ 
terial. 


<r(MPa) 



Pro h. 3*28 


•3-29. El bloque de aluminio tiene una sección transversal 
rectangular y está sometido a una fuerza axial de compresión 
de 8 kip. Si el Jado de 1.5 pulg cambia su longitud a 1.500132 
pulg, determine la razón de Poisson y la nueva longitud del 
lado de 2 pulg. =10(10?) ksi. 


<z(MPa) 




Pmh. 3-27 


Priíh. 3*29 
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330. El bloque está hecho de titanio TÍ-6A1-4V y se so¬ 
mete a una compresión de 0.06 pulg a lo largo del eje y, y 
su forma muestra una inclinación de & = 89.7°. Determine 

wv 

y 






1 

1 

1 


4pUlg 6 A 



zx 




~ - 


-5pulg- 


l*mb. 3*30 

331. En la figura se muestra el diagrama de esfuerzo-de¬ 
formación cortante para una aleación de acero. Si un perno 
que tiene un diámetro de 0.75 pulg está hecho de este mate¬ 
rial y se utiliza en la junta de doble empalme, determine el 
módulo de elasticidad £ y la fuerza P necesaria para causar 
que el material experimente cedencia. Considere que v = 
03. 



T(ks¡) 




/ 



0.00545 


yfrad) 


Proh. 3*31 

*3-32. Un resorte cortante se forma al unir el anillo de cau¬ 
cho con un anillo rígido fijo y un eje. Cuando se coloca una 
carga axial P sobre el eje, demuestre que la pendiente en el 
punto y del caucho es dy/dr = -tan y - -ta n(P/(2ir AGr)), 
Para los ángulos pequeños se puede escribir dy/dr = 
-P/(2nhGr). Integre esta expresión y evalúe la constante de 
integración con la condición de que y =0 en r = r p , A partir 
del resultado, calcule la deflexión y=5 del eje. 
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•333. El soporte consis te en tres placas rígidas, las cuales 
están conectadas entre sf mediante dos almohadillas de cau¬ 
cho colocadas simétricamente. Si se aplica una fuerza verti¬ 
cal de 5 N a la placa A, determine el desplaza miento vertical 
aproximado de esta placa, debido a las deformaciones 
cortantes en el caucho. Cada almohadilla tiene dimensio¬ 
nes en sus secciones transversales de 30 mm por 20 mm. 
G,=0.20MPa. 



Proh, 3-33 


3-34. Un resorte a cortante se hace con dos bloques de cau¬ 
cho, cada uno con una altura A, una anchura b y un espesor 
a. Los bloques están unidos a las tres placas como se muestra 
en la figura. Si las placas son rígidas y el módulo cortante del 
caucho es G, determine el desplazamiento de la placa A si se 
le aplica una carga vertical P, Suponga que el desplazamien¬ 
to es pequeño, de manera que 8 = a tan y * ay. 


P 



Prob. 3-32 


Proh. 3-34 
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REPASO DE CAPÍTULO 


Una de las pruebas más importantes para b resistencia de materiales es el ensayo de tensión. 
Los resultados, que se encuentran al estirar una probeta de tamaño conocido, se gráfican como el 
esfuerzo normal en el eje vertical y la deformación normal en el eje horizontal. 


Muchos materiales de ingeniería exhi¬ 
ben en un inicio un comportamiento 
elástico lineal, según el cual el esfuerzo 
es proporcional a b deformación, defi¬ 
nido por b ley de Hooke, <r = Ec. Aquí 
E, llamado módulo de ebsticidad, es 
la pendiente de esta línea recta en el 
dagrama de esfuerzo-deformación. 


Cuando el material se estira más alb 
del punto de cedencb, ocurre una de¬ 
formación permanente. En particular, 
d acero tiene una región de cedencb, 
donde el material exhibe un aumento 
en b deformación sin incremento del 
esfuerzo. La región de endurecimien¬ 
to por deformación ocasiona que, para 
continuar haciendo ceder al material, 
se requiera un aumento correspondien¬ 
te en el esfuerzo. Finalmente, en el es¬ 
fuerzo último, una región localizada en 
la probeta comenzará a adelgazarse, 
formando un cuello. Después de esto se 
produce b fractura. 


Los materiales dúctiles, como la mayoría 



de los metales, muestran un comporta¬ 
miento tanto elástico como plástico. La 

Percentaje de elongación = —--(100%) 

Lq 


madera es moderadamente dúctil. Por 

A$-A f 


lo ge neral, b ductilidad se especifica me¬ 
lante b elongación permanente hasta 
la ruptura o por la reducción porcentual 
en el área de b sección transversal. 

Percentaje de reducción de área = ——-(100%) 



Cr 
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Los materiales frágiles presentar» poca 
o ninguna cedenciá antes de la falla. El 
hierro fundido, el concreto y el vidrio 
son ejemplos típicos. 


El punto de cedenciá de un material en 
A puede incrementarse mediante el en¬ 
durecimiento por deformación. Esto se 
logra al aplicar una carga que ocasione 
un esfuerzo mayor que el esfuerzo de 
cedenciá, para después retirar la carga. 
El máximo esfuerzo A' se convierte en 
el nuevo punto de cedenciá para el ma¬ 
terial. 


/ 



materia 1 frágil 

-€ 

<r 

megión 

legión 

elástica 

plástica 

J 

airga/j 
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/descarga 

J, 
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c 


deformación 

permanente 


recuperación 
elástica 


Cuando se aplica una carga a un ele¬ 
mento, las deformaciones causan que la 
energía de deformación se almacene en 
el material. La energía de deformación 
por unidad de volumen o densidad de 
la energía de deformación es equiva¬ 
lente al área bajo la curva de esfuerzo- 
deformación. Esta área hasta el punto 
de cedenda se llama módulo de resi- 
liencia. Toda el área bajo el diagrama 
de esfuerzo-deformación se denomina 
módulo de tenacidad. 


<r 



V 

Módulo de resiliencia 


<r 
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La razón de Poisson, v es una propie¬ 
dad ¿dimensional de los materiales que 
relaciona la deformación lateral con la 
deformación longitudinal. Su rango de 
valores es G±í ^0.5. 

„ = -JÜL 

, li\ 

R 

i" '\S 6/2 

Forma original Forma final 

Irrisión é & 

Los diagramas de esfuerzo cortante 
contra deformación cortante también 
pueden establecerse para un material. 
Dentro de la región elástica, t = Gy, 
donde G es el módulo de cortante, que 
se encuentra a partir de la pendiente de 
la linea El valor de v se puede obtener 
de la relación que eraste entre G, E y v. 

r _ E 

2(1+ V ) 


r 

°y 

r 

Cuando los materiales están en servi¬ 
do durante largos periodos, las consi¬ 
deraciones de flujo plástico se vuelven 
importantes. El flujo plástico es la tasa 
de deformación que se produce con es¬ 
fuerzos grandes y a temperaturas altas. 

El diseño requiere que el esfuerzo en 
d material no exceda un esfuerzo per¬ 
misible basado en la resistencia al flujo 
plástico del material. 

La fatiga puede producirse cuando el 
material se somete a un gran nume¬ 
ro de ciclos de carga. Este efecto hará 
que se formen grietas microscópicas, 
lo que conduce a una falla frágil- Para 
prevenir la fatiga, el esfuerzo en el ma¬ 
terial no debe exceder el límite de fati¬ 
ga del material. 
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Capítulo 3 Propiedades mecánicas de los materiales 


PROBLEMAS DE REPASO 



335. En la figura se muestra la porción elástica del diagra¬ 
ma de esfuerzo-deformación a tensión para una aleación 
de aluminio. La probeta que se usa para el ensayo tiene 
una longitud calibrada de 2 pulg y un diámetro de 0.5 pulg. 
Cuando la carga aplicada es de 9 kip, el nuevo diámetro de 
la probeta es 0/4-9935 pulg. Calcule el módulo de corte 
para el aluminio. 

*3-36. En la figura se muestra la porción elástica del diagra¬ 
ma de esfuerzo-deformación a tensión para una aleación de 
aluminio. La probeta que se usa para el ensayo tiene una 
longitud calibrada de 2 pulg y un diámetro de 0.5 pulg. Si la 
carga aplicada es de 10 kip, determine el nuevo diámetro de 
la probeta. El módulo de corte es =3.8(10*) ksi. 


3-38. Un bloque cilindrico corto de aluminio 6061-T6. con 
un diámetro original de 20 rara y una longitud de 75 rara, se 
coloca en una máquina de compresión y se aplasta hasta que 
la carga axial aplicada es de 5 kN. Determine (a) la disminu¬ 
ción de su longitud y (b) su nuevo diámetro. 

3-39. La viga rígida descansa en posición horizontal sobre 
dos cilindros de aluminio 2014-T6 que tienen las longitudes 
sin carga que se muestran en la figura. Si cada cilindro tiene 
un diámetro de 30 rara, determine la distancia x de aplica¬ 
ción de la carga de 80 kN, de forma que la viga permanezca 
en posición horizontal. ¿Cuál es el nuevo diámetro del cilin¬ 
dro A después de aplicar la carga? v a = 035. 



frobs. 3-35/36 


80 kN 



337. En la figura se muestra el diagrama a-c de las fibras 
elásticas que forman la piel y el músculo humanos, Determi¬ 
ne el módulo de elasticidad de las fibras, estime su módulo 
de tenacidad y módulo de resíliencia. 


*3-40. La cabeza H está conectada al cilindro de un com¬ 
presor mediante seis pernos de acero. Si la fuerza de suje¬ 
ción en cada perno es de 800 Ib, determine la deformación 
normal en éstos. Cada perno tiene un diámetro de ^ de pulg. 
Si <r Y = 40 ksi y E k =29(10*) ksi, ¿cuál es la deformación en 
cada perno cuando se desenrosca la tuerca para retirar la 
fuerza de sujeción? 



Proh. 3-37 


l*r«h. 3-441 
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•3-41. La piedra tiene una masa de 800 kg y su centro de 
gravedad en G. Descansa sobre una plataforma en A y un 
rodillo enS. La plataforma está fija al suelo y tiene una altu¬ 
ra comprimida de 30mm, una anchura de 140 mm y una lon¬ 
gitud de 150 mm. Si el coeficiente de fricción estática entre 
la plataforma y la piedra es ^=08, determine el desplaza¬ 
miento horizontal aproximado de la piedra, causado por las 
deformaciones angulares de la plataforma, antes de que la 
piedra comience a deslizarse. Suponga que la fuerza normal 
en A actúa a 1,5 m de G como se muestra en la figura. La 
plataforma está hecha de un material que tiene E = 4 MPa 
y v=0,35. 



IVoh. 3-41 


342. La barra de DA es rfgida y en un principio se man¬ 
tiene en posición horizontal cuando el peso W se sostiene 
desde C, Si el peso ocasiona que B se desplace hacia abajo 
<1025 pulg, determine la deformación en los alambres DE y 
BC, Además, sí los alambres están hechos de acero A-36 
y tienen un área en su sección transversal de 0.002 pulg 2 , de¬ 
termine el peso IV. 


343. El perno de 8 mm de diámetro está hecho de una 
aleación de aluminio. Atraviesa una manga de magnesio 
que tiene un diámetro interior de 12 mm y un diámetro ex¬ 
terior de 20 mm. Si las longitudes originales del perno y la 
manga son 80 mm y 50 mm, respectivamente, determine las 
deformaciones en La manga y el perno si la tuerca en el perno 
se aprieta de modo que la tensión en el perno es de 8 kN. 
Suponga que el material en A es rígido. E a = 70 GPa, 
E^=45GPa. 




50 mm 


—■ 30 mm 


ÍV«b. 3-43 



*344. El alambre AB de acero A-36 tiene un área en su 
sección transversal de 10 mm? y está sin estirar cuando 6 = 
45.0 a . Determine la carga aplicada P requerida piara causar 
que 6 —44.9 a . 




Pmh. 342 


Pr«h. 344 





































Esta serie de tubos encadenados, que se encuentra suspendida de un bloque móvil en un poso petrolero, está sometida 
a cargas y deformaciones axiales muy grandes. 
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Carga axial 


OBJETIVOS DEL CAPÍTULO 

En el capítulo 1 se desarrolló el método para determinar el esfuerzo 
normal en elementos cargados axialmente. En este capítulo se estudia¬ 
rá cómo determinar la deformación de estos elementos; asimismo se 
desarrollará un método para encontrar las reacciones de apoyo cuando 
éstas no pueden determinarse con precisión mediante las ecuaciones 
de equilibrio. También se realizará un análisis de los efectos del esfuerzo 
térmico, las concentraciones de esfuerzos, las deformaciones inelásticas 
y el esfuerzo residual. 


4.1 Principio de Saint-Venant 

En los capítulos anteriores se ha desarrollado el concepto de esfuerzo 
como un medio para medir la distribución de fuerzas dentro de un cuerpo 
y la deformación unitaria como un medio para medir la deformación de 
éste. También se ha demostrado que la relación matemática entre el es¬ 
fuerzo y la deformación depende del tipo de material del que está hecho el 
cuerpo. En particular, si el material se comporta de manera elástica lineal, 
entonces se aplica la ley de Hooke y existe una relación proporcional entre 
el esfuerzo y la deformación. 
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Capitulo 4 Carga axial 


1 ___ La carga distorsiona las líneas 

" ~ que se encuentran cerca de ella 


Las líneas ubicadas lejos 
de la carga y el soporte 
se mantienen rectas 


tm 1 


La carga distorsiona las líneas 
que se encuentran cerca del soporte 


« 


R)>ura 4-1 


Con esta idea, considere la manera en que una barra rectangular se de¬ 
formará elásticamente cuando la barra se someta a una fuerza P aplicada a 
lo largo de su eje cent roída!, figura 4- la. Aquí, la barra está fija en uno de 
sus extremos y la fuerza se aplica a través de un orificio en su otro extremo. 
Debido a la carga, la barra se deforma como lo indican las líneas dibujadas 
sobre ella y qué una vez fueron horizontales O verticales. Observe cómo la 
deformación localizada que ocurre en cada extremo tiende a disminuir y 
las líneas se vuelven uniformes en toda la sección media de la barra. 

Si el material se conserva elástico, entonces las deformaciones unitarias 
causadas por esta deformación están directamente relacionadas con el es¬ 
fuerzo en la barra. Como resultado, el esfuerzo se distribuirá de manera 
más uniforme en toda el área de la sección transversal cuando ésta sea 
tomada cada vez más lejos del punto donde se aplica alguna carga exter¬ 
na. Por ejemplo, considere un perfil de la variación de la distribución de 
esfuerzos que actúa sobre las secciones a-a, b-b y c-c, cada uno de ellos se 
muestra en la figura 4-l¿. Por comparación, el esfuerzo tiende a alcanzar 
un valor uniforme en la sección c-c, que está lo suficientemente lejos del 
extremo para que la deformación localizada causada por P se desvanezca. 
La distancia mínima desde el extremo de la barra hasta el punto donde 
ocurre esto, puede determinarse mediante un análisis matemático basado 
en la teoría de la elasticidad. 

Se ha encontrado que esta distancia debe ser al menos igual a la mayor 
dimensión de la sección transversal cateada. Por lo tanto, la sección c-c 
debe ubicarse a una distancia por lo menos igual a la anchura (no el espe¬ 
sor) de la barra.* 


'Cuando la sección c-c se localiza de esta forma, la teoría de la elasticidad predice que el 
esfuerzo máximo será <r rafa = 1 >0^r rma > 



4.1 


Principio de Saint-Venant 
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P 



sección a-a 



%(rt4-l (conL) 



sección c-c 


(c> 


De la misma manera, la distribución de esfuerzos en el soporte tenderá 
a equilibrarse y llegará a ser uniforme en la sección transversal ubicada a 
la misma distancia del soporte. 

El hecho de que el esfuerzo y la deformación se comporten de esta ma¬ 
nera se conoce como principio de Saint-Venant, ya que fue observado por 
primera vez por el científico francés Barré de Saint-Venant en 1855. En 
esencia, establece que el esfuerzo y la deformación que se producen en los 
puntos de un cuerpo lo suficientemente alejados de la región donde se aplica 
¡a carga serán iguales al esfuerzo y la deformación producidos por cuales¬ 
quiera cargas aplicadas que tengan la misma resultante estáticamente equi¬ 
valente, y que se apliquen al cuerpo dentro de la misma región. Por ejemplo, 
si dos fuerzas Pfl aplicadas de manera simétrica actúan sobre la barra de 
la figura 4-le, la distribución de esfuerzos en la sección c-c será uniforme y, 
por lo tanto, equivalente a ¿r^^ = P/A como en la figura 4-1 b. 



Cfeserve cómo se distorsionan las líneas sobre 
esta membrana de caucho después de haber sido 
estirada. Las distorsiones localizadas en las cua- 
(Hcul as se suavizan como lo establece el principio 
de Saint-Venant, 
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Capítulo 4 Carga axial 


4.2 Deformación elástica de un elemento 
cargado axial mente 

En esta sección se usará la ley de Hooke y las definiciones de esfuerzo 
y deformación a fin de desarrollar una ecuación que pueda utilizarse para 
determinar el desplazamiento elástico de un elemento sometido a caigas 
axiales. Para generalizar el desarrollo, considere la barra mostrada en la 
figura 4-2 a, la cual tiene un área transversal que varía gradualmente en 
toda su longitud L. La barra está sometida a cargas concentradas en sus 
extremos y a una carga variable externa distribuida en toda su longitud. 
Esta distribución de carga podría, por ejemplo, representar el peso de la 
barra si ésta no se conserva en posición horizontal, o las fuerzas de fricción 
que actúan sobre la superficie de la barra. Aquí se desea encontrar el des¬ 
plazamiento relativo S (delta) provocado por esta carga en un extremo de 
la barra con respecto al otro extremo. No se tomarán en cuenta las defor¬ 
maciones localizadas que se producen en los puntos de carga concentrada 
y donde la sección transversal cambia de manera súbita. Con base en el 
principio de Saint-Venant, estos efectos se producen en pequeñas regiones 
de la longitud de la barra y pot lo tanto tendrán sólo un ligero efecto sobre 
el resultado final. En su mayor parte, la barra se deforma de manera uni¬ 
forme, por lo que el esfuerzo normal se distribuye de la misma forma sobre 
la sección transversal. 

Mediante el método de las secciones, un elemento diferencial (o roda¬ 
ja) con longitud dx y sección transversal de área A(jc) se aísla de la barra 
en la posición arbitraria x. El diagrama de cuerpo libre de este elemento 
se muestra en la figura 4-2í>. La fuerza axial interna resultante será una 
función de x puesto que la caiga externa distribuida hará que varíe a lo lar¬ 
go de la barra. Esta carga, P(x), deformará al elemento según lo indica la 
línea discontinua y, por consiguiente, el desplazamiento de un extremo del 
elemento con respecto al otro extremo es dS. El esfuerzo y la deformación 
en el elemento son . 

do 

y 


a = 


e = 


A{x) dx 

Siempre que el esfuerzo no exceda el límite proporcional, es posible apli¬ 
car la ley de Hooke, es decir, 


a = Ee 
A(x) 


dS = 


/*(*) dx 


Pi-«- 


1 

—■-1 

1 

i 


1 

_ J 



J 


A(x)E 


m- 


dx— 




ía> 


(b) 


íí^uni 4-2 
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Esta expresión debe integrarse para toda la longitud L de la barra a fin 
de encontrar fi. De lo anterior se obtiene: 


f L P(x ) dx 
l A{x)E 


(4-1) 


donde 


<5 = desplazamiento de un punto de la barra en relación con el otro 
punto 

L = longitud original de la barra 

P(jc) = fuerza axial interna en la sección, que se ubica a una distancia x 
de un extremo 

A(x) = área de la sección transversal de la barra, expresada como una 
función deje 

E = módulo de elasticidad para el material 

Carga y área de la sección transversal constantes. En mu¬ 
chos casos, la barra tendrá una sección transversal constante con área A\ 
y el material será homogéneo, por lo que E será constante. Además, si se 
aplica una fuerza externa constante en cada extremo de la barra, figura 4-3, 
entonces la fuerza interna P a lo largo de la barra también será constante. 
En consecuencia, la ecuación 4-1 se puede integrar para obtener 



(4-2) 


Si la barra está sometida a varias fuerzas axiales diferentes en toda su 
longitud, o si el área de la sección o el módulo de elasticidad cambian en 
forma abrupta de una región de la barra a otra, la ecuación anterior puede 
aplicarse a cada segmento de la baria donde estas cantidades permanecen 
constantes. En tal caso, el desplazamiento de un extremo de la barra con 
respecto al otro se encuentra a partir de la suma algebraica de los des¬ 
plazamientos relativos de los extremos de cada segmento. Para este caso 
general, 



El desplazamiento vertical en la parte s upe- 
rior de estas columnas para edificio depen¬ 
de de las cargas aplicadas sobre el techo y el 
piso fijado en su sección media. 



(4-3) 




X 



L 




4*3 
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Capítulo 4 Carga axial 


Convención de signos. Con el fin de aplicar la ecuación 4-3, debe 
desarrollare una convención de signos para la fuera axial interna y el des¬ 
plazamiento de un extremo de la barra con respecto al otro. Para ello, 
se considerará que tanto la fuerza como el desplazamiento son positivos 
si causan tensión y elongación, respectivamente, figura 4-4; mientras que 
una fuerza y desplazamiento negativos causarán compresión y contracción, 
respectivamente. 

Por ejemplo, considere la barra de la figura 4-5a. Las fuerzas internas 
axiales “P" se determinan mediante el método de las secciones para cada 
segmento, figura 4-5¿>. Son P AB = +5 kN, P BC - -3 kN, P CD = -7 kN. Esta 
variación de la carga axial se muestra en el diagrama de fuerza axial o nor¬ 
mal para la barra, figura 4-5c. Como ahora se conoce la forma en que varía 
la fuerza interna a lo largo de la barra, el desplazamiento del extremo A 
con respecto al extremo D se determina a partir de 

PL _ (5kN<-3kN)Z,g: {-7 kN)¿ Cl > 

A/D ^ AE AE + AE + AE 

Si se sustituyen los otros datos y se calcula una respuesta positiva, significa 
que el extremo A se alejará del extremo D (la barra se alarga), mientras 
que un resultado negativo indicaría que el extremo A se desplaza hacia el 
extremo D (la barra se acorta). La notación con doble subíndice se utiliza 
para hacer referencia a este desplazamiento relativo (5^); sin embargo, si 
el desplazamiento debe determinarse en relación a un punto fijo, entonces 
se utilizará sólo un subíndice. Por ejemplo, si D se encuentra en un soporte 
fijo, entonces el desplazamiento se denominaría simplemente <5^. 



+& 


+P r _ 

-1— 

■t* ■- 



+& 

Convención de signos positivos para P y & 
Hf’iiru 4-4 



5 kN 

— 


SkN 


4kN 


-ab~ 




-f YV 


(a) 


7 kN 
-4- 

D 


^ = 5 kN 


5kK £ 


^8kK 

:Z —> 


5 kN 


Pac = 3 kN 


B 


Peo = 7 kN 



7 kN 


P {kN) 



(c) 


D 

(fe) 


l'lgitra 4*5 
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Puntos importantes 


■ El principio de Saint-Venant establece que tanto la deformación localizada como el esfuerzo que se pro¬ 
ducen dentro de las regiones donde se aplica la carga o en los soportes, tienden a “equilibrarse” después 
de una distancia suficientemente alejada de estas regiones. 

El desplazamiento de un extremo de un elemento cargado axial mente con respecto a su otro extremo, se 
determina mediante la relación de la caiga interna aplicada y el esfuerzo usando <r = P/A, y al relacionar 
el desplazamiento con la deformación a través dee=dS/dx. Por último, estas dos ecuaciones se combinan 
mediante la ley de Hooke, <r=Ee, de donde se obtiene la ecuación 4-1. 

* Como la ley de Hooke se ha utilizado en el desarrollo de la ecuación de desplazamiento, es importante 
que ninguna carga interna provoque la cedenda del material, y que el material sea homogéneo y se com¬ 
porte en forma elástica lineal. 


Procedimiento de análisis 


El desplazamiento relativo entre dos puntos .A y 5 de un elemento axialmente cargado puede determinarse 
al aplicar la ecuación 4-1 (o la ecuadón 4-2). Su aplicación requiere los siguientes pasos. 

Fuerza interna. 

Use el método de las secciones para determinar la fuerza axial interna P dentro del elemento. 

• Si esta fuerza varía en toda la longitud del elemento debido a una carga externa distribuida ,debe hacer¬ 
se una sección a la distancia arbitraria x desde un extremo del elemento y la fuerza debe representarse 
como una función de x, es decir, P(x). 

Si sobre el elemento actúan varias fuerzas externas constantes, debe determinarse la fuerza interna de 
cada segmento del elemento, entre cualquiera de las dos fuerzas externas. 

• Para cualquier segmento, una fuerza de tensión interna es positiva y una fuerza de compresión interna 
es negativa. Por conveniencia, los resultados de las cargas internas pueden mostrarse de manera gráfica 
mediante la construcción del diagrama de fuerza normal. 

Desplazamiento. 

• Cuando el área de la sección transversal del elemento varía en toda su longitud, el área debe expresarse 
como una función de su posición *,e$ decir, A(j:). 

Si el área de la sección transversal, el módulo de elasticidad o la carga interna cambian de manera sú¬ 
bita , entonces la ecuación 4-2 debe aplicarse a cada segmento para el que estas cantidades sean cons¬ 
tantes. 

Al sustituir los datos en las ecuaciones 4-1 a 4-3, asegúrese de tomar en cuenta el signo adecuado para 
la fuerza interna P. Las caigas de tensión son positivas y las de compresión son negativas. Además, use 
un conjunto consistente de unidades. Para cualquier segmento, si el resultado es una cantidad numérica 
positiva, indica elongación; si es negativa, indica contracción. 
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Capítulo 4 Carga axial 


EJEMPLO 4.1 


15 kip 

,t 


4kip 


B 
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2píes 


a kip 

A 
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-9 


-P{kip> 


45 

Jf <P¡e> 
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I t^urj 4*6 
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La barra de acero A-36 que se muestra en la figura 4-6a consta de 
dos segmentos con áreas de secdón transversal A ab = 1 pulg 3 y A BD = 
2 pulg 3 . Determine el desplazamiento vertical del extremo A y el des¬ 
plazamiento de B respecto a C. 


15 kip 


15 kip 



15 kip 

t 


4 kip 


a kip 


4 kip 


\ 


(b> 


u 

f 

P CD =9 kip 


8 kip 


SOLUCIÓN 


PL 

AE 


Fuerzas internas- Debido a la aplicación de cargas externas, las 
fuerzas axiales internas en las regiones AB t BC y CD serán diferentes 
entre sí. Estas fuerzas se obtienen al aplicar el método de las seccio¬ 
nes y la ecuación de equilibrio de fuerzas verticales como se muestra en 
la figura 4-66. Esta variadón se gráfica en la figura 4-6c. 

Desplazamiento. Como indica la página final de este libro (al re¬ 
verso de la contraportada), E^ = 29(10 3 ) ksi. Si se usa la convendón de 
signos, es dedr, las fuerzas internas de tensión son positivas y las fuerzas 
de compresión son negativas, el desplazamiento vertical de A respecto 
al sopórtelo D es 

[+15 kip](2 pies)(12 pulg/pie) [+7 kip](1.5 pies)(12 pulg/pie) 


(lpulg 2 ) [29(10*) kip/pulg 2 ] 
[-9 ktp](l pie)(12 pulg/pie) 


(2 pulg 2 )[29(10 3 ) kip/pulg 2 ] 


S B/C ~ 


(2 pulg 2 ) [29(10 3 ) kip/pulg 2 ] 

= + 0.0127 pulg Resp. 

Como el resultado es positivo , la barra se alarga y por consiguiente el 
desplazamiento de A es hacia arriba. 

Al aplicar la ecuadón 4-2 entre los puntos B y C, se obtiene, 

p bc l bc [+ 7 ki P](!-5 pies)(12 pulg/pie) 


A&qE 


= +0.00217 pulg 


(2 pulg 2 ) [29(10 3 ) kip/pulg 2 ] 

Aquí B se aleja de C, puesto que el segmento se alarga. 


Resp. 
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EJEMPLO | 4.2 


El ensamble que se muestra en la figura. 4-7a consiste en un tubo AB 
de aluminio que tiene una sección transversal con un área de 400 mrrr. 
Una varilla de acero con un diámetro de 10 mm se conecta a un collarín 
rígido y se pasa por el tubo. Si se aplica una carga de tensión de 80 kN 
sobre la varilla, determine el desplazamiento de su extremo C. Conside¬ 
re E ae =200 GPa, = 70 GPa. 


400 mm 


ti 


“l- 


80 kN 




- 600 mm- 

00 


80 kN' 


V 


' Pao — 


80 kK 


Pac = SO kN 
l ipuru 4*7 


íb} 


SOLUCIÓN 


Fuerzas internas. Los diagramas de cuerpo libre de los segmentos 
del tubo y la varilla que se muestran en la figura 4-7 b, indican que la 
varilla está sometida a una tensión de 80 kN y el tubo está sujeto a una 
compresión de 80 kN. 

Desplazamiento. Primero se determina el desplazamiento del ex¬ 
tremo C con respecto al extremo B. Al utilizar unidades de newtons y 
metros, se tiene 


PL [+80(10?) N](0.6 m) 

Sc/B ~ AÉ~ tt (0.005 m) 2 p00(10 9 ) N/m 2 ] “ +a003056m 


El signo positivo indica que el extremo C se mueve hacia la derecha en 
relación con el extremo B, ya que la barra se alarga. 

El desplazamiento del extremo B con respecto al extremoso A es 

PL _ _ [-80(10?) N](Q,4 m) _ 

B AE [400 mm 2 (10 -6 ) m 1 /mm 2 ][70(10 ,, ) N/m 2 ] 

= -0.001143 m = 0.001143 m-> 

Aquí el signo negativo indica que el tubo se acorta, y por lo tanto B se 
mueve liada la derecha con respecto a A. 

Como ambos desplazamientos son hada la derecha, entonces el des¬ 
plazamiento de C en reladón con el extremo fijo A es 

{ -*> ) S c = 8 b + Sc /B = 0.001143 m + 0.003056 m 

= 0.00420 m = 4.20 mm —* Itesp. 


80 kN 
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Capítulo 4 Carga axial 


EJEMPLO 4.3 


90 kN 
200 fíira. 



00 


90 kN 
200 mm 


i 


400 mm - 


r 

60 kN 


60 kN 

* 


EkJ 

t 

P A c= 60 kN 


(b) 


(c) 


t 

30 kN 


30 kN 

i 




Pao = 30 kN 


La viga rígida AB descansa sobre dos postes cortos como se maestra en 
la figura. 4-8a. A Ces de acero y tiene un diámetro de 20 mm, y BD es de 
aluminio y tiene un diámetro de 40 mm, Determine el desplazamiento 
del punto F en AB si se aplica una caiga vertical de 90 kN sobre ese 
punto. Considere E M =200 GPa, E a = 70 GPa. 

SOLUCIÓN 

Fuerzas internas. Las fuerzas de compresión que actúan en la par¬ 
te superior de cada poste se determinan a partir del equilibrio del ele¬ 
mento AB, figura. 4-8£>. Estas fuerzas son iguales a las fuerzas internas 
en cada poste, figura 4-8c. 

Desplazamiento. El desplazamiento de la parte superior de cada 
poste es 

Poste AC: 


í, = 


PacLac [-60(10*) N](0.300 m) 


AacE m ir(0.01G mf[200(10‘ ) ) N/m 2 ] 
= 0.286 mm | 


-286(10^) m 


Poste BD: 

P BÜ^BD 


h = 


[-30(10*) N](ft300m) 
A bú E a] ^{0.020 m) 2 [70(10 9 ) N/m 2 ] 


= —102(10“*) m 


— 0.102 mm i 


En la figura 4-Sd se muestra un diagrama que indica los desplaza¬ 
mientos de la línea central de la viga en A, B y F. Entonces, por propor¬ 
ción del triángulo gris oscuro, el desplazamiento del punto .Fes 

Sp = 0.102 mm + (0.184 mm)[ ^ 7 -——— ) = 0.225 mm i Resp. 
' \600 mmV 
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EJEMPLO 


Un demento está hecho de un material con peso específico y y módulo 
de elasticidad E. Si tiene la forma de un cono con las dimensiones mos¬ 
tradas en la figura 4-9 a, determine a qué distancia se despea su extre¬ 
mo debido a la gravedad cuando está suspendido en posición vertical. 

SOLUCIÓN 

Fuerzas internas. La fuerza axial interna varía a lo largo del de¬ 
mento, ya que depende del peso W(y) del segmento del demento que 
se encuentra por debajo de cualquier sección, figura 4-9¿>. Por lo tanto, 
para calcular el desplazamiento debe usarse la ecuación 4-1. En la sec¬ 
ción situada a una distancia y de su extremo libre, el radio x del cono se 
determina como una función de y usando proporciones; es decir, 

x r 0 r 0 

y~ D X = I y 


El volumen de un cono con una base de radio x y altura y es 

2 n ^ 

JTVY = — 


1 2 trr $ 

V = —ir y* = — 

° 3 L 1 


Como W=yV^B, fuerza interna en la sección se convierte en 


+ Í2F, = 0; 




Desplazamiento. El área de la sección transversal también es una 
función de la posición y, figura 4 -9b. Se tiene 

A{y) = = -¡y 1 

Al aplicar la ecuación 4-1 entre los límites de y = 0 y y = L se obtiene 
’ L P{y)dy ^[{rtf^^y^dy 


8 


f L P{y)dy _ f L [{y™ 

~ l A{y)E ~ J 0 f(*. 


A(y)E 

■ él ydy 


M/¿V] E 


yÚ 
6 E 


Resp. 


NOTA: Como una verificación parcial de este resultado, observe que 
al cancelar las unidades de los términos se obtiene el desplazamiento en 
unidades de longitud, tal como se esperaba. 



ía) 



lb> 

Figura 4-9 
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Capítulo 4 Carga axial 


PROBLEMAS FUNDAMENTALES 


F4-L La barra de acero A-36 con un diámetro de 30 mm 14-4. Si La barra con un diámetro de 20 mm está fabricada 
está sometida a las fuerzas axiales mostradas, Determine el dfe acero A-36 y la rigidez del resorte es k = 50 MN/n% de- 

desplazamiento del extremo C con respecto al soporte fijo termine el desplazamiento del extremo A cuando se aplica 

en A, La fuerza de 60 kN. 


600 mm 


400 mm — 
50 kN 


40 kN 

—► 


50 kN 


14-1 


14-2* Los segmentos AB y CD del ensamble son barras 
circulares sólidas, y el segmento BC es un tubo. Si el ensam¬ 
ble está hecho de aluminio 6061-T6, determine el desplaza¬ 
miento del extremo D con respecto al extremo A . 



14-4 


20 mm 


10 kN 


10 kN 


B 


10 kN 


400 mm 


T 


400 mm 


15 kN 

—► 


20. mm 
D 


o" 


30 kN 


15 kN 


400 mm 


30 rcu nj j4Q mm 
Sección a-a 
14-2 


14-5. Una barra de aluminio 2014-T6 con un diámetro de 
20 mm está sometida a la carga axial uniformemente distri¬ 
buida. Determine el desplazamiento del extremo A. 


-£ 


30 kN fm. 


í 


- 900 mm - 
14-5 


í'4-5. La barra de acero A-36 con un diámetro de 30 mm 
está sometida a la carga mostrada. Determine el desplaza¬ 
miento del extremo A con respecto al extremo C. 


J^ 30lN 

90 kN 

*A 

-—- 400 tura. —— 

^■30 kN 

-600 mm-- 



14-6. Una barra de aluminio 2014-T6 con un diámetro de 
20 mm está sometida a la carga axial triangularmente distri¬ 
buida. Determine el desplazamiento del extremo A, 


45 kN/m 
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PROBLEMAS 


•4-1, El barco es empujado a través del agua mediante un 
eje propulsor de acero A-36 que tiene 8 m de largo, medidos 
desde la hélice hasta el cojinete de empuje Den el motor. Si 
tiene un diámetro exterior de 400 mm y un espesor de pared 
de 50 mm, determine la contracción axial del eje cuando la 
hélice ejerce sobre él una fuerza de 5 kN. Los cojinetes en B 
y Cson chumaceras. 


4-3. La barra de acero A-36 está sometida a las cargas 
mostradas. Si el área de la sección transversal de la barra es 
de 50 mm 2 , determine el desplazamiento de su extremo D. 
No tome en cuenta el tamaño de los acoplamientos en B, 
Cy D. 

*4-4. La barra de acero A-36 está sometida a las cargas 
mostradas. Si el área de la sección transversal de la barra es 
de 50 mm 2 , determine el desplazamiento de C. No tome en 
cuenta el tamaño de los acoplamientos en B, Cy D. 



Prob. 4-1 


i 


l"'"T 


—I— 1.5 m- 


■125 m 


—q: 

A 9kN B 


1 


C 4kN B 2kN 


Prolw. 4-3/4 


4-5. El ensamble consiste en una barra de acero CB y una 
barra de aluminio BA , cada una con un diámetro de 12 mm. 
Si la barra está sometida a lascargas axiales en A y en el aco¬ 
plamiento B , determine el desplazamiento del acoplamiento 
B y el extremo A. La longitud sin estirar de cada segmen¬ 
to se muestra en la figura. No tome en cuenta el tamaño de 
las conexiones en B y C, y suponga que éstas son rígidas. 
£ w ^200GPa,£ fl] =70GPa. 


4-2. El eje de cobre está sometido a las cargas axiales que 
se muestran en la figura. Determine el desplazamiento del 
extremo A con respecto al extremo D. Los diámetros de 
cada segmento soad AB =3 pulg, d BC =2 pulg y d CD = 1 pulg. 
Considere =1S(1CP) ksi. 



Prób.4-5 


4-6. La barra cuenta con un área de 3 pulg 2 en su sección 
transversal y E =35(1(P) ksi. Determine el desplazamiento 
de su extremo A cuando está sometida a la carga distribuida 
que se muestra en la figura. 


6kip 

— 50 pulg — 

-75 pulg —- 

2kip 

-—60 pulg—- 



- 

- - 31 ™ D 


lkip 


-r——| - 5,.lb/jpulg 


-4pies- 


Proh. 4-2 


Prob. 4-6 
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Capítulo 4 Carga axial 


4-7. La carga de 800 Ib está soportada por los cuatro alam¬ 
bres de acero inoxidable 304 que están conectados a los 
elementos rígidos AB y DC. Determine el desplazamiento 
vertical de la carga si los elementos estaban en posición hori¬ 
zontal antes de que la carga fuera aplicada. Cada cable tiene 
un área de sección transversal de 0.05 pulg 2 . 

*4-8. La carga de 800 Ib está soportada por los cuatro 
alambres de acero inoxidable 304 que están conectados a los 
elementos rígidos AB y DC, Determine el ángulo de incli¬ 
nación de cada elemento después de aplicar la carga. Los 
elementos estaban en un principio en posición horizontal y 
cada cable tiene un área transversal de 0,05 pulg 2 . 


4*11. La carga está soportada por los cuatro alambres de 
acero inoxidable 304 que están conectados a los elementos 
rígidos A B y DC. Determine el desplazamiento vertical de 
la carga de 500 libras si los elementos estaban en un prin¬ 
cipio en posición horizontal al momento de aplicar la car¬ 
ga. Cada cable tiene una sección transversal con un área de 
0X125 pulg 2 . 

*4-12. La carga está soportada por los cuatro alambres de 
acero inoxidable 304 que están conectados a los elementos 
rígidos AB y DC. Determine el ángulo de inclinación de 
cada elemento después de aplicar la carga de 500 libras. Los 
elementos estaban en un prircipio en posición horizontal y 
cada cable tiene un área transversal de 0.025 pulg 2 . 


E F 


■ ■ ■ ■ ■■■-■ ■ 



i pie 

Frotas. 4-7/8 


•4-9. El ensamble consta de tres barras de titanio (T1-6A1- 
4V) y una barra rígida AC. El área de la sección transversal 
de cada barra se muestra en la figura. Si se aplica una fuer¬ 
za de ó kip al anillo F t determine el desplazamiento horizon¬ 
tal del punto F. 

+10. El ensamble consta de tres barras de titanio (Ti-óAl- 
4V) y una barra rígida AC, El área de la sección transversal 
de cada barra se muestra en la figura. Si se aplica una fuer¬ 
za de 6 kip al anillo F ( determine el ángulo de inclinación de 
la barra AC. 



E F G 

’ ■ i"’-: : i~- ■^ *“ ■ -■ ■' I ,*■ ■ -; ? h J ■ - ;. 

-y- u= -cr— 



l’roliK. 4-11/12 


•4-13. La barra tiene una longitud L y un área A en su sec¬ 
ción transversal. Determine la elongación de la barra debida 
a la fuerza P y a su propio peso. El material tiene un peso 
específico y (peso/volumen) y un módulo de elasticidad E. 



Frotas. +9/10 


Proh.4-13 




































4.2 Deformación elástica de un elemento cargado axialmente 


133 


414. El poste está fabricado de abeto Douglas y tiene un 
cS ¿metro de 60 mtn. Si está sometido a la carga de 20 kN 
y el suelo proporciona una resistencia a la fricción de 
w=k kN/m que se distribuye de manera uniforme a lo largo 
de sus lados, determine la fuerza Fen su parte inferior que 
es necesaria para conservar el equilibrio. Además, ¿cuál es 
el desplazamiento de la parte superior A del poste con res¬ 
pecto a su parte inferior 13? No tome en cuenta el peso del 
poste, 

415. El poste está fabricado de abeto Douglas y tiene un 
áámetro de 60 mm. Si está sometido a la carga de 20 kN 
y el suelo proporciona una resistencia a la fricción que se 
distribuye de manera uniforme en toda su longitud y que 
varía linealmente desde w =0 en y =0 hasta w =3 kN/m en 
y = 2 m, determine la fuerza F en su parte inferior que es ne¬ 
cesaria para conservar el equilibrio. Además, ¿cuál es el des¬ 
plazamiento de la parte superior A del poste con respecto a 
su parte inferior B? No tome en cuenta el peso del poste. 



Frota, 414/15 


*4-16. El sistema de eslabones está hecho de dos elemen¬ 
tos de acero A-36 conectados mediante pasadores, cada uno 
de los elementos tiene un área transversal de 1.5 pulg 2 . Si 
se aplica una fuerza vertical de P =50 kip sobre el punto A, 
determine su desplazamiento vertical en A. 

•417. El sistema de eslabones está hecho de dos elemen¬ 
tos de acero A-36 conectados mediante pasadores, cada uno 
de los elementos tiene un área transversal de 1.5 pulg 2 . De¬ 
termine la magnitud de la fuerza P necesaria para desplazar 
el punto A 0.025 pulg hacia abajo. 


418. El ensamble consiste en dos barras de acero A-36 y 
una barra rígida BD. Cada una de ellas tiene un diámetro 
de 0.75 pulg. Si se aplica una fuerza de 10 kip sobre la barra 
como se muestra en la figura, determine el desplazamiento 
vertical de La carga. 

419. El ensamble consiste en dos barras de acero A-36 y 
una barra rígida BD. Cada una de ellas tiene un diámetro 
de 0.75 pulg. Sise aplica una fuerza de 10 kip sobre la barra, 
determine el ángulo de inclinación de la barra. 



*420, La barra rígida se sostiene mediante una varilla CB, 
la cual está conectada con pasadores, tiene un área en su 
sección transversal de 500 mm 2 y está fabricada de acero 
A-36. Determine el desplazamiento vertical de la barra en B 
cuando se aplica la carga mostrada. 




Frota. 416/17 


Froli. 4-20 
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Capítulo 4 Carga axial 


•4-21. Una tubería colgante soportada por el ensamble 
mostrado consta de dos resortes que están en un principio 
sin estirar y tienen una rigidez de k =60 kN/m, tres barras de 
acero inoxidable 304, AB y CD , con un diámetro de 5 mm, 
y EF, que tiene un diámetro de 12 mm, así como una viga 
rígida GH, Si la tubería y el Huido que transporta tienen un 
peso total de 4kN, determine el desplazamiento de la tube¬ 
ría cuando se conecta al soporte. 

4-22. Una tubería colgante soportada por el ensamble 
mostrado en la figura consta de dos resortes que están en un 
principio sin estirar y tienen una rigidez de k =60 kN/m, tres 
barras de acero inoxidable 304, AB y CD, con un diámetro 
de 5 mm, y EF, que tiene un diámetro de 12 mm, así como 
una viga rígida GH. Si la tubería se desplaza 82 mm cuando 
se llena de un fluido, determine el peso de éste. 



Prob*, 4-21/22 

4-23. La barra tiene un ligero ahusamiento y una longitud 
L. Se suspende del techo y soporta una carga P en su extre¬ 
mo. Demuestre que el desplazamiento de su extremo debido 
a esta carga es de S = / J L/(-n-£> 2 r 1 ). No tome en cuenta el 
peso del material. El módulo de elasticidad es E. 



*4-24. Determine el desplazamiento relativo de un extre¬ 
mo de la placa ahusada con respecto al otro extremo cuando 
se somete a una carga axial P. 



I’rnti. 4-24 


4-25. Determine la elongación del elemento de acero A-36 
cuando se somete a una fuerza axial de 30 kN. El elemento 
tiene 10 mm de espesor. Utilice el resultado del problema 
4-24. 



4-26. La fundición está fabricada de un material que tiene 
un peso específico 7 y un módulo de la elasticidad E. Si tie¬ 
ne la forma de una pirámide cuyas dimensiones se muestran 
en la figura, determine qué tanto se desplaza su extremo de¬ 
bido a la gravedad cuando se suspende en posición vertical. 



Proh, 4-23 


Prob. 4-26 
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4-27. La barra circular tiene un radio variable de r = 
y está fabricada de un material con módulo de elasticidad 
E. Determine el desplazamiento del extremo A cuando se 
somete a la fuerza axial P. 


•4-29. El soporte mostrado se hizo cortando los dos lados 
opuestos de urta esfera con radio r 0 , Si la altura original del 
soporte esr 0 /2, determine qué tanto se acorta éste al sopor¬ 
tar una carga P. El módulo de elasticidad es E. 



l*mh. 4-29 



Pmh. 4-27 


*4-28. El pedestal está hecho de modo que tiene un radio 
definido por la función r = 2/(2 + y V 1 ) pies, donde y está 
dado en pies. Si el módulo de elasticidad del material es 
E= U(1CP) psi, determine el desplazamiento de su parte su¬ 
perior cuando soporta la carga de 500 Ib. 


4-30. El peso del cargamento ejerce una fuerza axial de 
P = 1500 kN sobre el pilote enterrado de concreto de alta 
resistencia que tiene un diámetro de 300 mm. Si la distribu¬ 
ción de la fricción de la resistencia superficial desarrollada a 
partir de la interacción entre el suelo y la superficie del pi¬ 
lote es aproximadamente como se muestra en la figura, y se 
requiere que la fuerza resultante contraria Fsea igual a cero, 
determine la intensidad máxima p 0 kN/m necesaria para el 
equilibrio. Asimismo, encuentre el correspondiente acorta¬ 
miento elástico del pilote. No tome en cuenta su peso. 



> 




Pruh. 4-28 


Prub. 4-30 
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Capítulo 4 Carga axial 


4.3 Principio de superposición 

Con frecuencia, el principio de superposición se utiliza para determinar el 
esfuerzo o el desplazamiento en un punto de un elemento cuando éste se 
encuentra sometido a una carga complicada. Al subdividir la carga en sus 
componentes, el principio de superposición establece que el esfuerzo o 
el desplazamiento resultante en el punto puede determinarse mediante la 
suma algebraica del esfuerzo o el desplazamiento causado por cada com¬ 
ponente de la carga aplicado por separado al elemento. 

Para que el principio de superposición pueda aplicarse deben cumplirse 
las siguientes dos condiciones. 



I. La caiga debe estar relacionada linealmente con el esfuerzo o el des¬ 
plazamiento que se va a determinar : Por ejemplo, las ecuaciones cr = 
PjA y £ = PL /A £ i mpi ican una relación lineal entre Pytroí. 


Z La carga no debe cambiar significativamente la geometría original 
O la configuración del elemento. Si se producen cambios significati¬ 
vos, la dirección y ubicación de las fuerzas aplicadas y sus momentos 
también cambiará. Por ejemplo, considere la varilla delgada que se 
muestra en la figura 4-10o, la cual está sometida a una carga P. En la 
figura 4-106, P se sustituye por dos de sus componentes, P = P, + P 2 . Si 
P ocasiona que la varilla se doble en gran medida, como lo muestra la 
figura, entonces el momento de la carga sobre su soporte Pd, no será 
igual a la suma de los momentos de las cargas que lo componen, Pd& 
Pjdj + P 2 d v porque d^d^d. 


Este principio se utiliza a lo largo del libro cada vez que se supone la 
aplicación de la ley de Hooke y, además, cuando los cuerpos sometidos 
a carga sufren deformaciones tan pequeñas que el cambio de posición y 
dirección de la carga es insignificante y puede ser descartado. 




HgiiFu 4-10 
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4.4 Elementos estáticamente 

indeterminados cargados axialmente 

Considere la barra mostrada en la figura 4-lia que está empotrada en sus 
dos extremos. A partir del diagrama de cuerpo libre, figura 4-116, el equi¬ 
librio requiere 

+ f2F = 0; F b + F a -P = 0 

Este tipo de problema se denomina estáticamente indeterminado, ya que 
la(s) ecuadón(es) de equilibrio no son suficientes para determinar las dos 
reacciones en la barra. 

A fin de establecer una ecuación adicional necesaria para la solución, se 
requiere considerar cómo se desplazan los puntos en la barra. En particu¬ 
lar, una ecuación que especifique las condiciones para el desplazamiento se 
conoce como una condición de compatibilidad o condición cinemática. 
En este caso, una condición de compatibilidad adecuada requiere que el 
desplazamiento de un extremo de la barra en relación con el otro sea igual 
a cero, ya que dichos extremos están empotrados. Por lo tanto, la condi¬ 
ción de compatibilidad se convierte en 

&a¡b = 0 


Esta ecuación puede expresarse en términos de las cargas aplicadas me¬ 
diante el uso de una relación carga-desplazamiento, que depende del com¬ 
portamiento del material. Por ejemplo, si se produce un comportamiento 
elástico lineal, puede utilizarse 8 = PL/AE. Si se toma en cuenta que la 
fuerza interna en el segmento AC es de +F A , y que en el segmento CB 
la fuerza interna figura 4-llc, la ecuación anterior puede escribirse 
como 


A 


i-AC 



f 

lF fl 

<b) <c) 

figura 4-11 


FaLac _ FbLcb 
AE AE 


Si se supone que AE es constante, entonces F A = F B (L CB /L AC ), de modo 
que al usar la ecuación de equilibrio, las ecuaciones de las reacciones se 
convierten en 



Como ambos resultados son positivos, la dirección de las reacciones se 
muestra correctamente en el diagrama de cuerpo libre. 
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Capítulo 4 Carga axial 


□' 


Puntos Importantes 


En ocasiones, el principio de superposición se utiliza para simplificar los problemas de esfuerzo y despla¬ 
zamiento con cargas complicadas. Esto se hace mediante la subdivisión de la carga en sus componentes, 
para después sumar los resultados algebraicamente. 

La superposición requiere que la carga se relacione linealmente con el esfuerzo o el desplazamiento, y 
que la carga no cambie de manera significativa la geometría original del elemento. 

Un problema es estáticamente indeterminado si las ecuaciones de equilibrio no son suficientes para deter¬ 
minar todas las reacciones en un elemento. 

Las condiciones de compatibilidad especifican las restricciones de desplazamiento que se producen en los 
soportes u otros puntos de un elemento. 



La mayoría de las columnas de concre¬ 
to están reforzadas con barras de acero; y 
como estos dos materiales trabajan juntos 
para soportar la carga aplicada, las fuerzas 
en cada material se vuelven estáticamente 
indeterminadas. 


Procedimiento de análisis 


Las reacciones en los apoyos para problemas estáticamente indeter¬ 
minados se calculan al satisfacer los requerimientos de equilibrio, 
compatibilidad y fuerza-desplazamiento para el elemento. 

Equilibrio. 

Dibuje un diagrama de cuerpo libre del elemento a fin de iden¬ 
tificar todas las fuerzas que actúan sobre él. 

El problema se puede clasificar como estáticamente indetermi¬ 
nado si el número de reacciones desconocidas en el diagrama 
de cuerpo libre es mayor que el número de ecuaciones de equi¬ 
librio disponibles. 

• Escriba las ecuaciones de equilibrio para el elemento. 

Compatibilidad. 

Considere dibujar un diagrama de desplazamiento a fin de in¬ 
vestigar la forma en que los elementos se alargan o contraen al 
ser sometidos a las cargas externas. 

Exprese las condiciones de compatibilidad en términos de los 
desplazamientos causados por la carga. 

Use una relación carga-desplazamiento, como 8 -PLjAE, para 
relacionar los desplazamientos desconocidos con las reaccio¬ 
nes. 

Despeje las reacciones de las ecuaciones de equilibrio y com¬ 
patibilidad. Si alguno de los resultados tiene un valor numérico 
negativo, entonces la fuerza actúa en sentido contrario al de La 
dirección indicada en el diagrama de cuerpo libre. 
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EJEMPLO 4.5 


La barra de acero que se muestra en la figura 4-12a tiene un diámetro 
de 10 mm. Está empotrada a la pared en A y antes de recibir la carga, 
hay un espacio de 0.2 mm entre la pared en B' y la barra. Determine 
las reacciones en A y B' si la barra está sometida a una fuem axial de 
P =20 kN como se muestra en la figura. No tome en cuenta el tamaño 
del collarín en C. Considere E x =200 GPa. 

SOLUCIÓN 

Equilibrio. Como se muestra en el diagrama de cuerpo libre, figura 
4-12¿>, se supondrá que la fuem P es lo suficientemente grande para 
causar que el extremo B de la barra toque la pared en B\ El problema 
es estáticamente indeterminado ya que hay dos incógnitas y sólo una 
ecuación de equilibrio. f a + 

^ ZF X = 0; -F Á - F b + 20(10*) N = 0 (1) 

Compatibilidad. La fuerza P ocasiona que el punto 5 se mueva 
hasta B ', sin desplazamientos adicionales. Por lo tanto, la condición de 
compatibilidad para la barra es 

8¿/a = 0.0002 m 

Este desplazamiento puede expresarse en términos de las reacciones 
desconocidas empleando la relación carga-desplazamiento, ecuación 
4-2, aplicada a los segmentos AC y CB, figura 4- 12c. Al usar unidades 
de newtons y metros, se tiene 

F a^ac F b Lc& 


AE 


0.0002 m = 


s b/a = 0.0002 m = 
^(0-4 m) 

ir (0.005 m) 2 p00(10 s ) N/irr] 


AE 


F&{ 0.8 m) 


ir(0.005 m ) 2 [200(10 í) ) N/m 2 ] 

o bien 

E 4 (0.4 m) - F B ( 0.8 m) = 3141.59 N ■ m (2) 

Si se resuelven las ecuaciones 1 y 2, se obtiene 

F A = 16.0 kN F B = 4.05 kN Resp. 

Como la respuesta par a F B es positiva, de hecho el extremo B hace con¬ 
tacto con la pared en B', como se supuso en un inicio. 

NOTA: Si F B fuera una cantidad negativa, el problema sería estática¬ 
mente determinado, de manera que F B = 0 y F Á = 20 kN. 


r 


P = 20 kN 05 mm 


400 mm 


B 


-800 


ía) 


-P = 20kN 


. 4 F fl 


ib) 


íc) 

íljjEira 4-12 
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Capítulo 4 Carga axial 


EJEMPLO 4.6 


2 puig 



P = 9 kip 


fi: 


(b) 


Ub, = 0.955 ksi 

r^ííl^'y a,= 0,637 ksi 

■Ipppjffl- 


( C ) 

Bgivil 4-13 


El poste de aluminio de la figura 4-13a se refuerza con un núcleo de latón. 
Si este ensamble soporta una caiga axial de compresión de P=9krp, apli¬ 
cada sobre la tapa rígida, determine el esfuerzo normal promedio en el 
aluminio y el latón. Considere ¿? al = 10(10*) ksi y = 15(10*) ksi. 

SOLUCIÓN 

Equilibrio. En la figura 4-13&, se muestra el diagrama de cuerpo libre 
para el poste. Aquí, la fuerza axial resultante en la base se representa 
mediante las componentes desconocidas soportadas por el aluminio, F al , 
y el latón, F^ El problema es estáticamente indeterminado. ¿Por qué? 
El equilibrio vertical de fuerzas requiere 

+ ÍZF, = 0; 


-9 kip + F a1 + F br = 0 


( 1 ) 


Compatibilidad. La tapa rígida en la parte superior del poste oca¬ 
siona que tanto el aluminio como el latón se desplacen en la misma 
cantidad. Por lo tanto, 

^al = ¿br 

Usando las relaciones carga-desplazamiento, 

F¿L F br L 


F 


^br^br 

-'-(ÍXS 


- Tr[(2pulg) 2 - (lpulg) 2 ]! 

1" 10(10 3 ) ksi! 

w(l puig) 2 J 

|_15(10 3 ) ksi J 

*41 = 2ÍV 

(2) 


F„, = Fy 


Ai resolver las ecuaciones 1 y 2 de manera simultánea se obtiene 

F a1 = ó kip F br = 3 kip 

Como los resultados son positivos, de hecho el esfuerzo será de com¬ 
presión. 

Por consiguiente, el esfuerzo normal promedio en el aluminio y el 
latón es 


f a i = 


6 kip 


ír[{2pulg) -(lpulg)] 


= 0.637 ksi 


£T br = 3 = 0.955 ksi 

br *(1 puig) 2 


liesp. 

Resp. 


NOTA: En la figura 4-13c se muestran las distribuciones de esfuerzo 
con base en estos resultados. 
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EJEMPLO 4.7 




8, 




0.8 m 


0.4 m 
1 


B c = 2 ^ a + 2 Se 


Mediante la relación carga-desplazamiento, ecuación. 4-2, se tiene 


Las tres barras de acero A-36 que se muestran en la figura 4-1 4a están 
conectadas mediante pasadores a un elemento rígido. Si la carga aplica¬ 
da sobre el elemento es de 15 kN, determine la fuerza desarrollada en 
cada barra. Las barras AB y EF tienen cada una un área en su sección 
transversal de 50 mm 2 , mientras que dicha área en la barra CD es de 
30 mm 2 . 

SOLUCIÓN 

Equilibrio. El diagrama de cuerpo libre del elemento rígido se mues¬ 
tra en la figura 4-14¿. Este problema es estáticamente indeterminado ya 
que hay tres incógnitas y sólo dos ecuaciones de equilibrio disponibles. 

+ t 2F, = 0; F a + F c + F e - 15 kN - 0 (1) 

¿+2Af c = 0; -i^{0.4m) + 15kN(0.2m) + E £ (0.4m) = 0 (2) 

Compatibilidad. La carga aplicada hará que la línea horizontal 
ACE que se muestra en la figura 4-14c se convierta en la línea inclinada 
A'CE’. Los desplazamientos de los puntos A, C y E pueden relacio¬ 
narse mediante triángulos semejantes. Así, la ecuación de compatibili¬ 
dad que relaciona estos desplazamientos es 



<a> 



<b) 


F C L 




(30mm J )E M 2|.{50 mm 2 )E ae J 2 


1 

+ T 


f e l 


(50 mm 2 )E M , 



F c = 0.3F X + Q.3E £ 

Al resolver las ecuaciones 1 a 3 de manera simultánea se obtiene 

F a = 9.52 kN 
F c = 3.46 kN 
F e ~ 2.02 kN 


(3) 


Figura 4-14 


Resp. 

Resp. 

Resp. 
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Capítulo 4 Carga axial 


EJEMPLO 4.8 


(VI 


IV I 


TV 


jpuV 


3 pulg 
de pulg 


■3 

rtr 

¡a 

ía> 




Sr J 


ib) 


- Posición 
finaJ 


£F“ 


V 


0,025 pulg 


fbsidón 

inicial 


íc> 

Figura 4*15 


El perno mostrado en la figura 4-15a está hecho de una aleación de alu¬ 
minio 2014-T6 y se aprieta de modo que comprime un tubo cilindrico 
hecho con una aleación de magnesio Am 1004-T61. El tubo tiene un 
radio exterior de \ pulg y se supone que tanto el radio interior del tubo 
como el radio del perno son de \ pulg. Se considera que las arandelas 
en las partes superior e inferior del tubo son rígidas y que tienen un 
espesor insignificante. En un inicio, la tuerca se aprieta perfectamente a 
mano, después se aprieta media vuelta más usando una llave. Si el tomi- 
Bo tiene 20 hilos por pulgada, determine la tensión en el perno. 

SOLUCIÓN 

Equilibrio. Se considera el diagrama de cuerpo libre de una sección 
del perno y el tubo de la figura 4-15£> a fin de relacionar la fuerza en el 
perno, F fr , con la del tubo, F ( . El equilibrio requiere 

+ Í2F, = 0; F b -F t = 0 (1) 

Compatibilidad- Cuando se aprieta la tuerca en el perno, el tubo 
se acortará £, y el perno se alargará como en la figura 4-15c. Como 
la tuerca experimenta la mitad de una vuelta, avanza una distancia de 
(i)(ái de pulg) = 0.025 pulg a lo largo del perno. Por lo tanto, la compa¬ 
tibilidad de estos desplazamientos requiere 


<+T) 


S t = 0.025 pulg - S b 


Si se toman los módulos de elasticidad de la tabla que se encuentra en la 
página final de este libro, y se aplica la ecuación 4-2, se obtiene 

^{3 pulg) 


ir[{0.5 pulg) 2 
0.025 pulg - 


{0.25 pulg) 2 ][ó.48(10 3 )ksi] 
^{3 pulg) 


ir(0.25 pulg) 2 [10.6{10 3 ) ksi] 
0.78595F, = 25 - I.4414F* 

Al resolver las ecuaciones 1 y 2 de manera simultánea, resulta 

F b = F t = 11.22 kip 

Por lo tanto, los esfuerzos en el perno y el tubo son 

F b 


( 2 ) 


v* = 


<r t = 


11.22 kip 

„ —;-—■* 57.2 ksi 

A b ír{0.25 pulg) 2 

F,_11,22 kip _ 

A t ít[( 0.5 pulg ) 2 - {0.25 pulg) 2 ] 


Resp. 


= 19.1 ksi 


Estos esfuerzos son menores que el esfuerzo de cedencia reportado 
para cada material, (cr^ = 60 ksi y (ov)^ =22 ksi (vea la página final 
de este libro). Por consiguiente, este análisis “elástico” es válido. 
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4.5 Método de las fuerzas para el análisis 
de elementos cargados axialmente 

Los problemas estáticamente indeterminados también pueden resolverse 
al escribir la ecuación de compatibilidad mediante el principio de supeipo- 
sición. Este método de solución se conoce a menudo como el método de 
las fuerzas o de tas flexibilidades. Para mostrar cómo se aplica, considere 
de nuevo la barra de la figura 4-16a. Si se elige el soporte en B como “re¬ 
dundante” y se elimina temporalmente su efecto en la barra, entonces la 
barra se convertirá en estáticamente determinada como en la figura 4-16¿>. 
Al emplear el principio de superposición se debe añadir de nuevo la caiga 
redundante desconocida F H , como se muestra en la figura 4-16c. 

Si la carga P causa que B se desplace hacia abajo una cantidad S pt la 
reacción F fi debe desplazar al extremo B de la barra hada aniba en una 
extensión í B , de modo que cuando se superponen las dos cargas no ocurra 
desplazamiento en B. Por lo tanto, 


(+D 


0 = 5/,^ í/j 


No hay 

desplazamiento en B 


\ 


t.ic 


& 


Esta ecuación representa la ecuación de compatibilidad para los desplaza¬ 
mientos en el punto B t para lo cual se ha supuesto que los desplazamientos 
son positivos hacia abajo. 

Al aplicar la relación carga-desplazamiento para cada caso, se tiene 
S p =PL AC /AE y S g = F b L/AE. En consecuencia. 


0 = 


PL 


AC 


AE 


FbL 

AE 


- '(¥) 


+ t ZF y = 0; 


(¥) 


+ F , - P = 0 


Como L cb = L — L ACt entonces 


F , = P 


-<*?) 


Desplazamiento en B 
cuando se retira la 
fuerza redundante 
en ese punto 

<b> 


A partir del diagrama de cueipo libre de la barra, figura 4-11 b, ahora la 
reacción en A puede determinarse a partir de la ecuación de equilibrio, 


Desplazamiento en B 
cuando sólo se aplica 
la fuerza redundante 
en ese punto 

<0 


Estos resultados son los mismos que los obtenidos en la sección 4.4, ex¬ 
cepto que aquí se aplicó la condición de compatibilidad para obtener una 
reacción y después la condición de equilibrio para obtener la otra. 


I 


¡.JZE* 

+ 

A 


t 


4-16 
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Capítulo 4 Carga axial 


Procedimiento de análisis 


El análisis del método do las fuerzas requiero los siguientes pasos. 

Compatibilidad. 

Elija uno de los soportes como redundante y escriba la ecuación de compatibilidad. Para hacer esto, el 
desplazamiento conocido en el apoyo redundante, que suele ser cero, se iguala al desplazamiento en 
el soporte causado sólo por las cargas externas que actúan sobre el elemento más (suma vectorial) el 
desplazamiento en este soporte causado sólo por la reacción redundante que actúa sobre el elemento. 
Exprese la carga externa y los desplazamientos redundantes en términos de las cargas usando una rela¬ 
ción carga-desplazamiento, como £ = PLfAE, 

Una vez establecida, la ecuación de compatibilidad puede resolverse para la magnitud de la fuerza 
redundante. 

Equilibrio. 

• Dibuje un diagrama de cuerpo libre y escriba las ecuaciones de equilibrio adecuadas para el elemento. 
Para ello utilice el resultado calculado en la fuerza redundante. Resuelva estas ecuaciones para cual¬ 
quier otra reacción. 


EJEMPLO 4.9 


P =20kN 
( ( c 

02 mm . 


400 mm 1 


(a) 


P = 20ltN 

02 mm 

f „ 



Posición - 

P = 20 kK M 

inicial 




En la figura 4-17o se muestra una barra de acero A-36 que tiene un 
diámetro de 10 mm y está empotrada en la pared en A. Antes de aplicar 
una carga, hay un espacio de 0.2 mm entre la pared en B' y la barra. 
Determine las reacciones en A y B'. No tome en cuenta el tamaño del 
collarín en C. Considere que E m = 200 GPa. 

SOLUCIÓN 

Compatibilidad. Aquí se considerará que el soporte en B' es redun¬ 
dante. Si se utiliza el principio de superposición, figura 4-17£>, se tiene 

{) 0.0002 m = 8 ? - 8 b (1) 

Las deflexiones 8 p y 8 g se determinan a partir de la ecuación 4-2. 

PL ac [20(10*) N]{0.4m) 


,n 


¿ Posición 
final 




¿a = 


AE tt( 0.005 m) 2 [200(10 9 ) N/m 2 ] 

F B L AS F ñ (1.20m) 


= 0.5093(10~ 3 ) m 


= 76 . 3944 ( 10 -^ 


0 >) 


20kK 


-~ L_ 

(c) 

ffgLIFH 4-17 


339 kN 


AE rr{0005 m ) 2 [200( 10 9 ) N/m 2 ] 

Al sustituir en la ecuación 1, se tiene 

0.0002 m - 0.5093(10 J *)m - 76.3944(ÍO -9 )^ 

F b = 4.05(10*) N = 4.05 kN Itesp. 

Equilibrio. A partir del diagrama de cuerpo libre mostrado en la fi¬ 
gura 4-17c, 

A* YF X = 0; ~F a + 20 kN - 4.05 kN = 0 F A = 16.0 kN Resp. 
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PROBLEMAS 


4-31. La columna está hecha de concreto de alta resisten¬ 
cia y seis varillas de refuerzo de acero A-36. Si la columna 
se somete a una fuerza axial de 30 kip, determine el esfuerzo 
normal promedio en el concreto y encada varilla. Cada una 
tiene un diámetro de 0.75 pulg. 

*432. La columna está hecha de concreto de alta resis ten- 
da y seis varillas de refuerzo de acero A-36. Si la columna se 
somete a una fuerza axial de 30 kips, determine el diámetro 
requerido de cada varilla de tal manera que una cuarta parte 
de la carga sea soportada por el concreto y tres cuartas par¬ 
tes por el acero. 



Proba 4-31/32 

•4-33, El tubo de acero se llena con concreto y se somete 
a una fuerza de compresión de 80 kN, Determine el esfuer¬ 
zo normal promedio en el concreto y el acero debido a esta 
carga. El tubo tiene un diámetro exterior de 80 mm y un 
dámetro interior de 70 mm, E k =200 GPa, £, = 24 GPa. 


eOkK 



4-34. El poste A de acero inoxidable 304 tiene un diámetro 
d =2 pulg y está rodeado por el tubo B de latón rojo C83400. 
Ambos descansan sobre una superficie rígida. Si se aplica 
una fuerza de 5 kip sobre la tapa rígida, determine el esfuer¬ 
zo normal promedio desarrollado en el poste y en el tubo. 

4-35. El poste A de acero inoxidable 304 está rodeado por 
el tubo B de latón rojo C83400. Ambos descansan sobre una 
superficie rígida. Si se aplica una fuerza de 5 kip sobre la 
tapa rígida, determine el diámetro á requerido para el poste 
de acero de modo que la carga se reparta en partes iguales 
entre el poste y el tubo. 


5 kip 



*4-36. La barra compuesta consta de un segmento AB de 
acero A-36 con un diámetro de 20 mm y segmentos finales 
DA y CBde latón rojo C83400 con un diámetro de 50 mm. 
Para cada segmento, determine el esfuerzo normal prome¬ 
dio debido a la carga aplicada. 

•4-37. La barra compuesta consta de un segmento AB de 
acero A-36 con un diámetro de 20 mm y segmentos finales 
DA y CB de latón rojo C83400 con un diámetro de 50 mm. 
Determine el desplazamiento de A con respecto a B debido 
a la caiga aplicada. 





50 mm 

I 

1J1J lililí 

20 mm 


^5kN 

| 100 kN f 


D f , 

4* 75 kN 

1 100 kN " l 

i C 


Prob.4-33 


Pr«hs. 4-36/37 
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Capítulo 4 Carga axial 


438. La columna de acero A-36 que tiene un área trans¬ 
versal de 18 pulg 2 , está ahogada en concreto de alta resis¬ 
tencia como se muestra en la figura. Si se aplica una fuerza 
axial de 60 kip sobre la columna, determine el esfuerzo de 
compresión promedio en el concreto y el acero. ¿Qué tanto 
se acorta la columna si su longitud original es de 8 pies? 

439. La columna de acero A-36 que tiene un área trans¬ 
versal de 18 pulg 2 , está ahogada en concreto de alta resisten¬ 
cia como se muestra en la figura. Si se aplica una fuerza axial 
de 60 kip sobre la columna, determine el área requerida del 
acero para que la fuerza se reparta por igual entre el acero y 
el concreto. ¿Qué tanto se acorta la columna si su longitud 
original es de 8 pies? 


60 kip 



Predi*, 438/39 

*440. El elemento rígido se mantiene en la posición mos¬ 
trada mediante las tres barras de sujeción fabricadas de ace¬ 
ro A-36. Cada barra tiene una longitud sin estirar de 0.75 m y 
un área en su sección transversal de 125 mm 2 . Determine las 
fuerzas en las barras si un torniquete en la barra EF realiza 
una vuelta completa. El paso del tomillo es de 1.5 mm. No 
tome en cuenta el tamaño del torniquete y suponga que es 
rígido. Nota: El paso del tornillo causa que, al apretarse, la 
barra se acorte 1.5 mm debido a la revolución completa del 
torniquete. 



•4-41. El poste de concreto se refuerza usando seis barras 
dé acero, cada una con un diámetro de 20 mm. Determine el 
esfuerzo en el concreto y el acero si el poste está sometido a 
una carga axial de 900 kN. =200 GPa, E, =25 GPa. 

442. El poste de concreto se refuerza usando seis barras 
de acero A-36, Si el poste se somete a una fuerza axial de 
900 kN, determine el diámetro requerido para cada varilla 
de manera que una quinta parte de la carga esté soportada 
por el acero y cuatro quintas partes por el concreto. E^ = 
200 GPa, E c =25 GPa, 


900kN 



Pruhs. 441/42 


443. El ensamble consta de dos barras AB y CD de una 
aleación de latón rojo CS3400 con un diámetro de 30 mm, 
una barra EG de aleación de acero inoxidable 304 con un 
diámetro de 40 mm y una tapa rígida G. Si los soportes en 
A,C y Fsoa rígidos, determine el esfuerzo normal promedio 
desarrollado en las barras AB, CD y EF, 



Pruh. 440 


Pruh.443 
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*4-44. Los dos tubos están hechos del mismo material y 
se encuentran conectados como lo muestra la figura. Si el 
área de la sección transversal de BC es A y la del CD es de 
2A ,determine Las reacciones en By D, cuando se aplica una 
fuerza Pen la unión C. 


447. Dos cables de acero A-36 se utilizan para sostener el 
motor de 650 Ib. En un principio, AB tiene 32 pulg de largo 
y A’B' tiene 32,008 pulg. Determine la fuerza que soporta 
cada cable cuando el motor cuelga de ellos. Cada cable tiene 
un área en su sección transversal de 0.01 pulg 2 . 



Pmk 4 44 


•4-45. El perno tiene un diámetro de 20 rara y pasaa través 
de un tubo con un diámetro interior de 50 rara y un diáme¬ 
tro exterior de 60 mm. Si el perno y el tubo están hechos 
de acero A-36, determine el esfuerzo normal en el tubo y el 
perno cuando se aplica una fuerza de 40 kN sobre el perno. 
Suponga que las tapas en los extremos son rígidas. 



-160 mm 




-150 mm- 


40 kN 


l’roh, 4-45 


446. Si la distancia entre C y la pared rígida en D es en un 
principio de 0.15 mm, determine las reacciones de apoyo en 
Ay D cuando se aplica la fuerza P =200 kN. El ensamble 
está hecho de acero A-36. 


f’roh. 447 


*448. La barra AB tiene un diámetro d y se ajusta perfec¬ 
tamente a los soportes rígidos en A y B cuando está descar¬ 
gada. El módulo de elasticidad es E. Determine las reaccio¬ 
nes en los soportes A y 5 si la barra se somete a la carga axial 
Linealmente distribuida que se muestra en la figura. 



—(U5 mm 

D 



Prt*h. 4-46 
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Capítulo 4 Carga axial 


•4-49. El elemento ahusado se conecta fijamente en sus 
extremos A y B y se somete a una carga P = 7 kip en x = 
30 pulg. Determine las reacciones en los soportes. El material 
dene 2 pulg de espesor y está hecho de aluminio 201+T6. 

+50. El elemento ahusado se conecta fijamente en sus ex¬ 
tremos A y B y se somete a una carga P. Determine la ubi¬ 
cación x de la carga y su magnitud máxima de tal forma que 
d esfuerzo normal promedio en la barra no exceda a = 
4k$i. El elemento tiene 2 pulg de espesor. 


6 pulg 


P-*- 


60 pulg - 


Upulg 


l’rohs. 4-49/50 


+51. La barra rígida soporta la carga uniforme distribui¬ 
da de 6 Idp/pie. Determine la fuerza en cada cable si éstos 
tienen un área en su sección transversal de 0.05 pulg 2 y E = 
31 (10 3 ) ksi. 

*+52. La barra rígida se encuentra en un principio en po¬ 
sición horizontal y está soportada por dos cables con un área 
en su sección transversal de 0.05 pulg 2 y £=31 (10 3 ) ksi. De¬ 
termine la pequeña rotación que ocurre en la barra cuando 
se aplica la carga uniforme. 


•+53. La prensa consiste en dos cabezales rígidos que se 
mantienen unidos mediante dos barras de acero A-36 con un 
diámetro de \ pulg. Un cilindro sólido de al uminio A 6061- 
T6 se coloca en la prensa y el tomillo se ajusta de modo que 
la prensa sólo toque al cilindro. Si después de esto, el tor¬ 
nillo se aprieta media vuelta, determine el esfuerzo normal 
promedio en las barras y el cilindro. El tornillo es de rosca 
simple y tiene un paso de 0.01 pulg. Nota: El paso representa 
la distancia que avanza el tornillo a lo largo de su eje después 
de una vuelta completa. 

4-5+ La prensa consiste en dos cabezales rígidos que se 
mantienen unidos mediante dos barras de acero A-36 con 
un diámetro de ¿ pulg. Un cilindro sólido de aluminio 6061- 
T6 se coloca en la prensa y el tornillo se ajusta de modo 
que la prensa sólo toque al cilindro. Determine el ángulo que 
puede girar el tomillo antes de que las barras o el cilindro 
comiencen a ceder, El tomillo es de rosca simple y tiene un 
paso de 0.01 pulg. Nota: El paso representa la distancia que 
avanza el tomillo a lo largo de su eje después de una vuelta 
completa. 




4-55. Las tres barras de suspensión están fabricadas de ace¬ 
ro A-36 y tienen áreas iguales de 450 mm 2 en sus secciones 
transversales. Determine el esfuerzo normal promedio en 
cada barra si la viga rígida se somete a la caiga mostrada 
en la figura. 



|- —1 üei— l m— |— -1 m —-j- —1 m— -| 


Próh.4-55 
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*4-56. La barra rígida soporta una carga de 800 Ib. De¬ 
termine el esfuerzo normal en cada cable de acero A-36, si 
cada uno de ellos tiene un área de 0.04 pulg 2 en su sección 
transversal. 

•4-57. La barra rígida está en un principio en posición ho¬ 
rizontal y se sostiene mediante dos cables de acero A-36, 
cada uno con un área transversal de 0.04 pulg 2 . Determine la 
rotación de la barra cuando se aplica la carga de 800 Ib. 


*4-60. El ensamble consta de dos pastes AD y CF hechos 
de acero A-36, con un área en su sección transversal de 
1000 mm 2 , y un poste BE de aluminio 2014-T6 con un área 
en su sección transversal de 1500 mm 2 . Si se aplica una carga 
central de 400 kN sobre la tapa rígida, determine el esfuerzo 
normal en cada poste. Hay un pequeño espacio de 0.1 mm 
entre el poste BE y el elemento rígido ABC. 



400 kN 



Proh. 4-60 


4-58. Se supone que la viga horizontal es rígida y soporta 
la carga distribuida que se muestra en la figura. Determine 
las reacciones verticales en los apoyos. Cada soporte se com¬ 
pone de un poste de madera con un diámetro de 120 mm y 
una longitud (original) sin carga de 1.40 m. Considere E w 
12 GPa. 

4-59. Se supone que la viga horizontal es rígida y soporta la 
carga distribuida que se muestra en la figura. Determine el 
ángulo de inclinación de la viga después de que se aplica la 
carga. Cada soporte se compone de un poste de madera con 
un diámetro de 120 mm y una longitud (original) sin carga 
de 1.40 m. Considere £ w =12 GPa. 


•4-61. La carga distribuida está sostenida por las tres ba¬ 
rras de suspensión. AB y EF son de aluminio y CD es de 
acero. Si cada barra tiene un área en su sección transversal 
de 450 mm 2 , determine la intensidad máxima w de la carga 
distribuida de tal forma que no se exceda un esfuerzo permi¬ 
sible de (<r ) K = 180 MPa en el acero y (o^ =94 MPa 

en el aluminio, £„ =200 GPa, E¿ = 70 GPa, Suponga que 
ACEes rígida. 


16 kN/m |-15 m-¡-15 m 




Pwáw. 4-58/59 


Pruli. 4-61 
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Capítulo 4 Carga axial 


442. El eslabón rígido se sostiene mediante un pasador 
en A, un alambre BC que tiene una longitud sin estirar de 
200 mm y un área en su sección transversal de 22,5 mm 2 , y 
un bloque corto de aluminio con una longitud descargada 
de 50 mm y una sección transversal de 40 mm 2 . Si el eslabón 
se somete a la carga vertical mostrada en la figura, determi¬ 
ne el esfuerzo normal promedio en el alambre y el bloque. 
£ K =200GPa,£ 8j =70GPa. 

443. El eslabón rígido se sostiene mediante un pasador en 
A, un alambre BC& acero que tiene una longitud sin estirar 
de 200 mm y un área en su sección transversal de 22.5 mm 2 , 
y un bloque corto de aluminio con una longitud descargada 
de 50 mm y una sección transversal de 40 mm 2 . Si el eslabón 
se somete a la carga vertical mostrada, determine la rotación 
del eslabón alrededor del pasador >1. Presente su respuesta 
en radianes. £ M =200 GPa, £ rf =70GPa. 


•4-65. El ensamble se compone de un perno de acero A-36 
y un tubo de latón rojo C83400. Si la tuerca se enrosca y 
ajusta contra el tubo de manera que L =75 mm, y después 
se enrosca un poco más hasta que avanza 0.02 mm sobre el 
perno, determine la fuerza en el perno y en el tubo. El perno 
tiene un diámetro de 7 mm y el tubo tiene un área en su sec¬ 
ción transversal de 100 mm 2 . 

4-66. El ensamble se compone de un perno de acero A-36 
y un tubo de latón rojo C83400. La tuerca se enrosca y ajus¬ 
ta contra el tubo de manera que L =75 mm. Determine el 
avance adicional máximo de la tuerca sobre el perno de 
modo que ninguno de los materiales ceda. El perno tiene 
un diámetro de 7 mm y el tubo tiene un área en su sección 
transversal de 100 mm 2 . 



50 mm 


Prota. 4-62/63 

*444. El poste central £del ensamble mostrado tiene una 
longitud original de 124.7 mm, mientras que los postes A y 
C tienen una longitud de 125 mm. Si las tapas en la parte 
superior e inferior pueden considerarse rígidas, determine 
el esfuerzo normal promedio en cada poste. Los postes son 
de aluminio y tienen un área en su sección transversal de 
400 mm 2 . £ d =70 GPa. 


*C k 

I'- L - 

Prnhs. 445/66 


447. Las tres barras de suspensión están fabricadas del 
mismo material y tienen las mismas áreas A en sus seccio¬ 
nes transversales. Determine el esfuerzo normal promedio 
en cada barra si la barra rígida ACE está sometida a la fuer¬ 
za P. 




Prub.444 


Prut». 447 
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4.6 Esfuerzo térmico 

Un cambio en la temperatura puede causar que un cuerpo cambie sus 
dimensiones. Por lo general, si la temperatura aumenta, el cuerpo se ex¬ 
pande, mientras que si la temperatura disminuye, éste se contraerá. De 
manera ordinaria, esta expansión o contracción se relaciona Unealmente 
con el aumento O disminución que se produce en la temperatura. Si este es 
d caso, y el material e$ homogéneo e isotrópico, se ha comprobado expe¬ 
rimentalmente que el desplazamiento de un elemento con una longitud L 
puede calcularse mediante la fórmula 


8f — ct A T i. 


(4-4) 


donde 

a = una propiedad del material, conocida como coeficiente lineal de 
expansión térmica. Las unidades miden la deformación por cada 
grado de temperatura. Son: 1/°F (Fahrenheit) en el sistema FPS, 
y 1/°C (grados Celsius) 01/°K (grados Kelvin) en el sistema SI. 
Los valores típicos se proporcionan en la página final de este libro 
(al reverso de la contraportada). 

A T = el cambio algebraico en la temperatura del elemento 
L = la longitud original del elemento 
fi r = el cambio algebraico en la longitud del elemento 


El cambio en la longitud de un elemento estáticamente determinado 
puede calcularse con facilidad mediante la ecuación 4-4, puesto que el ele¬ 
mento es libre de expandirse o contraerse cuando se somete a un cambio 
de temperatura. Sin embargo, en un elemento estáticamente indetermi¬ 
nado, estos desplazamientos térmicos se verán limitados por soportes, lo 
que produce esfuerzos térmicos que deben considerarse durante el dise¬ 
ño. Estos esfuerzos térmicos pueden determinarse mediante el uso de los 
métodos que se estudiaron en las secciones anteriores. En los siguientes 
ejemplos se ilustran algunas aplicaciones. 



La mayoría de los puentes vehiculares se di¬ 
señan conjuntas de dilatación para permitir 
los movimientos térmicos de la carpeta y así 
evitar cualquier esfuerzo térmico. 



Las largas extensiones de ductos y tuberías 
que transportan fluidos están sometidas a 
variaciones en el clima que ocasionan su 
expansión y contracción. Las juntas de ex¬ 
pansión, como la mostrada en la fotografía, 
se emplean para mitigar el esfuerzo térmico 
en el material. 
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Capítulo 4 Carga axial 


EJEMPLO 4.10 


0.5 pulg 
| |~[ft5pulg 


B 


2 pies 


W 


F 

V 


F 

ib) 


Sj 


ÍO 

Figura 4-18 


La barra de acero A-36 que se muestra en la figura 4-18a cabe justamen¬ 
te entre dos soportes fijos cuando T x = 6Q°F. Si la temperatura se eleva 
a T 7 = 120°F, determine el esfuerzo térmico normal promedio desarro¬ 
llado en la barra. 

SOLUCIÓN 

Equilibrio. En 1a figura 4-18b se muestra el diagrama de cuerpo libre 
de la barra. Como no hay carga externa, la fuerza en A es igual pero 
opuesta a la fuerza en 5, es decir, 


+ ! 2 /? = 0 ; 


F A = Fg = F 


El problema es estáticamente indeterminado porque esta fuerza no 
puede determinarse a partir del equilibrio. 

Compatibilidad. Como el desplazamiento térmico que 

se produce en A, figura 4-18c, está contrarrestado por la fuerza F que se 
requiere para empujar la barra S F de regreso a su posición original. La 
condición de compatibilidad en A se convierte en 


<+t) 


$a/b = Q = &r ~ 


Al aplicar las relaciones térmica y de caiga-desplazamiento, se tiene 

FL 


0 = aATL - 


AE 


Así, con base en los datos de la página final de este libro, 

F = oATAE 

= [6.60{10“ 6 )/ d F]( 120 o F - 60°F)(0.5pulg) 2 [29(10 3 )kip/pulg 2 ] 

= 2.871 kip 

Como Ftambién representa la fuerza axial interna dentro de la ba¬ 
rra, el esfuerzo de compresión normal promedio es 


F 2.871 kip „ 

cr = — = -- — = 11.5 ksi 

A {0.5 pulg) 2 


Resp. 


NOTA: A partir de la magnitud de F, resulta evidente que los cambios 
en la temperatura pueden causar grandes fuerzas de reacción en los ele¬ 
mentos estáticamente indeterminados. 
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EJEMPLO 4.11 


La viga rígida mostrada en la figura 4-19a se fija a la parte superior de 
los tres postes hechos de acero A-36 y aluminio 2014-T6. Cada pos¬ 
te tiene una longitud de 250 mm cuando no se aplica caiga a la viga 
y la temperatura es 7\ = 20°C. Determine la fuerza que soporta cada 
poste si la barra se somete a una carga uniformemente distribuida de 
150 kN/m, y la temperatura se eleva a T 2 = 80°C. 

SOLUCIÓN 

Equilibrio. En la figura 4-19 b se muestra el diagrama de cuerpo libre 
de la viga. El equilibrio del momento alrededor del centro de la viga 
requiere que las fuerzas en los postes de acero sean iguales. Al sumar 
fuerzas en el diagrama de cuerpo libre, se tiene 

+12 F y = 0; 2 F k + f,, - 90{10 5 ) N - 0 (1) 

Compatibilidad. Debido a la carga, la geometría y la simetría del 
material, la parte superior de cada poste se desplaza en la misma exten¬ 
sión. Por lo tanto, 

(+i) í„-í., (2) 

La posición final de la parte superior de cada poste es igual a su des¬ 
plazamiento causado por el aumento de la temperatura, m ás su despla¬ 
zamiento causado por la fuerza axial interna de compresión, figura 
4-19c. Así, para los postes de acero y el aluminio se tiene que 

{+ A ) fi ac = ~{ S ac)r + 

{+1) ^ 0 = "( 5 al)r + (Sajíf 

Si se aplica la ecuación 2 resulta 

~( s ae)r + = ~( 5 al)r + {¿¡wV 

A partir de las ecuaciones 4-2 y 4-4, y de las propiedades del material en 
la página final de este libro, se obtiene 


-[12{10^)/°q(80°C - 2Q°C) (0.250 m) + 

= -[23(10^)/ D C](80°C - 20°C)(0.250 m) + 


F ae {0.25Qm) 


—300 mm— 

—300 mm— j 












150 kN/m 


óOmm-H- 

| 

> -40 mm 

40 


250 mm 


Acero Aluminio Acero 


00 


|$QkN 


í í 


ib) 


(&n)T 

Posición inicial r 


í^aOr 


^ 8 ( _ ^(|1 




1 




Posición final 


Ce) 

lisura 4-19 


u‘(OL020 m) 2 [200(10 9 ) N/m 2 ] 
F ft , (0.250 m) 


rr{0.030 m) 2 [73.1(10 9 ) N/m 2 ] 
F m = 1.216F a i ~ 165.9(10*) (3) 

Para ser consistente, todos los datos numéricos se han expresado en 
términos de newtons, metros y grados Celsius. Al resolver las ecuacio¬ 
nes 1 y 3 de manera simultánea resulta 

F ac = -16.4 kN F a | = 123 kN Resp. 

El valor negativo para F ac indica que esta fuerza actúa en sentido opues¬ 
to al que se muestra en la figura 4-19¿>. En otras palabras, los postes de 
acero están en tensión y el poste de aluminio está en compresión. 
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Capítulo 4 Carga axial 


EJEMPLO 4.12 


IK ! 


150 mm 



CZ!L 


F, 




Posición 

inicial 


(tyr 


(&.)p 

(C> 

Hgiirn 4-20 


Un tubo de aluminio 2Q14-T6 con un área en su seoción transversal de 
600 mm 2 se utiliza como la manga de un perno de acero A-36, que tiene 
un área en su sección transversal de 400 mm 2 , figura 4-20a. Cuando la 
temperatura es T¡ = 15 D C, la tuerca mantiene al ensamble en una posi¬ 
ción ajustada dé tal manera que la fuerza axial en el perno es insignifi¬ 
cante. Si la temperatura aumenta a T % = 8Q°C, determine la fuerza en el 
perno y la manga. 

SOLUCIÓN 

Equilibrio- En la figura 4-2Qb se muestra el diagrama de cuerpo libre 
de un segmento superior del ensamble. Las fuerzas F b y F t se producen 
porque la manga tiene un mayor coeficiente de expansión térmica que 
el perno, y por lo tanto el crecimiento de la manga será más grande 
cuando la temperatura aumenta. Se requiere que 


+ t = 0; 


F s =F b 


( 1 ) 



Compatibilidad. El aumento en la temperatura hace que la manga 
y el perno se expandan (S s ) T y figura 4-2Qc. Sin embargo, las fuer¬ 
zas redundantes F b y E alargan el perno y acortan la manga. En conse¬ 
cuencia, el extremo del ensamble llega a una posición final, que no es 
igual a su posición inicial. Por lo tanto, la condición de compatibilidad 
se convierte en 

{+!) £ = + (fy)/? = ( S í)t " { s i)f 

Si se aplican las ecuaciones 4-2 y 4-4, y se usan las propiedades mecáni¬ 
cas de la tabla mostrada en el interior de la contraportada, se tiene 

[12{10^)/°q{80°C - 15 D C)(ttl50m) + 

F¿(0.150 m) 


.Posición 

fina] 


{400 mm^lO - * m 1 /mm 2 )[200{10 9 ) N/m 1 ] 

= [23{10 _6 )/ o C]{ 80°C - 15°C) (0.150 m) 
F,{ai50 m) 

(600 mm 2 ){ir 6 rn 2 /mm 2 )[73.1{10 9 ) N/m 2 ] 
Si se usa la ecuación 1 y se resuelve resulta 

F s = F b = 20.3 kN 


Resp. 


NOTA: Como en este análisis se supuso un comportamiento elástico 
lineal del material, el esfuerzo normal promedio debe ser revisado para 
asegurar que no exceda los límites proporcionales para el material. 
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PROBLEMAS 


*4-68. Una cinta de agrimensor fabricada de acero se uti¬ 
liza para medir la longitud de una línea. La cinta tiene una 
sección transversal rectangular de 0.05 pulg por 0.2 pulg y 
una longitud de 100 pies cuando T % =60°F y la tensión o ja¬ 
lón sobre la cinta es de 20 Ib. Determ ine la longitud real de la 
línea si la cinta muestra una lectura de 463,25 pies cuando se 
utiliza con un jalón de 35 Ib a T 2 =90°F. El piso sobre el que 
se coloca es plano. a w =9.60 (10'*)/ n F, = 29(10- 1 ) ksi. 



0.05 pulg 


l’roh. 4-68 


•469. Thes barras, cada una fabricada condiferentes mate¬ 
riales, están conectadas entre sí y ubicadas entre dos paredes 
cuando la temperatura es Tj = 12°C. Determine la fuerza 
ejercida sobre los soportes (rígidos) cuando la temperatura 
es T 2 = 18 D C. Las propiedades del material y el área de la 
sección transversal de cada barra se muestran en la figura. 


Acero Latón Cobre 


= 200 GPa £ br = 100 GPa £^,= 120GPa 

= 12(10 -*y°C abr = 21(10 -t )/ÍC = 17{1Q" V c 



Pmh.4-69 


4-70. La barra está fabricada de acero A-36 y tiene un diá¬ 
metro de 0,25 pulg. Si la barra tiene 4 pies de largo cuan¬ 
do los resortes se comprimen 0.5 pulg y la temperatura es 
T= 40 rj F, determine la fuerza en la barra cuando su tempe¬ 
ratura es T=160°F. 



4-7L U na tubería de vapor de 6 pies de largo está fabrica¬ 
da de acero A-36 con <j y - 40 ksi. Se conecta directamente 
a dos turbinas A y fí como se muestra en la figura. La tubería 
tiene un diámetro exterior de 4 pulg y un espesor de pared 
de 0.25 pulg. La conexión se hizo a 7\ = 70°F. Si se supone 
que los puntos en que se conectan las turbinas son rígidos, 
determine la fuerza que ejerce la tubería en las turbinas 
cuando el vapor y, por consiguiente, la tubería alcanzan una 
temperatura de T 2 =275°F. 

*4-72. Una tubería de vapor de 6 pies de largo está fabrica¬ 
da de acero A-36 con <r r =40 ksi. Se conecta directamente a 
dos turbinas Ay B como se muestra en la figura. La tubería 
tiene un diámetro exterior de 4 pulg y un espesor de pared 
de 0.25 pulg. La conexión se hizo a T l =70 C F. Si se suporte 
que los puntos en que se conectan las turbinas tienen una ri¬ 
gidez de k= SOflO 3 ) kip/pulg, determine la fuerza que ejerce 
la tubería en las turbinas cuando el vapor y, por consiguien¬ 
te, la tubería alcanzan una temperatura de 7' 2 = 275 D F. 



•4-73. El tubo está hecho de acero A-36 y se encuentra co¬ 
nectado con los collarines en A y B. Cuando la temperatura 
es de 60°F, no existe una carga axial en la tubería. Si el gas 
caliente que viaja a través de 1a tubería provoca que su tem¬ 
peratura aumente en AT = (40 + 15x)°F, donde x se da en 
pies, determine el esfuerzo normal promedio en la tubería. 
El diámetro interno es de 2 pulg, el espesor de la pared es 
de 0.15 pulg. 

474. El tubo de bronce C861Q0 tiene un radio interno de 
0.5 pulg y un espesor de pared de 0.2 pulg. Si el gas que fluye 
a través del tubo cambia su temperatura de manera unifor¬ 
me desde T a = 2 Q 0 °F en A hasta T g = 60°F en B, determine 
la fuerza axial que ejerce sobre las paredes. El tubo se insta¬ 
ló entre las paredes cuando T= 60 C F. 



l'rnh. 4-70 


Prnhs. 4-73/74 
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Capítulo 4 Carga axial 


4-75. Los rieles de acero A-36 con 40 pies de largo se colo¬ 
can en una vía del tren con un pequeño espacio entre ellas 
para permitir la expansión térmica. Determine la diferencia 
necesaria 5 para que los rieles sólo se toquen cuando la tem¬ 
peratura se incremente de 7\ = -20°F a T 2 = 90°F. Usando 
este espacia miento, ¿cuál sería la fuerza axial en los rieles 
si la temperatura se elevara hasta r 3 = 110°F? El área de la 
sección transversal de cada riel es de 5.10 puljf. 



—40 pies— 
IVcd», 4-75 


4-78. La barra de acero A-36 tiene un diámetro de 50 mm y 
se encuentra conectada de manera ligera a los soportes rígi¬ 
dos en A y B cuando =80°C Si la temperatura se convier¬ 
te en T 2 = 20°C y se aplica una fuerza axial de P =200 kN en 
su centro, determine las reacciones en A y B. 

4-79. La barra de acero A-36 tiene un diámetro de 50 mm 
y se encuentra conectada de manera ligera a los soportes 
rígidos en A y B cuando T x = 5Ü°C, Determine la fuerza P 
que debe aplicarse al collarín en su punto medio a fin de que, 
cuando T 2 =30 D C S la reacción en B sea cero. 


*4-76. El dispositivo se utiliza para medir un cambio en la 
temperatura. Las barras AB y CD están fabricadas de acero 
A-36 y de una aleación de aluminio 2014-T6, respectivamen¬ 
te. Cuando la temperatura es de 75 Ü F, ACE está en posición 
horizontal. Determine el desplazamiento vertical del punte¬ 
ro en £ cuando la temperatura se eleva a 15Q°F. 


A 


C 

B 


P 

— ►[. 


w ñ c ««i . 

í- 

"i í} S ni r 

* UJ ni * 



r 


ii puig 


\ 

cr; 


025 pulg- 


-3pulg- 


l’rul». 4-76 

*4-77. La barra tiene un área A en su sección transversal, 
una longitud L, un módulo de elasticidad £y un coeficiente 
de expansión térmica a. La temperatura de la barra cambia de 
manera uniforme a lo largo de su longitud desde T A en A 
hasta T g en B, de manera que en cualquier punto x a lo largo 
de la barra T=T A + x(T B -T A )/L. Determine la fuerza que 
qerce la barra sobre las paredes rígidas. En un inicio no hay 
ninguna fuerza axial en la barra y ésta tiene una temperatura 
deT,. 


A 



T A 


t b 


B 


Proba. 4-78f79 


*4-80. El bloque rígido tiene un peso de 80 kip y debe estar 
sostenido por los postes Ay B, que están hechos de acero 
A-36, y por el poste C, que está hecho de latón rojo C83400. 
Si todos los postes tienen la misma longitud original antes de 
cargarse, determine el esfuerzo normal promedio desarro¬ 
llado en cada uno de ellos cuando la temperatura del poste 
Cse incrementa en20°F. Cada poste tiene un área de 8 pulg 2 
en su sección transversal. 



1-3 pies—I—3 pies—I 


Proh. 4-77 


Prut». 4-fiW 
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•4-81. Las tres barras están fabricadas de acero A-36 y for¬ 
man una armadura conectada por pasadores. Si la armadura 
se construye cuando T l = 50°F, determine La fuerza en cada 
barra cuando T 2 = 110°F. Cada barra tiene un área en su sec¬ 
ción transversal de 2 pulg 2 , 

482, Las tres barras están fabricadas de acero A-36 y for¬ 
man una armadura conectada por pasadores. Si la armadura 
se construye cuando T í =50°F, determine el desplazamiento 
\ertical de la junta A cuando T 2 = 150°F« Cada barra tiene un 
área transversal de 2 pulg 2 . 



[-—3 pies-—*f—-3pies-1 

Prohs. 481/82 


483. Los alambres AB y AC son de acero, y el alambre 
AD es de cobre. Antes de aplicar la fuerza de 150 Ib, AB y 
AC tienen cada uno una longitud de 60 pulg y AD de 40 pulg. 
Si la temperatura se incrementa en 80 C 'F, determine la fuerza 
en cada alambre necesaria para soportar la carga. Considere 
E k = 29(10*) ksi, £„ = 17(10') ksi, ^ = 8(10^)/T, = 

9.60(10"*)/T. Cada alambre tiene un área en su sección 
transversal de 0.0123 pulg 2 . 



*4-84, El tubo A B fabricado de una aleación de magnesio 
AM1004-T61 está cubierto con una placa rígida £. El espa¬ 
cio entre £ y el extremo C de la barra circular sólida CD, 
fabricada de una aleación de aluminio 6061-T6, es de 02 mm 
cuando se tiene una temperatura de 30°C. Determine el es¬ 
fuerzo normal desarrollado en el tubo y la barra si la tem¬ 
peratura sube a 80°C. No tome en cuenta el espesor de la 
tapa rígida. 

•4-85. El tubo AB fabricado de una aleación de magnesio 
AM1004-T61 está cubierto con una placa rígida £. El espa- 
damiento entre £y el extremo Cde La barra circular sólida 
CD, fabricada de una aleación de aluminio 6061-T6, es de 
02 mm cuando se tiene una temperatura de 30°C. Determi¬ 
ne la temperatura más alta que se puede alcanzar sin causar 
la cedencia, ya sea en el tubo o la barra. No tome en cuenta 
el espesor de la tapa rígida. 


25 

Sección a-a 


tí 

a _ 


—300 mm - 


I 


C 

02 mm 


I />' 
25 mm 


-450 mm- 


Prohs. 4-84/85 


486. El perno de acero tiene un diámetro de 7 mm y se 
ajusta a través de una manga de aluminio como se muestra 
en la figura. La manga tiene un diámetro interno de 8 mm y 
un diámetro externo de 10 mm. La tuerca en A se ajusta de 
modo que tan sólo se presiona contra la manga. Si el ensam¬ 
ble está en un principio a una temperatura de 7^ = 20°C y 
luego se calienta a una temperatura de 7' 2 =10G"C, determi¬ 
ne el esfuerzo normal en el perno y la manga. E x =200 GPa, 
£¿ = 70GPa,= UflO-TC. =23(1(T 6 )/ ü C 1 



l’ruh. 4-83 


f*mh. 4-86 
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Capítulo 4 Carga axial 


4.7 Concentraciones de esfuerzo 



Esta hoja de s ierra tiene ranuras que fueron 
cortadas con el fin de aliviar tanto la ten¬ 
sión dinámica que se desarrolla en su inte¬ 
rior mientras gira, como el esfuerzo térmico 
que se desarrolla a medida que se calienta, 
Observe los pequeños circuios al final de 
cada ranura; sirven para reducir las concen¬ 
traciones de esfuerzo que se desarrollan al 
final de cada ranura. 


En la sección 4.1, se señaló que al aplicar una fuerza axial sobre un ele¬ 
mento, se crea una compleja distribución de esfuerzos dentro de la región 
localizada del punto donde se aplica la carga. Las complejas distribuciones 
de esfuerzo no sólo surgen justo debajo de la carga concentrada, también 
pueden emerger en los segmentos donde el área de la sección transversal 
del elemento cambia. Por ejemplo, considere la barra de la figura 4-21a, 
la cual se somete a ana fuerza axial P. Aquí las líneas que en un principio 
eran horizontales y verticales se desvían en un patrón irregular alrededor 
del orificio ubicado en el centro de la barra. El esfuerzo normal máximo 
en la barra se produce en la sección a-a, que se toma a través de la sección 
transversal con el área más pequeña de la barra. Siempre que el material se 
comporte de forma elástico lineal, la distribución de esfuerzos que actúan 
sobre esta sección puede determinarse a partir de un análisis matemático, 
usando la teoría de la elasticidad, o experimentalmente mediante la medi¬ 
ción de la deformación normal en la sección a-a para después calcular el 
esfuerzo con la ley de Hoolte, a = £e. Sin importar el método utilizado, 
ia forma general de la distribución de esfuerzos será como se muestra en la 
figura 4-21 b. De manera similar, si la barra tiene una reducción en su 
Sección transversal, lograda con filetes como en la figura 4-22a, entonces 
de nuevo el esfuerzo máximo normal en la barra tendrá lugar en la sec¬ 
ción con área más pequeña , la sección a-a , y la distribución del esfuerzo se 
verá como se muestra en la figura 4-22¿. 





Distribución del esfuerzo real 


ib) 



Distribución del esfuerzo promedio 
<c> 


lisura 4*21 
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En ambos casos, la fuerza de equilibrio requiere que la magnitud de la 
fuerza resultante desarrollada por la distribución de esfuerzos sea igual a 
P. En otras palabras, 


P= JodA (4-5) 

Esta integral representa gráficamente el volumen total bajo cada uno délos 
diagramas de distribución de esfuerzo que se muestran en la figura 4-21A 
o 4-22A. La resultante P debe actuar a través del centroide de cada vo¬ 
lumen. 

En la práctica de la ingeniería, las distribuciones de esfuerzo reales en 
la figura 4-21A y 4-22A no tienen que determinarse. En su lugar, sólo es 
necesario conocer el esfuerzo máximo en las secciones, y de esta manera el 
demento se diseña para resistir dicho esfuerzo, cuando se aplica la carga 
axial P. Los valores específicos de este esfuerzo normal máximo pueden 
determinarse mediante métodos experimentales o técnicas matemáticas 
avanzadas utilizando la teoría de la elasticidad. Los resultados de estas 
investigaciones se encuentran publicadas en forma gráfica utilizando un 
factor de concentración del esfuerzo K. Se define a K como una relación 
entre el esfuerzo máximo y el esfuerzo normal promedio que actúa en la 
secdón transversal; es dedr, 



En las esquinas afiladas de la maquinaria 
pesada suelen surgir concentraciones de es¬ 
fuerzo. Los ingenieros pueden mitigar este 
efecto mediante el uso de refuerzos solda¬ 
dos a las esquinas. 


Cprom 


(4-6) 


Siempre que K se conozca y que el esfuerzo normal haya sido calculado 
a partir de ír ?foCrt = P¡A, donde A es el área más pequeña de la secdón 
transversal, figuras 4-2le y 4-22e, el esfuerzo normal máximo en la sec¬ 
ción transversal será una cr^ = K(P¡A). 



Distorsionada 

(a) 


Figura 4-22 


Distribución del esfuerzo promedio 
(0 
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Capítulo 4 Carga axial 






Los valores específicos de K se reportan por lo general en los manuales 
relacionados con el análisis de esfuerzo.* En las figuras 4-24 y 4-25 se dan 
ejemplos de esto. Tenga en cuenta que K es independiente de las propieda¬ 
des del material de la barra; sólo depende de la geometría de la barra y del 
tipo de discontinuidad. A medida que el tamaño r de la discontinuidad se 
reduce , la concentración de esfuerzos es mayor. Por ejemplo, si una barra 
requiere un cambio en su sección transversal, se ha determinado que un 
ángulo agudo, figura 4-23a, produce un factor de concentración mayor a 3. 
En otras palabras, el esfuerzo normal máximo será tres veces mayor que 
el esfuerzo normal promedio en la seoción transversal más pequeña. Sin 
embargo, esto se puede reducir hasta, digamos, 1.5 mediante la introduc¬ 
ción de un filete, figura 4-236. Es posible lograr una nueva reducción por 
medio de pequeñas ranuras u orificios colocados en la transición, figura 
4-23c y 4 2 3d. En todos estos casos los diseños ayudan a reducir la rigidez 
del material que rodea a las esquinas, de modo que tanto el esfuerzo como 
la deformación se reparten de mejor manera en la barra. 

Los factores de concentración del esfuerzo dados en las figuras 4-24 
y 4-25 se determinaron con base en una carga estática, bajo el supuesto 
de que el esfuerzo en el material no supera el límite proporcional. Si el 
material es muy frágil, el límite proporcional puede estar en el esfuerzo 
de fractura, por lo que para este material, la falla se inicia en el punto de 
concentración de esfuerzos. En esencia, una grieta empieza a formarse en 
este punto, y en el extremo de dicha grieta se desarrollará una mayor con¬ 
centración de esfuerzos. Esto, a su vez, provoca que la grieta se propague 
por la sección transversal, lo que resulta en una fractura súbita. Por esta 
razón, cuando se emplean materiales frágiles, es muy importante la utiliza¬ 
ción de factores de concentración de esfuerzos en el diseño. Por otra parte, 
s el material es dúctil y se somete a una carga estática, a menudo no es 
necesario utilizar factores de concentración de esfuerzos, ya que cualquier 
esfuerzo que exceda el límite proporcional no dará lugar a una grieta. En 
cambio, el material tendrá una resistencia de reserva debida a la cedencia 
y al endurecimiento por deformación. En la siguiente sección se analizarán 
los efectos ocasionados por este fenómeno. 

Las concentraciones de esfuerzos también son responsables de muchas 
fallas de los elementos estructurales o elementos mecánicos sometidos a 
cargas de fatiga. Para estos casos, una concentración de esfuerzo provocará 
que el material se agriete si el esfuerzo excede el límite de resistencia a la 
fatiga, ya sea que el material sea dúctil o frágil. Aquí, el material ubicado 
en la punta de la grieta permanece en un estado frágil, por lo que la grieta 
sigue creciendo, dando lugar a una fractura progresiva. En consecuencia, 
es necesario buscar maneras de limitarla cantidad de daño que puede ser 
causado por la fatiga. 


♦Vea Lipson, C. y R, C. Juvinall. Handbook of Stress and Strength, Macmillan. 
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Puntos importantes 


* Las concentraciones de esfuerzo se producen en los segmentos 
donde el área de la sección transversal cambia de manera súbita. 
Cuanto más grande es el cambio, mayor será la concentración de 
esfuerzos. 

Para el diseño O el análisis, sólo es necesario determinar el es¬ 
fuerzo máximo que actúa sobre la sección transversal con el área 
más pequeña. Para esto se emplea un factor de concentración del 
esfuerzo, K, que se ha determinado mediante experimentación y 
es sólo una fundón de la geometría de la probeta. 

■ Normalmente, en una probeta dúctil que se somete a una carga 
estática, no es necesario considerar la concentradón de esfuerzos 
durante el diseño; sin embargo, si el material es frágil, o está so¬ 
metido a cargas ds fatiga, entonces las concentradones de esfuer¬ 
zo se vuelven importantes. 



La falla de esta tubería de acero sometida 
a tensión se produjo en su sección transver¬ 
sal con el área más pequeña, que es a través 
del orificio. Observe cómo el material cedió 
alrededor de la superficie fracturada. 
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Capitulo 4 Carga axial 


*4.8 Deformación axial inelástica 

Hasta este punto hemos considerado sólo las cargas que hacen que el ma¬ 
terial de un elemento se comporte elásticamente. Sin embargo, en oca¬ 
siones un elemento puede diseñarse de modo que la caiga haga que el 
material ceda y por consiguiente se deforme de manera permanente. Con 
frecuencia, estos elementos están hechos de un metal muy dúctil como el 
acero recocido de bajo carbono, el cual tiene un diagrama de esfuerzo- 
deformación similar al de la figura 3-6 y por simplicidad puede modelarse 
como se muestra en la figura 4-266. Un material que presenta este compor¬ 
tamiento se denomina elástico perfectamente plástico o elastoplástico. 

Para ilustrar físicamente cómo se comporta un material de este tipo, 
considere la barra mostrada en la figura 4-26a, que se encuentra sometida 
a la carga axial P. Si la carga provoca el desarrollo de un esfuerzo elástico 
a = <Tj en la barra, entonces al aplicarla ecuación 4-5, el equilibrio requie¬ 
re P = fcr J dA = OjA. Por otra parte, el esfuerzo ét, hace que la barra se 
deforme una cantidad e, como lo indica el diagrama de esfuerzo-deforma¬ 
ción de la figura 4-266. Si P se incrementa ahora hasta P p de tal manera 
que provoca la cedencia del material, es decir, <j = <r y , entonces, de nuevo 
P p ~ Jo Y dA = o y A. La carga P p se denomina carga plástica, ya que re¬ 
presenta la carga máxima que puede soportar un material elastoplástico. 
Para este caso, las deformaciones no se definen de manera única. Por el 
contrario, en el instante que se alcanza <r y , la barra se somete primero & la 
deformación de cedencia e y , figura 4-266, después ésta continúa cediendo 
(o alargándose) de forma que $e generan las deformaciones e 2 , luego 
etcétera. Como nuestro “modelo” de material presenta un comportamien¬ 
to perfectamente plástico, esta elongación continuará de manera indefini¬ 
da sin que aumente la carga. Sin embargo, en realidad el material comien¬ 
za a endurecerse después de cierta cedencia, de modo que la resistencia 
adicional obtenida detiene cualquier deformación posterior. Como resul¬ 
tado, los diseños basados en este comportamiento serán seguros, ya que 
el endurecimiento por deformación proporciona el potencial para que el 
material pueda soportar una carga adicional si esto es necesario. 


p 




<a> (b) 


Mgitra 4*26 


















4.8 Deformación axial inelástica 


163 


Considere ahora el caso de una barra atravesada por un orificio, como 
Se muestra en la figura 4-27a. A medida que la magnitud de P se incremen¬ 
ta, se produce una concentración de esfuerzos en el material al borde del 
orificio, en la sección a-a. Aquí, el esfuerzo alcanzará un valor máximo de, 
digamos, cr^ = tr, y ocurrirá una deformación elástica correspondiente 
de , figura 4-27 b. Los esfuerzos y las deformaciones correspondientes en 
otros puntos de la sección transversal serán menores, como lo indica la dis¬ 
tribución de esfuerzos mostrada en la figura 4-27c. El equilibrio requiere 
P = fcr dA. En otras palabras, P es geométricamente equivalente al “vo¬ 
lumen” contenido dentro de la distribución de esfuerzos. Si ahora la carga 
Se aumenta a P\ de modo que rr^ = a Y , entonces el material comenzará 
a ceder hacia fuera desde el orificio, hasta que se satisfaga la condición de 
equilibrio P' = fa dA, figura 4-27d. Como se muestra en la figura, esto 
produce una distribución de esfuerzos que tiene un “volumen” geométri¬ 
camente mayor que el mostrado en la figura 4-27c. Un mayor aumento en 
la carga hará que en algún momento el material ceda en toda su sección 
transversal. Cuando esto sucede, la barra ya no puede soportar cargas más 
grandes. Esta carga plástica P p se muestra en la figura 4-27e. A partir de la 
condición de equilibrio, es posible calcular 



a 


-L 


a y dA — <7 y A 


donde A es el área de la sección transversal de la barra en la sección a-a. 

Los siguientes ejemplos ilustran de manera numérica cómo se aplican 
estos conceptos en otros tipos de problemas para los cuales el material 
tiene un comportamiento elastoplástioo. 


(TV 




«i fv 


ib) 
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figura 4-27 
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Capítulo 4 Carga axial 


*4.9 Esfuerzo residual 

Si un demento o grupo de elementos cargados axial mente forman un sis¬ 
tema estáticamente indeterminado que puede soportar cargas de tensión 
y compresión, entonces las cargas externas excesivas, que causan la ce¬ 
de nci a del material, crearán esfuerzos residuales en los elementos cuando 
Se retiren las cargas. La razón de esto tiene que ver con la recuperación 
dástica del material que se produce durante la descarga. Para demostrar 
lo anterior, considere un demento prismático fabricado con un material 
elastopíástico, que tiene el diagrama de esfuerzo-deformación mostrado 
en la figura 4-28. Si una caiga axial produce un esfuerzo cr y en el material 
plástico y una deformación correspondiente e c , entonces cuando se retire 
la carga, el material responderá elásticamente y seguirá la línea CD a fin 
de recuperar parte de la deformación plástica. Una recuperación hasta el 
esfuerzo nulo en el punto O' será posible sólo si el elemento es estática¬ 
mente determinado, ya que las reacciones de apoyo para d elemento de¬ 
ben ser cero cuando se retire la carga. En estas circunstancias el demento 
se alterará de manera permanente, por lo que la deformación permanente 
en el demento será e ff . 

Sin embargo, si el elemento es estáticamente indeterminado, la elimina¬ 
ción de la carga externa hará que las fuerzas de apoyo respondan a la recu¬ 
peración elástica de CD. Como estas fuerzas restringirán la recuperación 
completa del elemento, inducirán esfuerzos residuales en el mismo. Para 
resolver un problema de este tipo, el ciclo completo de carga y descarga del 
elemento puede considerarse como la superposición de una carga positiva 
(carga) con una carga negativa (descaiga). La carga, de O a C, resulta en 
una distribución plástica dd esfuerzo, mientras que la descarga, a lo largo 
de CD, sólo da lugar a una distribución elástica del esfuerzo. La superposi¬ 
ción requiere que las cargas se cancelen; sin embargo, las distribuciones de 
esfuerzo no se cancelan y poT ende $e conservan los esfuerzos residuales. 


& 



Figura 4*28 
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EJEMPLO 4.13 


La barra de la figura 4-29a está fabricada de un acero que se supone es 
elástico perfectamente plástico, con a Y = 250 MPa. Determine (a) el 
valor máximo de la carga P que puede ser aplicada sin que el acero pre¬ 
sente cedencia y (b) el valor máximo de P que la barra puede soportar. 
Dibuje la distribución del esfuerzo en la sección crítica para cada caso. 

SOLUCIÓN 

Parte (a). Cuando el material tiene un comportamiento elástico, de¬ 
bemos usar un factor de concentración del esfuerzo determinado a par¬ 
tir de la figura 4-24 que es único para la geometría de la barra. Aquí 


r 

h 

w 

h 


4 mm 


(40 mm — 8 mm) 
40 mm 

(40 mm — 8 mm) 


= 0.125 


= 1.25 


A partir de la figura K «1.75. La carga máxima, sin causar cedencia. 
Se produce cuando er^ = <r Y . El esfuerzo normal promedio es = 
P/A. Usando la ecuación 4-6, se tiene 

(Py\ 

O"mj] prgm J ffy ^ I 

250(10 6 ) Pa = 1.75 


Py 


(01002 m) (01032 m)J 
Py = 9.14 kN 


Resp. 


Esta carga se ha calculado utilizando la sección transversal más peque¬ 
ña. En la figura 4-296 se muestra la distribución del esfuerzo resultante. 
Para el equilibrio, el “volumen” contenido dentro de esta distribución 
debe ser igual a 9.14 kN. 

Parte (b). La carga máxima sostenida por la barra hará que todo el 
material ceda en la sección transversal más pequeña. Por lo tanto, como 
P se incrementa hasta la carga plástica P , ésta cambia gradualmente 
la distribución elástica del esfuerzo desde el estado que se muestra en la 
figura 4-296 hasta el estado plástico de la figura 4-29c. Se requiere 


ery = 


250(10 6 )Pa = 


(0.002 m) (0.Q32 m) 
P p = 16.0 kN 


Resp. 


Aquí P p es igual al “volumen” contenido en la distribución de esfuer¬ 
zos, que en este caso es P = a y A. 


40 mm 


^4mm 


at 


4 mm 



ía) 


X 


(b) 


Pp 


> 


<C> 

lisura 4*29 
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Capítulo 4 Carga axial 


EJEMPLO 4.14 


C P=60kN 


100 tnm 


-300 nim¬ 


ia) 


A C P = 60 kN 
F*— j 


(b> 

Ft¡>uru 4*30 


B 


La barra mostrada en la figura 4-30a tiene un radio de 5 mm y está 
fabricada de un material elástico perfectamente plástico para el cual 
(T y = 420 MPa, E— 70 GPa, figura 4-30c. Si se aplica una fuerza de 
P = 60 kN sobré la barra y luego se retira, determine el esfuerzo resi¬ 
dual en la barra. 


B 


F fl 


SOLUCIÓN 

En la figura 4-306 se muestra el diagrama de cuerpo libre de la barra. La 
aplicación de la carga P ocasionará una de tres posibilidades; éstas son; 
ambos segmentos AC y CB permanecen elásticos, AC es plástico y CB 
es elástico o ambos segmentos AC y CB son plásticos.* 

Un análisis elástico, similar al realizado en la sección 4.4, resultará 
en F a = 45 kN y F a = 15 kN en los soportes. Sin embargo, de aquí se 
obtiene un esfuerzo de 


45 kN 

(Tac - _ a = 573 MPa (compresión) > oy = 420 MPa 


&CB ~ 


-ff (0.005 m) 1 
15 kN 

ir(0.005 mf 


= 191 MPa (tensión) 


Como el material del segmento j 4Ccederá, se supondrá que-AC se con¬ 
vierte en plástico, mientras que CB sigue siendo elástico. 

Para este caso, la fuerza máxima que puede desarrollarse en AC es 

(Px)v = o- Y A = 420(10 3 ) kN/m 2 [ir(0.005 m) 2 ] = 33.0 kN 

y a partir del equilibrio de la barra, figura 4-316, 

P É = 60 kN - 33.0 kN = 27.0 kN 

Por lo tanto, el esfuerzo en cada segmento de la barra es 

(Tac = (Ty = 420 MPa (compresión) 

27.0 kN 


&Ch ~ 


tt (0.005 m) 2 


= 344 MPa (tensión) < ¿EQ MPa (OK) 


*La posibilidad de que CB se vuelva plástico antes de que lo haga AC no ocurrirá por¬ 
que cuando d punto Cse mueve, la defi>rmaciónenAC{quG es un segmento más corto) 
siempre será mayor que la deformación en CB + 
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EJEMPLO 4.14 (cont.) 


Esfuerzo residual. Para poder obtener el esfuerzo residual, tam¬ 
bién es necesario conocer la deformación debida a la carga en cada seg¬ 
mento. Como CB responde elásticamente, 


8 C = 


FbLcb = {27.0 kN){0.300 m) 

AE ~ ir{0.005 m^jVOÍlO 6 ) kN/m 2 ] 


= 0.001474 m 


e ca - 




i 

Ecb 

Se 


0.001474 m 


0.300 m 
0.001474 m 


= +01004913 


Lac 0.100 m 

Aquí la deformación de cedencia es 

420(10 6 ) N/m 2 
70(10 9 ) N/m 2 


= -0,01474 


cr(MPa) 


420 

344 


153 


= -a01474 " 




/, 


O 




f 


c 


*ca = 0004^13 
-m 




€y 


Oy 

E 


= 0006 


(c) 

Figura 4-30 (comí.) 


Por lo tanto, cuando se aplica P, el comportamiento esf ue rzo-deform a - 
ción para el material en el segmento CB se mueve desde O hasta A', fi¬ 
gura 4-30c, y el comportamiento esfuerzo-deformación para el material 
en el segmento AC se mueve desde O hasta B\ Si la carga P se aplica en 
sentido inverso, es decir, si se retira la carga, entonces se produce una 
respuesta elástica y debe aplicarse una fuerza inversa de F A = 45 kN y 
F B =15 kN a cada segmento. De acuerdo con lo calculado anteriormen¬ 
te, estas fuerzas producen ahora esfuerzos cr ÁC = 573 MPa (en tensión) 
y o CB = 191 MPa (en compresión), y por ende el esfuerzo residual en 
cada elemento es 


{*Ac)r = -420 MPa + 573 MPa = 153 MPa 
(<r CB ) r = 344MPa - 191 MPa = 153 MPa 


Resp. 

Resp. 


Como era de esperarse, este esfuerzo residual es d mismo para am¬ 
bos segmentos. También observe en la figura 4-30c que el comporta¬ 
miento esfuerzo-deformación para el segmento AC se mueve desde B' 
hasta D', mientras que para el segmento CB lo hace desde A' hasta C r 
cuando se retira la carga. 
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Capítulo 4 Carga axial 


EJEMPLO 4.15 







20*00 pies 


20*03 pies 


2000 pies 


~ 003 pie + &ac 




cr{ ksi) 




2003 pies 


■ Posición inicial 

Posición final 


00 



0,0017 


<b) 


Tas, ,Tac 


€ (pUlg/plllg) 



t 3 kip {c} 
Figura 4-31 


Dos alambres de acero se utilizan par a levantar 
el peso de 3 kip, figura 4-31a. La longitud sin 
estirar del alambre AB es de 20.00 pies y la del 
alambre AC es de 20.03 pies. Si cada alambre 
tiene un área en su sección transversal de 0.05 
pulg 3 y el acero puede considerarse elástico 
perfectamente plástico como se muestra en la 
gráfica a-e de la figura 4-316, determine la fuer¬ 
za en cada alambre así como su elongación. 

SOLUCIÓN 

Una vez que el peso está soportado por ambos 
alambres, entonces el esfuerzo en los alambres 
depende de la deformación correspondiente. 
Existen tres posibilidades, a saber, las deforma¬ 
ciones en ambos alambres son elásticas, el alambre AB se deforma de 
manera plástica mientras que el alambre AC lo hace de manera elástica, 
o ambos alambres se deforman de manera plástica. Se supondrá que 
AC permanece elástico y que AB se deforma plásticamente. 

La investigación del diagrama de cuerpo libre del peso suspendido, 
figura 4-31c, indica que el problema es estáticamente indeterminado. 
La ecuación de equilibrio es 

+ 12^ = 0; T aB + T aC - 3 kip = 0 (1) 

Como AB se vuelve plásticamente deformado entonces debe soportar 
su carga máxima. 

T aB = <TyA ab = 50 ksi {0.05 pulg 2 ) = 2.50 kip Resp. 


<d) 


Por lo tanto, a partir de la ecuación 1, 

Tac — 0.500 kip 


Resp. 


Observe que, como se supuso, el alambre AC permanece elástico ya 
que el esfuerzo en el alambre es <r AC = 0.500 kip/0.05 pulg 2 = 10 ksi < 
50 ksi. La deformación elástica correspondiente se determina mediante 
proporción, figura 4-316; es decir, 

€ac _ 0-0017 
10 ks i 50 ks i 
*ac s 0-000340 

Así, la elongación de AC es 

S AC = (0.000340) (20.03 pies) = 0.00681 pie Resp. 
Y a partir de la figura 4-31 d, la elongación de AB es 

= 0.03 pie + 0.00681 pie - 0.0368 pie Resp. 
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PROBLEMAS 


4-87. Determine el esfuerzo normal máximo desarrollado 
en la barra cuando está sometida a una tensión de P =8 kN. 

*4-88. Si el esfuerzo normal permisible para la barra es 
= 12 ® MPa > determine la máxima fuerza axial P que 
puede aplicarse a la barra. 


4-91. Determine la máxima fuerza axial P que se puede 
aplicar a la barra, la cual está fabricada de acero y tiene un 
esfuerzo permisible de =21 ksi. 

*4-92. Determine el esfuerzo normalmáximo desarrol lado 
en la barra cuando se somete a una tensión de P =2 kip. 



Prut». 4-87JXH 


•4-89. H elemento debe hacerse a partir de una placa 
dé acero con 0.25 pulg de espesor. Si se perfora un orificio de 
1 pulg a través de su centro, determine el ancho w aproxima¬ 
do de la placa para que pueda soportar una fuerza axial de 
33501b. El esfuerzo permisible es =22 ksi. 



025 pulg 


33S0 Ib 


3350 Ib 


lpulg 


Protr 4-89 


4-90. La placa de acero A-36 tiene un espesor de 12 mm. Si 
hay filetes en B y C, y w=150 MPa, determine la máxima 
carga axial P que puede soportar. Calcule su elongación sin 
tomaren cuenta defecto de los filetes. 




•4-93. Determine e l esfuerzo normal m áximo desarrollado 
en la barra cuando está sometida a una tensión de P =8 kN. 



494. En la figura se muestra la distribución del esfuerzo 
resultante a lo largo de la sección AS de la barra. Con base 
en esta distribución, determine de manera aproximada la 
fuerza axial resultante P aplicada a la barra. Además, ¿cuál 
es el factor de concentración del esfuerzo para esta geome¬ 
tría? 


05 pulg 



]*n»b. 4-90 


Fruir. 4-94 
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Capítulo 4 Carga axial 


4-95. En la figura se muestra La distribución del esfuerzo 
resultante a lo largo de la sección AB de La barra. A partir 
de esta distribución, determine aproximadamente la fuerza 
axial resultante P aplicada a la barra. Además, ¿cuál es el 
factor de concentración del esfuerzo para esta geometría? 


0.5 pule 



*4-96. En la figura se muestra la distribución del esfuerzo 
resultante a lo largo de la sección AB de la barra. A partir 
de esta distribución, determine aproximadamente la fuerza 
axial resultante P aplicada a la barra. Además, ¿cuál es el 
factor de concentración del esfuerzo para esta geometría? 


10 min 



IVoh, 4-96 

•4-97. El peso de 300 kip se coloca lentamente sobre la par¬ 
te superior de un poste fabricado de aluminio 2014-T6 con 
un núcleo de acero A-36. Si ambos materiales pueden con¬ 
siderarse elásticos perfectamente plásticos, determine el es¬ 
fuerzo en cada material. 



4-98. La barra tiene un área en su sección transversal de 
0.5 pulg 2 y está fabricada de un material cuyo diagrama 
<fe esfuerzo-deformación puede aproximarse mediante los 
dos segmentos de línea mostrados en la figura. Determine la 
elongación de la barra debido a la carga. 




& 5 kip 

2 pies—| 


er(ksi) 



f (pulg/pulg) 


4-99. La barra rígida se sostiene mediante un pasador en A 
y dos alambres de acero, cada uno con un diámetro de 4 mm. 
Si el esfuerzo de cedencia para los alambres es <r r =530 MPa 
y =200 GPa, determine La intensidad de la carga distri¬ 
buida w que puede colocarse sobre la viga y que causará que 
el alambre EB comience a ceder. ¿Cuál es el desplazamiento 
del punto G en este caso? Para el cálculo, suponga que el 
acero es elástico perfectamente plástico. 

*4-100. La barra rígida se sostiene mediante un pasador 
en A y dos alambres de acero, cada uno con un diámetro de 
4mm. Si el esfuerzo de cedencia para los alambres es <? Y 
530 MPa y E ^=200 GPa, determine (a) la intensidad de la 
carga distribuida w que puede colocarse sobre la viga y que 
hará que sólo uno de los alambres comience a ceder y (b) la 
menor intensidad de la carga distribuida que hará que am¬ 
bos alambres cedan. Para el cálculo, suponga que el acero es 
elástico perfectamente plástico. 



Ptob.4-97 


Ptobs. 4-9WIOO 
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•4-101. La palanca rígida se sostiene mediante dos alam¬ 
bres de acero A-36 que tienen el mismo diámetro de 
4 mm. Si se aplica una fuerza de P = 3 kN sobre el man¬ 
go, determine la fuerza desarrollada en los dos alambres y 
sus elongaciones correspondientes. Considere que el acero 
A-36 es un material elástico perfectamente plástico. 

4-102. La palanca rígida se sostiene mediante dos alambres 
de acero A-36 que tienen el mismo diámetro de 4 mm. De¬ 
termine la fuerza P más pequeña que causará (a) que sólo 
uno de los alambres ceda, (b) que ambos alambres cedan. 
Considere que el acero A-36 es un material elástico perfec¬ 
tamente plástico. 



4-103. Las tres barras se articulan entre sí y se someten a 
la carga P. Si cada barra tiene un área A en su sección trans¬ 
versal, tiene una longitud L y está fabricada de un material 
elástico perfectamente plástico con un esfuerzo de cedencia 
(t v ,determine la máxima carga (carga última) que puede ser 
soportada por las barras, es decir, la carga P que hace que 
todos las barras cedan. Además, ¿cuál es el desplazamiento 
horizontal del punto A cuando la carga alcanza su valor últi¬ 
mo? El módulo de elasticidad es E. 


M-104. La viga rígida se sostiene mediante las tres barras 
de acero A-36 con un diámetro de 25 mm. Si La viga soporta 
la fuerza de P =230 kN, determine la fuerza desarrollada en 
cada barra. Considere que el acero es un material elástico 
perfectamente plástico. 

•4-105. La viga rígida se sostiene mediante las tres barras 
de acero A-36 con un diámetro de 25 mm. Si la fuerza de 
P =230 kN se aplica sobre la viga y después se retira, deter¬ 
mine los esfuerzos residuales en cada barra. Considere que 
el acero es un material elástico perfectamente plástico. 



Prut», 4-104/105 

4-106. La caiga distribuida se aplica sobre una viga rígi¬ 
da que está sostenida por tres barras. Cada barra tiene un 
área en su sección transversal de 1.25 pulg 2 y está fabricada 
de un material cuyo diagrama esfuerzo-deformación puede 
aproximarse mediante los dos segmentos de línea mostra¬ 
dos en la figura. Si se aplica sobre la viga una carga de 
w =25 kip/pie, determine el esfuerzo en cada barra y el des¬ 
plazamiento vertical de la viga. 

4-107. La carga distribuida se aplica sobre una viga rígi¬ 
da que está sostenida por tres barras, Cada barra tiene un 
área en su sección transversal de 0.75 pu^y está fabricada 
de un material cuyo diagrama esfuerzo-deformación puede 
aproximarse mediante los dos segmentos de línea mostrados 
en la figura. Determine la intensidad de la carga distribui¬ 
da w que es necesario aplicar para que la viga se desplace 
L5 pulg hacia abajo. 


]—4 pies—|—4 píes—[ 



Prutu 4-103 


Probs, 4-106/107 
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Capítulo 4 Carga axial 


*4-108. La viga rígida se sostiene sobre los tres postesA, B 
y C que tienen la misma longitud. Los postes Ay C tienen 
un diámetro de 75 mm y están hechos de aluminio, para el 
cual =70 GPa y =20 MPa. El poste B tiene un 
tfiámetro de 20 mm y es de latón, para el cual =100 GPa 
y (cr t ,) hr =590 MPa. Determine la menor magnitud de P de 
tal manera que (a) sólo las varillas A y C cedan y (b) todos 
los postes cedan. 

•4-109. La viga rígida se sostiene sobre los tres postes A, 
By C. Los postes Ay C tienen un diámetro de 60 mm y es¬ 
tán hechos de aluminio, para el cual E a =70GPa y (o-^ = 
20 MPa. El poste B es de latón, para el cual E hr = 100 GPa 
y (cty),,,.= 590 MPa. Si P = 130 kN, determine el mayor diá¬ 
metro del poste B de modo que todos los postes cedan al 
mismo tiempo. 

P P 


1 I 





ai 

B 

br 

c 



m 2m—^ 


Probs. 4-108/109 

4-110. El alambre BC tiene un diámetro de 0.125 pulg y 
su material tiene las características de esfuerzo-deformación 
mostradas en la figura. Determine el desplazamiento ver¬ 
tical del mango en D si el tirón en la empuñadura se au¬ 
menta lentamente y alcanza una magnitud de (a) P =450 Ib, 
(b)P=600lb. 


4-111. La barra con un diámetro de 2 pulg está conectada 
fijamente en sus extremos y soporta la carga axial P. Si el 
material es elástico perfectamente plástico como se muestra 
en el diagrama de esfuerzo-deformación, determine la me¬ 
nor carga P necesaria para ocasionar que el segmento CB 
ceda. Si esta carga se retira, determine el desplazamiento 
permanente del punto C. 

*4-112. Determine la elongación de la barra en el proble¬ 
ma 4-111 cuando se retiran tanto la carga P como los so¬ 
portes. 


P 


- * 

A 

C 


B 

---2 pies-- 


-3pies=— 



<cr (ksi> 


20 


0.001 


« ípulg/pulfi) 


PrOUs, 4-111/112 




e ífwlg/fwlg) 


*4-113. Un material tiene un diagrama de esfuerzo-defor¬ 
mación que puede describirse mediante la curva <r = ce 1 '' 2 . 
Determine la deflexión <5 del extremo de una barra fabricada 
dé este material si tiene una longitud L , un área A en su 
sección transversal, y un peso específico y. 


&±: 


-''A 



Proh. 4-110 


Proh. 4-113 
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REPASO DE CAPITULO 


Cuando u tiacarg a se aplica sobre un punto de un cuerpo, ésta 
tiende a crear una distribución de esfuerzos dentro del cuer¬ 
po, la cual es más uniforme en regiones alejadas del punto 
efe aplicación de la carga. Esto se llama principio de Saint- 
\fenant. 





El desplazamiento relativo de un extremo de un elemento 
cargado axialmente en relación con el otro extremo se de¬ 
termina a partir de 


1 


L P(x) dx 


AE 



E 


Si una serie de fuerzas axiales externas concentradas se 
aplica sobre un elemento y AE es constante para el ele¬ 
mento, entonces, 

PL 


S = X 


AE 


Para su aplicación, es necesario utilizar una convención de 
signos para la carga interna P y el desplazamiento &. Se 
considera que la tensión y la elongación son valores po¬ 
sitivos. Además, el material no debe ceder, sino que debe 
conservarse elástico lineal. 


- h -*~ Pj 




Es posible la superposición de la carga y el desplazamiento 
siempre que el material se conserve elástico lineal y que no 
ocurran cambios significativos en la geometría del elemen¬ 
to después de aplicar la carga. 


Las re acciones en una barra estáticamente indeterminada 
se pueden calcular empleando las ecuaciones de equilibrio 
y las condiciones de compatibilidad que especifican los des¬ 
plazamientos en los soportes. Estos desplazamientos se 
relacionan con las cargas mediante una relación carga- 
desplazamiento como & = PL/AE. 
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Capítulo 4 Carga axial 


Un cambio en la temperatura puede causar que un ele¬ 
mento hecho de un material isotrópico homogéneo expe¬ 
rimente el siguiente cambio en su longitud 

S = aATL 

Si el elemento está restringido, este cambio producirá es¬ 
fuerzo térmico en el elemento. 


Los orificios y las transiciones bruscas en una sección trans- 
\er$al crean concentraciones de esfuerzo. Para el diseño 
de un elemento hecho con un material frágil, se obtiene el 
factor de concentración del esfuerzo Ka partir de una grá¬ 
fica, la cual se determinó mediante experimentación. Este 
valor se multiplica por el esfuerzo promedio para obtener 
el esfuerzo máximo en la sección transversal. 

(r._ = K& _ 

mflx prnm 


Si la carga sobre una barra fabricada con un material dúc¬ 
til ocasiona que el material ceda, entonces la distribución 
de esfuerzos que se presenta en ella puede determinarse a 
partir de la distribución de la deformación y del diagrama 
esfuerzo-deformación. Si se supone que el material es per¬ 
fectamente plástico, la cedencia hará que la distribución 
del esfuerzo en la sección transversal de un orificio o de 
una transición se equilibre y llegue a ser uniforme. 


Vi Vi 



1 


P 


Si un elemento está restringido y una carga externa causa 
la cedencia, entonces cuando la carga se retire, se produci¬ 
rán esfuerzos residuales en el elemento. 
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PROBLEMAS CONCEPTUALES 



1*4-1 


M*l, La zapata de concreto A se vació al colocar esta co¬ 
lumna en su lugar. Después se vació el resto de La losa de 
cimentación. ¿Puede explicar por qué se produjeron grietas 
a45° encada esquina? ¿Se puede pensaren un mejor diseño 
que evite estas grietas? 



1*4-2 


P4*2. Una hilera de ladrillos, junto con el mortero y una 
varilla de refuerzo interna fabricada de acero, están destina¬ 
dos a servir como una viga dintel de apoyo a los ladrillos que 
se encuentran por encima de esta abertura de ventilación en 
la pared exterior de un edificio. Explique lo que pudo haber 
causado que los ladrillos fallaran como se muestra en la fo¬ 
tografía. 
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PROBLEMAS DE REPASO 


4-114. La barra de aluminio 2014-T6 tiene un diámetro de 
(15 pulg y está ligeramente ajustada a los sopones rígidos en 
A y A, cuando T l =70°F. Si Ja temperatura llega a T 2 = -10“F, 
y se aplica una fuerza axial de P = 16 Ib en el collarín rígido, 
como se muestra en la figura, determine las reacciones en 
AyB. 

4-115. La barra de aluminio 2014-T6 tiene un diámetro de 
05 pulg y está ligeramente ajustada a los soportes rígidos en 
A y B, cuando T 1 ■ 70 Ü F. Determine la fuerza P que debe 
aplicarse al collarín de modo que, cuando T =0°F, la reac¬ 
ción en Asea nula. 


•4-117. Dos tubos de acero A-36, cada uno con un área 
de 032 pulg 2 en su sección transversal, se atornillan entre sí 
mediante una junta en 0, como se muestra en la figura. En 
un inicio, el ensamble se ajusta de manera que no baya carga 
sobre la tubería. Si después la junta se aprieta de modo que 
su rosca, que tiene un paso de 0.15 pulg, experimente dos 
vueltas completas, determine el esfuerzo normal promedio 
desarrollado en la tubería. Suponga que la junta en A y los 
acoplamientos en A y C son rígidos. No tome en cuenta el 
tamaño de la junta, Nota :El paso podría causar que el tubo, 
cuando no esta cargado, se acorte 0.15 pulg cuando la junta 
se hace girar una vuelta. 


A 

=?| P/2, 


P/2 — 

-5 pulg- 


í 


8pulg- 


Pmli*. 4-114/115 



«4-116. Cada una de las barras tiene el mismo diámetro de 
25 mm y la misma longitud de 600 mm. Si están fabricadas 
de acero A-36, determine las fuerzas desarrolladas en cada 
barra cuando la temperatura aumenta a 50 Ü C. 



4-118. La pija de latón es forzada a entrar en una fundi¬ 
ción rígida. Se estima que la presión normal uniforme so¬ 
bre la pija es de 15 MPa, Si el coeficiente de fricción estática 
entre la pija y la fundición es = 0.3, determine la fuerza 
axial P necesaria para sacar la pija. Además, calcule el des¬ 
plazamiento del extremo A en relación con el extremo A 
justo antes de que la pija empiece a deslizarse hacia fuera. 
£^,=98 GPa. 



13 MPa 


Prnh. 4-116 


Prob. 4-118 
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4119. El ensamble consta de dos barras AB y CD del mis¬ 
mo material que poseen un módulo de elasticidad E x y un 
coeficiente de expansión térmica a x \ así como de una barra 
£Fque tiene un módulo de elasticidad £, y un coeficiente 
de expansión térmica <%. Todas las barras tienen la misma 
longitud L y área transversal A. Si la viga rígida se encuentra 
en un principio en posición horizontal a una temperatura T v 
determine el ángulo que forma con la horizontal cuando la 
temperatura se eleva hasta T 2 . 



d -1- d --I 


Pr«h. 4119 


*4-120. El eslabón rígido se sostiene mediante un pasador 
en A y dos alambres de acero A-36, cada uno con una lon¬ 
gitud sin estirar de 12 pulg y un área en su sección trans¬ 
versal de 0XH25 pulg 1 . Determine la fuerza desarrollada en 
los alambres cuando el eslabón soporta la carga vertical de 
3601b. 



Prali. 4*120 























El esfuerzo de torsión y el ángulo de giro de este barreno dependen de la potencia de la máquina que hace girar al tala¬ 
dro y de la resistencia del suelo que está en contacto con el eje. 


lüile 



Torsión 



OBJETIVOS DEL CAPÍTULO 


En este capítulo se analizarán los efectos que produce la aplicación de 
una carga de torsión sobre un elemento largo y recto como un eje o 
tubo. En un inicio se Considerará que el elemento tiene una sección 
transversal circular. Se mostrará cómo determinar la distribución de es¬ 
fuerzos dentro del elemento, así como el ángulo de torsión cuando el 
material se comporta en forma elástico lineal o de manera inelástica. 
También se abordará el análisis estáticamente indeterminado de los ejes 
y tubos, además de temas especiales como los elementos con seccio¬ 
nes transversales no circulares. Por último, se dará una consideración 
especial a las concentraciones de esfuerzo y a los esfuerzos residuales 
causados por las cargas de torsión. 


5.1 Deformación por torsión 
de un eje circular 


El par de torsión es un momento que tiende a torcer un elemento sobre 
su eje longitudinal. Su efecto es de gran importancia en el diseño de ejes 
o árboles de transmisión utilizados en vehículos y maquinaria. Se puede 
ilustrar físicamente lo que ocurre cuando un par de torsión se aplica so¬ 
bre un eje circular considerando que el eje está fabricado de un material 
altamente deformable como el caucho, figura 5-la. Cuando se aplica el par 
de torsión, los círculos y las líneas longitudinales en forma de cuadrícula 
marcados en un principio en el eje, tienden a distorsionarse para formar 
el patrón mostrado en la figura 5- Ib. Observe que el torcimiento ocasiona 
que los círculos se conserven como círculos , y que cada línea longitudinal 
de la cuadrícula se deforme en una hélice que interseca los círculos en 
ángulos iguales. Además, las secciones transversales de los extremos a lo 
largo del eje seguirán siendo planas (es decir, no se arrugan o pandean 
hacia adentro o hacia afuera) y las líneas radiales se conservan rectas du¬ 
rante la deformación, figura 5- Ib. A partir de estas observaciones, se puede 
suponer que si el ángulo de giro es pequeño , la longitud del eje y su radio 
se mantendrán sin cambio. 
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Las líneas 
longitudinales 
se tuercen 


Las líneas radiales 
permanecen rectas 


Los círculos se 
mantienen circulares 


Si el eje está fijo en uno de sus extremos y se aplica un par de torsión 
a su Otro extremo, el plano gris oscuro de la figura 5-2 se distorsionará en 
forma sesgada como se muestra en la misma figura. Aquí, una línea radial 
stuada en la sección transversal a una distancia x del extremo fijo del eje 
girará un ángulo </>(x). El ángulo <f>(x), definido de esta forma, se denomi¬ 
na ángulo de giro. Éste depende de la posición x y varía a lo largo del eje 
como se muestra en la figura. 

Con el fin de entender la manera en que esta distorsión hace que el 
material se deforme, se aislará un pequeño elemento situado a una distan¬ 
cia radial p (rho) de la línea central del eje, figura 5-3. Debido a una de¬ 
formación como la indicada en la figura 5-2, las caras frontal y posterior 
del elemento experimentarán una rotación, la cara posterior de d»(x) y la 
cara frontal de 4 A<£. Como resultado, la diferencia en estas rotacio¬ 
nes, A(/>, hace que el elemento esté sometido a deformación córtame. Para 
calcular esta deformación, observe que antes de ésta el ángulo entre las 
aristas AB y AC era de 90°; sin embargo, después de la deformación los 
bordes del elemento son AD y AC, y el ángulo entre ellos es de $'. A partir 
de la definición de deformación cortante, ecuación 2-4, se tiene 


y 


TT 

2 


~ d' 


Después de la deformación 
(b) 

lisura 5-1 




Observe la deformación del elemento rec¬ 
tangular cuando esta barra de caucho se 
somete a un par de torsión. 


2 



Plano 
deformado 


Plano 
sin deformar 


T 

El ángulo de giro aumenta a medida que se incrementa x. 
Hgur» 5-2 
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Este ángulo, y, que se indica en el elemento, puede relacionarse con la 
longitud Ax y con el ángulo Ai p entre los planos sombreados al considerar 
la longitud del arco BD, es decir 

BD = = Axy 


Por lo tanto, si se hace Ax~*dxy A<f> —* d<f>. 


y = p 


d$ 

dx 


(5-1) 


Como ¿tx ydtfr son iguales para todos los elementos ubicados en los pun¬ 
tos sobre la sección transversal en x, entonces dfyjdx es constante en toda 
la secdón transversal, y la ecuación 5-1 establece que la magnitud de la 
deformación cortante para cualquiera de estos elementos varía sólo con 
su distancia radial p desde la línea central del eje. En otras palabras, el 
esfuerzo cortante dentro del eje varía linealmente a lo largo de cualquier 





La deformación cortante en los puntos ubicados 
sobre la sección transversal aumenta linealmente 
con p, es decir, y={p¡c)ry mií . 


Liguria 5-4 
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5.2 Fórmula de la torsión 

Cuando un par de torsión externo se aplica sobre un eje, en éste se genera 
un par de torsión interno correspondiente. En esta sección se desarro¬ 
llará una ecuación que relaciona este par de torsión interno con la distri¬ 
bución del esfuerzo cortante en la sección transversal de un eje o tubo 
circular. 

Si el material es elástico lineal, entonces se aplica la ley de Hooke, 
t = Gy, y en consecuencia cualquier variación lineal en la deformación 
cortante conducirá a una correspondiente variación lineal en el esfuer¬ 
zo cortante a lo largo de cualquier línea radial ubicada en la sección trans¬ 
versal, tal como se señaló en la sección anterior. Por consiguiente, r variará 
desde cero en la línea central longitudinal del eje basta un valor máximo, 
T aíx > en su superficie externa. Esta variación se muestra en la figura 5-5 so¬ 
bre las caras frontales de un numero seleccionado de elementos, los cuales 
se ubican en una posición radial intermedia p y en el radio exterior c. A 
partir de la proporcionalidad de triángulos, se puede escribir 

r = (5-3) 

Esta ecuación expresa la distribución del esfuerzo cortante sobre la sec¬ 
ción transversal en función de la posición radial p del elemento. Con base 
en ella, abora es posible aplicar la condición de que el par de torsión pro¬ 
ducido por la distribución de esfuerzos sobre toda la sección transversal 
sea equivalente al par de torsión intemo resultante T en la sección, lo cual 
mantendrá al eje en el equilibrio, figura 5-5. 



El esfuerzo cortante varía linealmente a lo largo 
de cada línea radial de la sección transversal. 


llgiir» 5*5 
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En específico, cada elemento de área dA, ubicado en p, está sometido 
a una fuerza de dF=rdA. El par de torsión producido por esta fuerza es 
dT=p(rdA). Por lo tanto, para toda la sección transversal se tiene 

T = Jj>( r dA) = dA (5-4) 

Como r w|t „/e es constante, 

j =Tj^L í p i dA ( 5 - 5 ) 

C Ja 


La integral depende sólo de la geometría del eje. Representa el mo¬ 
mento polar de inercia del área de la sección transversal del eje alrededor 
de su línea central longitudinal. Su valor se simboliza como i y, por lo tan¬ 
to, la ecuación anterior puede reordenarse y escribirse de una manera más 
compacta, es decir, 




(5-6) 


Aquí 

TmA* = el esfuerzo cortante máximo en el eje, que se produce en la superfi¬ 
cie externa 

T= el par de torsión interno resultante que actúa en la sección transver¬ 
sal. Su valor se determina a partir del método de las secciones y la 
ecuación de equilibrio de momentos aplicados respecto a la línea 
central longitudinal del eje 

J = el momento polar de inercia del área de la sección transversal 

c = el radio exterior del eje 

Si se combinan las ecuaciones 5-3 y 5-6, el esfuerzo cortante a la distan¬ 
da intermedia p puede determinarse a partir de 



(5-7) 


Cualquiera de las dos ecuaciones anteriores suele llamarse la fórmula 
de la torsión. Recuerde que sólo se usa si el eje es circular, el material es 
homogéneo y se comporta de manera elástico lineal, puesto que su deriva¬ 
ción se basa en la ley de Hooke. 
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(a) 



El esfuerzo cortante varía linealmente 
alo largo de cada línea radial 
de la sección transversal. 

(b) 

l isura 5-7 


Eje sólido. Si el eje tiene una sección transversal circular sólida, el 
momento polar de inercia J puede determinarse usando un elemento de 
área en forma de un aro o anillo diferencial que tiene un grosor dp y una 
circunferencia 2irp, figura 5-6. Para este anillo, dA = 2vpdp, y así 

J = Jp 1 dA= jf p 2 (2irpdp) = 2tt £ p 3 dp = 2ir^p 4 f 



(5-8) 


Observe que / es una propiedad geométrica del área circular y que siempre 
es positiva. Las unidades que se utilizan más a menudo para su medición 
son mm 4 o pulg 4 . 

Se ha demostrado que el esfuerzo cortante vana linealmente a lo largo 
de cada línea radial de la sección transversal del eje. Sin embargo, si se aís¬ 
la un elemento del material que se encuentra sobre esta sección, entonces 
debido a la propiedad complementaria de la fuerza cortante, deben existir 
también esfuerzos cortantes iguales que actúen sobre cuatro de sus caras 
adyacentes, como se muestra en la figura 5-7a. Por consiguiente, no sólo 
el par de torsión interno T desarrolla una distribución lineal del esfuerzo 
cortantea lo largo de cachi línea radial en el plano del área déla sección 
transversal, sino que también se desarrolla una distribución del esfuerzo 
cortante asociada a lo largo de un plano axial, figura 5-7 b. Es interesan¬ 
te destacar que debido a esta distribución axial del esfuerzo cortante, los 
ejes hechos de madera tienden a partirse a lo largo del plano axial cuando 
se someten a un par de torsión excesivo, figura 5-8. Esto se debe a que la 
madera es un material anisotrópico. Su resistencia al corte paralela a sus 
granos O fibras, y dirigida a lo largo de la línea central del eje, es mucho 
menor que su resistencia perpendicular a las fibras, dirigida a lo largo del 
plano de la sección transversal. 




Falla de un eje de madera debido a la torsión. 
54 ) 
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Eje tubular. Si un eje tiene una sección transversal tubular, con radio 
interior c ¡y radio exterior c 0 , entonces su momento polar de inercia / pue¬ 
de determinarse con base en la ecuación 5-8 ai restar /para un eje de radio 
c¡ de la / determinada para un eje de radio c q . De Eo anterior se obtiene 



(5-9) 



Al igual que en un eje sólido, el esfuerzo cortante distribuido en toda el 
área de la sección transversal del tubo varía linealmente a lo largo de cual¬ 
quier línea radial, figura 5-9a. Además, el esfuerzo cortante varia de la 
misma manera a lo largo de un plano axial, figura 5-9¿>. 


Este eje de transmisión tubular de un camión 
se sometió a un par de torsión excesivo, lo 
que dio lugar a una falla causada por la ce- 
dencia del material. 


Esfuerzo de torsión máximo absoluto. Si se debe determinar 
el esfuerzo de torsión máximo absoluto, entonces es importante encon¬ 
trar el sitio donde el cociente 7c// es máximo. En este sentido, puede ser 
útil mostrar la variación del par de torsión intemo T en cada sección a lo 
largo de la línea central del eje; esto se logra al dibujar un diagrama de par 
de torsión , que es una gráfica del par de torsión intemo T contra su posi¬ 
ción x a lo largo del eje. Como una convención de signos, T será positiva si 
mediante la regla de la mano derecha, el pulgarse dirige hacia fuera del eje 
cuando los dedos se enroscan en la dirección de torsión según la ocasiona 
d par, figura 5-5. Una vez que se determina el par de torsión intemo en 
todo el eje, es posible identificar la relación máxima de Tc/J. 




<a> 


El esfuerzo cortante varía li ocalmente a lo largo 
de cada línea radial de la sección transversal. 


(b) 



l'igitr» 5-9 
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Puntos Importantes 


Cuando un eje que tiene una sección transversal circular se somete a un par de torsión, la sección transver¬ 
sal se mantiene plana mientras que las líneas radiales se tuercen. Esto provoca una deformación cortante 
en el material que varía linealmente a lo largo de cualquier línea radial, desde cero en la línea central del 
eje hasta un máximo en su límite exterior. 

Para un material homogéneo elástico lineal, el esfuerzo cortante a lo largo de cualquier línea radial del 
eje también varía linealmente, desde cero en su línea central hasta un máximo en su límite exterior. Este 
esfuerzo cortante máximo no debe exceder el límite proporcional. 

• Debido a la propiedad complementaria de la fuerza cortante, la distribución del esfuerzo cortante lineal 
dentro del plano de la sección transversal también se distribuye a lo largo de un plano axial adyacente en 
el eje. 

La fórmula de la torsión se basa en el requisito de que el par de torsión resultante en la sección transversal 
debe ser igual al par de torsión producido por la distribución del esfuerzo cortante alrededor de la línea 
central longitudinal del eje. Se necesita que el eje o tubo tenga una sección transversal circular y que esté 
hecho de un material homogéneo con un comportamiento elástico lineal. 


Procedimiento de análisis 


La fórmula de la torsión puede aplicarse mediante el siguiente procedimiento. 

Cargas internas. 

Seccione el eje de manera perpendicular a su línea central, en el punto donde debe determinarse el 
esfuerzo cortante; después utilice el diagrama de cuerpo libre y las ecuaciones de equilibrio necesarias 
para obtener el par de torsión interno en la sección. 

Propiedad de la sección. 

Calcule el momento polar de inercia del área de la sección transversal. Para una sección sólida de radio 
c,J = itc*[2, y para un tubo de radio exterior c q y radio interior c¡,J = ir{c*-c*)/2. 

Esfuerzo cortante. 

Especifique la distancia radial p, medida desde el centro de la sección transversal hasta el punto donde 
debe determinare el esfuerzo cortante. A continuación, aplique la fórmula de la torsión r = Tp/J, o si 
se desea determinar el esfuerzo cortante máximo utilice = TcjJ. Al sustituir los datos, asegúrese de 
emplear un conjunto de unidades consistente. 

El esfuerzo cortante actúa sobre la sección transversal en una dirección que siempre es perpendicular 
a p. La fuerza que crea debe contribuir a un par de torsión alrededor de la línea central del eje, el cual 
tiene la misma dirección que el par de torsión interno resultante T que actúa sobre la sección. Una vez 
que se ha establecido esta dirección, puede aislarse un elemento de volumen situado en el punto donde 
se determina r, y puede mostrarse la dirección en que actúa t sobre las otras tres caras adyacentes del 
elemento. 
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EJEMPLO 5.1 


El eje sólido de radio c está sometido a un par de torsión T, figura 5-10a. 
Determine la fracción de 7 que resiste el material contenido en la región 
exterior del eje, la cual tiene un radio interior cjl y un radio exterior c. 

SOLUCIÓN 

El esfuerzo en el eje varía linealmente, de modo que r = ecua¬ 

ción 5-3. Por lo tanto, el par de torsión dT' en el anillo (área), ubicado 
dentro de la región con sombreado más daro en la figura 5-106, es 

dT‘ = p(rdA) = p(p/c)T miI (27Tp dp) 

Para toda el área con sombreado más claro, el par de torsión es 


r = 


c 

2ttt, 


/V 


dp 


mjx !_ 4 * 
C 4^ 


De modo que 


tfl 


r = 


32 


(1) 


Este par de torsión 7' se puede expresaren términos del par T apli¬ 
cado si se utiliza primero la fórmula dé la torsión para determinar el 
esfuerzo máximo en el eje. Se tiene 


T niíx 


Te 


Te 


o bien 


T mfbt 


<*/2)c 4 

27 
ire 3 


Si se sustituye esto en la ecuación 1 se obtiene 

T' = 

16 


Resp. 


NOTA: En este caso, aproximadamente el 94 por ciento del par de 
torsión es resistido por la región con sombreado más claro, y el 6 por 
dentó restante (o de 7 lo resiste el “núdeo” interior del eje, de 
p = 0 a p = c/2. Como resultado, el material que se encuentra en la 
región exterior del eje es muy efectivo en la resistencia del par, lo que 
justifica el uso de ejes tubulares como un medio eficiente para transmi¬ 
tir el par de torsión, y así ahorrar material. 




T mv¡i 
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EJEMPLO 5.2 


123 kippulg 



El eje mostrado en la figura 5-1 la se sostiene mediante dos cojinetes y 
está sometido a tres pares. Determine el esfuerzo cortante desarrolla¬ 
do en los puntos A y B t que se encuentran sobre la sección a-a del eje, 
figura 5-1 le. 


423 kip pulg 


30 kippulg 



18.9 ksi 



ib) 


SOLUCIÓN 


0.75 pulg 


O.I5pulg 

ÍO 


figura 5*11 


Par de torsión interno. Las reacciones de apoyo en el eje 
son nulas, dado que el peso de éste no se toma en cuenta. Ade¬ 
más, los pares de torsión aplicados satisfacen el equilibrio de los 
momentos alrededor de la línea central del eje. 

El par de torsión interno en la sección a-a se determinará 
a partir del diagrama de cuerpo libre del segmento izquierdo, 
figura 5-llfr. Se tiene 

2= 0; 42.5 kip ■ pulg - 30 kip ■ pulg -7 = 0 7 = 12.5 kip-pulg 

Propiedad de la sección. El momento polar de inercia para el 
eje es 

J = y{0L75 pulg) 4 = 0.497 pulg 4 
Esfuerzo cortante. Como el punto A está en p = c = 0.75 pulg. 


T A = 


Te {12.5 kip ■ puig)(ft75 pulg) 


= 18.9 ksi 


J {0.497 pulg 4 ) 

Lo mismo sucede con el punto B, en p = 0.15 pulg, se tiene 


Resp. 


Tp (12.5 kip ■ pulg)(0.15 pulg) 


r B = T = 


{0.497 pulg 4 ) 


= 3.77 ksi Resp. 


NOTA: Las direcciones de estos esfuerzos sobre cada elemento en A 
y B, figura 5-lie, se establecen con base en la dirección del par de tor¬ 
sión interno resultante T, que se muestra en la figura 5-llfr. Observe 
con cuidado cómo el esfuerzo cortante actúa sobre los planos de cada 
uno de estos elementos. 
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EJEMPLO 


5.3 


El tubo mostrado en la figura 5-12a tiene un diámetro interior de 80 mm 
y un diámetro exterior de 100 mm. Si su extremo se aprieta contra el 
soporte en A mediante una Nave de torsión en B, determine el esfuerzo 
cortante desarrollado en el material sobre las paredes interior y exte¬ 
rior, a lo largo de la porción central del tubo, al momento de aplicar las 
fuerzas de 80 N sobre la llave. 


SOLUCIÓN 


Esfuerzo cortante. Para cualquier punto que se encuentre sobre la 
superficie exterior del tubo, p = c o = 0.05 m, entonces 


Tc p 40 N ■ m (0.05 m) 
5.796(10^) m 4 


= 0.345 MPa 


Resp. 


Y para cualquier punto situado en la superficie interior, p = c t =0.04 m, 
de modo que 


r, = 


Tc¡ 40 N ■ m (0.04 m) 
5.796(10“*) m 4 


= 0.276 MPa 


Resp. 


Par de torsión interno. Se toma una sección en una ubicación in¬ 
termedia Csobre el eje de la tubería, figura 5-12¿>. La única incógnita en 
la sección es el par de torsión interno T. Se requiere 

SAZ, = 0; 80 N (0.3 m) + 80 N (0.2 m) - T = 0 
T = 40 N -m 


Propiedad de la sección. El momento polar de inercia para la 
sección transversal del tubo es 

J = y [(0.05 m) 4 - (0.04 m) 4 ] = 5.796(10“*) m 4 


NOTA: Para mostrar cómo actúan estos esfuerzos en los puntos re¬ 
presentativos Dy£ sobre la sección transversal, primero se verá la sec¬ 
ción transversal desde la parte frontal del segmento CA del tubo, figura 
5-12a. En esta sección, figura 5-12c, el par de torsión interno resultante 
es igual pero opuesto al mostrado en la figura 5-12 b. Los esfuerzos cor¬ 
tantes en D y E contribuyen a este par y, por lo tanto, actúan sobre las 
caras sombreadas de los elementos en las direcciones indicadas. Gomo 
consecuencia, observe la manera en que las componentes del esfuer¬ 
zo cortante actúan sobre las otras tres caras. Además, como la cara su¬ 
perior de D y la cara intema de £ se encuentran en regiones sin esfuer¬ 
zo tomadas de las paredes exterior e interior del tubo, no puede existir 
ningún esfuerzo cortante sobre dichas caras O sobre otras caras corres¬ 
pondientes en los elementos. 


figura 5-12 
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5.3 Transmisión de potencia 



La cadena de transmisión transfiere el par 
de torsión desarrollado por el motor eléc¬ 
trico hada el eje, El esfuerzo desarrollado 
en el eje depende de la potencia transmitida 
por el motor y de la velocidad de rotación 
del eje conectado. P=Tt¡t. 


Con frecuencia, tos ejes y tubos con secciones circulares se utilizan para 
transmitirla potencia desarrollada poruña máquina. Cuando se utiliza con 
este fin, se Ies somete a un par de torsión que depende de la potencia ge¬ 
nerada por la máquina y de la velocidad angular del eje. La potencia se 
define como el trabajo realizado por unidad de tiempo. Por su parte, el 
trabajo transmitido por un eje giratorio es igual al par aplicado por el án¬ 
gulo de rotación. Por lo tanto, si durante un instante de tiempo dt un piar de 
torsión T aplicado hace que el eje gire un ángulo d$, entonces la potencia 
instantánea es 


P = LM 

dt 

Como la velocidad angular del eje esw = dd/dt, la potencia puede expre¬ 
sarse de la siguiente manera 



(5-10) 


En el sistema SI, la potencia se expresa en vatios cuando el par de tor¬ 
sión se mide en newton-metros (N ■ m) y o> se expresa en radianes por 
segundo (rad/s) (1 W = 1 N ■ m/s). En el sistema pie-libra-segundo, las 
unidades básicas de la potencia son pies-libras por segundo (pies ■ Ib/s); 
sin embargo, los caballos de fuerza (hp) son de uso frecuente en la práctica 
de la ingeniería, donde 


1 hp = 550 pies -lb/s 

Para la maquinaria, a menudo es necesario informar sobre Infrecuencia, 
/, de un eje giratorio. Ésta es una medida del número de revoluciones o ci¬ 
clos que realiza el eje cada segundo y se expresa en hertz (1 Hz = 1 cicío/s). 
Como 1 ciclo = 2 -ir rad, entonces ú> =2ir/, por lo que la ecuación anterior 
para la potencia se convierte en 


P = 2-jr/T 


(5-11) 


Diseño de ejes. Cuando se conoce la potencia transmitida por un eje y 
su frecuencia de rotación, el par de torsión que se desarrolla en el eje puede 
determinarse a partir de la ecuación 5-11, es decir, T = Pj 2 ir/ Al conocer T y 
el esfuerzo cortante permisible para el material,T perm ,es posible determinar el 
tamaño de la sección transversal del eje empleando la fórmula de la torsión, 
siempre y cuando el comportamiento del material sea elástico lineal. De ma¬ 
nera específica, el parámetro geométrico o de diseño J/c se convierte en 


J = 

C Tpeim 


( 5 - 12 ) 


Para un eje sólido, J = (ir/2)c 4 ; por lo tanto, después de la sustitución se 
puede determinar un valor único para el radio c del eje. Si el eje es tubular, 
de modo que J = {ir/2)(c 4 - cf), el diseño permite un amplio rango de 
posibilidades para la solución. Lo anterior se debe a que puede hacerse 
una elección arbitraria para c a o c¡ y el otro radio podrá determinarse a 
partir de la ecuación 5-12. 
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EJEMPLO 


El eje sólido AB de acero que se muestra en la figura 5-13, se va a usar 
para transmitir 5 hp desde el motor M al cual se encuentra conectado. 
Si el eje gira aa = 175 rpm y el acero tiene un esfuerzo cortante permi¬ 
sible de r ^ = 14.5 ksi, determine el diámetro requerido del eje, con 
precisión de | de pulgada. 



Figura 5-13 


SOLUCIÓN 



El par de torsión sobre el eje se determina a partir de la ecuación 
5-10, es decir, P = Tta, Si expresa P en libras-pie por segundo y tú en 
radianes/segundo, se tiene 

/550 pies-lb/s\ 

P = 5hp y ——-— J = 2750 pies-Ib/s 


175rev/2irrad\A min\ 

<u =-:— - —— = 13.33 rad/s 

min \ 1 rev / \ 60 s / 


Por lo tanto, 

P = Tw, 2750 pies-¡b/s = T( 18.33 rad/s) 

T = 150.1 pies-Ib 

Al aplicarla ecuación 5-12 resulta 

T 


¿ 

c 


Tf C 

2 ; 7 


* perm 


( 2T y _ i 

( 2(150.1 pies ■ Ib) (12 pulg/pies )\ 

\ 77 ' T perni j 

\ 77 -(14 500 lb/pulg 2 ) / 


c = 0.429 pulg 

Gomo 2c = 0.S58 pulg, se selecciona un eje con un diámetro de 


d = - pulg = 0.875 pulg 


Resp. 
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PROBLEMAS FUNDAMENTALES 


15-1. El eje circular sólido se somete a un par de torsión 
interno de T = 5 kN ■ m. Determine el esfuerao cortante 
desarrollado en los puntos A y B. Represente cada estado de 
esfuerzo sobre un elemento de volumen. 



FS-1 


15-2. El eje hueco circular se somete a un par de torsión 
interno de T = 10 kN * m. Determine el esfuerzo cortante 
desarrollado en los puntos A y B. Represente cada estado de 
esfuerzo en un elemento de volumen. 



IQlcN-m 


F5-2 


15-4, Determine el esfuerzo cortante máximo desarrolla¬ 
do en el eje que tiene un diámetro de 40 mm. 



ItN 


15-4 


15-5. Determine el esfuerzo cortante máximo desarrolla¬ 
do en la sección a-a del eje. 



Sección a-a 


1500 N- m 


ÓOONm 


F5-5 


15-3. El eje es hueco desde A hasta B y sólido de B a C. 
Determine el esfuerzo cortante máximo desarrollado en el 
ge. Éste tiene un diámetro exterior de 80 mm. y e i espesor 
de la pared en el segmento hueco es de 10 mm. 



154». Determine el esfuerzo cortante desarrollado en el 
punto A sobre la superficie del eje. Represente el estado de 
esfuerzo sobre un elemento de volumen en este punto. El 
eje tiene un radio de 40mm. 
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PROBLEMAS 


•5-1. Un eje está hecho de una aleación de acero que tiene 
un esfuerzo cortante permisible de =12 ksi. Si el diáme¬ 

tro del eje es de 1.5 pulg, determine el par de torsión máximo 
T que se puede transmitir. ¿Cuál sería el par máximo T' si se 
perforara un orificio de 1 pulg de diámetro a través del eje? 
Dibuje la distribución del esfuerzo cortante a lo largo de una 
línea radial en cada caso. 



frnb, 5-1 


5-2. El eje sólido de radio r está sometido a un par de tor¬ 
sión T. Determine el radio r ' del núcleo interno del eje que 
resiste la mitad del par de torsión aplicado (7’/2). Resuelva 
el problema de dos maneras: (a) utilizando la fórmula de la 
torsión, (b) buscando la resultante de la distribución del es¬ 
fuerzo cortante. 



5-2 

5-3. El eje sólido está fijo al soporte en C y se somete a 
las cargas de torsión mostradas en la figura. Determine el 
esfuerzo cortante en los puntos Ay B, y dibuje el esfuerzo 
cortante sobre los elementos de volumen localizados en es¬ 
tos puntos. 



lOkNm 

itim 


mm 


*5-4. El tubo se somete a un par de torsión de 750 N * m. 
Determi ne qué porción de este par es resistido por la sección 
con sombreado más claro. Resuelva el problema de dos ma¬ 
neras: (a) mediante la fórmula de la torsión, (b) buscando la 
resultante de la distribución del esfuerzo cortante. 



5-4 

5-5. El tubo de cobre tiene un diámetro exterior de 40 mm 
y un diámetro interior de 37 mm. Si se asegura fuertemente 
a la pared en A y se le aplican tres pares de torsión como se 
muestra en la figura, determine el esfuerzo cortante máximo 
absoluto desarrollado en el tubo. 



SO N- m Prob. 5-5 


5-6. El eje sólido tiene un diámetro de 0.75 pulg. Si se so¬ 
mete a los pares de torsión mostrados en la figura, determi¬ 
ne el esfuerzo cortante máximo desarrollado en las regiones 
BC y DE del eje. Los cojinetes en A y F permiten que el eje 
gire libremente. 

5-7. El eje sólido tiene un diámetro de 0.75 pulg. Si se so¬ 
mete a los pares de torsión mostrados, determine el esfuerzo 
cortante máximo desarrollado en las regiones CD y EF del 
eje. Los cojinetes en A y F permiten que el eje gire con li¬ 
bertad. 


F 



tiroh. 5-3 


Prutis. 5-6/7 
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*3-8. El eje sólido de 30 mm de diámetro se utiliza para 
transmitir los pares de torsión aplicados a los engranes. De¬ 
termine el esfuerzo cortante máximo absoluto en el eje. 



300 Nm 500 N-m 


300 mm 




200 N-m 


Pr«b. 5-8 


500 mm 

\ 


•5-9. El eje consiste en tres tubos concéntricos, cada uno 
hecho del mismo material y con los radios interior y ex terior 
mostrados en la figura. Si se aplica un par de torsión T =800 
N * m sobre el disco rígido fijo en su extremo, determine el 
esfuerzo cortante máximo en el eje. 



5-10. El acoplamiento se utiliza para conectar los dos ejes 
mostrados. Si se supone que el esfuerzo cortante en los per¬ 
nos es uniforme, determine el número de pernos necesarios 
para hacer que el esfuerzo cortante máximo en el eje sea 
igual al esfuerzo cortante en los pernos. Cada perno tiene 
un diámetro d. 



5*11. El ensamble consiste en dos secciones de tubo de 
acero galvanizado conectadas entre sf mediante un acopla¬ 
miento reductor en B, El tubo más pequeño tiene un diáme¬ 
tro exterior de 0,75 pulg y un diámetro interior de 0.68 pulg, 
mientras que el tubo más grande tiene un diámetro exterior 
de 1 pulg y un diámetro interior de 086 pulg. Si la tubería 
está firmemente fija a la pared en C, determine el esfuerzo 
cortante máximo desarrollado en cada sección de la tubería 
cuando se aplica el par mostrado sobre las manijas de la lla¬ 
ve de torsión. 



15 


PrUh.5-11 


*5-12. El motor e ntrega un par de torsión de 50 N * m sobre 
el eje AB. Éste se transmite al eje CD mediante los engranes 
en E y F. Determine el par de torsión de equilibrio T' sobre 
el eje CD y el esfuerzo cortante máximo en cada eje. Los 
cojinetes B, Cy D permiten que los ejes giren libremente. 
•5-13. Si el par de torsión aplicado sobre el eje CD es 
T' =75 N *m, determine el esfuerzo cortante máximo ab¬ 
soluto en cada eje. Los cojinetes B, C y D permiten que los 
ejes giren libremente y el motor mantiene los ejes fijos en la 
notación. 



PmfcS-lO 


Probs. 5-12/13 
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5-14. El eje sólido de 50 mm de diámetro se utiliza para 
transmitir los pares de torsión aplicados sobre los engranes. 
Determine el esfuerzo cortante máximo absoluto en el eje. 


250 N-m 



Prok 5-14 


5-15. El eje sólido está hecho de un material que tiene un 
esfuerzo cortante permisible de = 10 MPa. Determine 
el diámetro requerido del eje con una precisión de 1 mm. 

*5-16. El eje sólido tiene un diámetro de 40 mm. Determi¬ 
ne el esfuerzo cortante máximo absoluto en el eje y dibuje 
la distribución del esfuerzo cortante a lo largo de una línea 
radial del eje donde el esfuerzo cortante sea máximo. 


•5-17. La barra tiene un diámetro de 1 pulg y un peso de 
10 Ib/pie. Determine el esfuerzo de torsión máximo en una 
sección de la barra situada en.4, debido al peso de la barra. 

5-18. La barra tiene un diámetro de 1 pulg y un peso de 
15 lb/pie. Determine el esfuerzo de torsión máximo en una 
sección de la barra situada en B t debido al peso de la barra. 



5-19. Dos llaves se usan para apretar el tubo mostrado. Si a 
cada llave se le aplica P =300 N, determine el esfuerzo cor¬ 
tante de torsión máximo desarrollado dentro de las regiones 
AB y BC. El tubo tiene un diámetro exterior de 25 mm y 
un diámetro interior de 20 mm. Dibuje la distribución del 
esfuerzo cortante en ambos casos. 

45-20. Dos llaves se usan para apretar el tubo mostrado. 
Si el tubo está hecho de un material que tiene un esfuerzo 
cortante permisible de = 85 MPa, determine la fuerza 
máxima permisible P que puede aplicarse a cada llave. El 
tubo tiene un diámetro exterior de 25 mm y un diámetro 
interior de 20 mm, 




P 


Probs, 5-15/16 


Frota. 5-19/20 
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•5-21. El eje sólido de 60 mm de diámetro está someti¬ 
do a las cargas de torsión distribuidas y concentradas que 
se muestran en la figura. Determine los esfuerzos cortantes 
absolutos máximo y mínimo en la superficie exterior del eje; 
asimismo, especifique sus ubicaciones medidas desde el ex¬ 
tremo fijo A 

5-22. El eje sólido está sometido a las cargas de torsión 
distribuidas y concentradas que se muestran en la figura. 
Determine el diámetro requerido ¿del eje, con precisión de 
1 mm. Considere que el esfuerzo cortante permisible para el 
material es T pnn =50 MPa. 



5-23. Considere el problema general de un eje circular 
hecho de m segmentos cada uno con un radio c m . Si hay 
n pares de torsión en el eje, como se muestra en la figura, 
escriba un programa de computadora que pueda utilizarse 
para determinar el esfuerzo cortante máximo en las ubica¬ 
ciones especificadas a lo largo del eje x. Muestre una apli¬ 
cación del programa usando los valores L l = 2 pies, c¡-2 
pulg, =4 pies, c 2 = 1 pulg, T l = 800 Ib ‘pies, rfj =0, 
T 2 =-óO0 Ib ■ pies, dj =5 pies. 



*5-24* El tubo de cobre tiene un diámetro exterior de 2.50 
pulg y un diámetro interior de 230 pulg. Si se aprieta fuer¬ 
temente a la pared en C y se le aplica un par de torsión dis¬ 
tribuido de manera uniforme como se muestra en la figura, 
determine el esfuerzo cortante desarrollado en los puntos A 
y B . Estos puntos se encuentran en la superficie exterior del 
tubo. Dibuje el esfuerzo cortante sobre elementos de volu¬ 
men ubicados en Ay B. 

•5-25. El tubo de cobre tiene un diámetro exterior de 2.50 
pulg y un diámetro interior de 230 pulg. Si se aprieta fuer¬ 
temente a la pared en C y se somete a un par de torsión dis¬ 
tribuido de manera uniforme en toda su longitud, determine 
el esfuerzo cortante máximo absoluto en el tubo. Analice la 
validez de este resultado. 



5-26. Un resorte cilindrico consiste en un anillo de caucho 
pegado a un anillo rígido y a un eje. Si el anillo se mantiene 
fijo y se aplica un par de torsión T sobre el eje, determine el 
esfuerzo cortante máximo en el caucho. 



ü*roh. 5-23 


Fruí». 5-26 
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5-27. El eje de acero A-36 se sostiene mediante cojinetes 
lisos que le permiten girar libremente. Si los engranes se so¬ 
meten a los pares de torsión mostrados en la figura, determi¬ 
ne el esfuerzo corta nte máximo desarrollado en los segmen¬ 
tos ABy BC. El eje tiene un diámetro de 40mm. 

•5-28. El eje de acero A-36 se sostiene mediante cojine¬ 
tes lisos que le permiten girar libremente. Si los engranes se 
someten a los pares de torsión mostrados en la figura, de¬ 
termine el diámetro requerido del eje con precisión de un 
milímetro si t =60 MPa, 


300 Nm 



C 

I*r«hv 5-27/28 


200 Nm 


•5-29. Otando se perfora un pozo a una velocidad angular 
constante, el extremo inferior de la tubería de perforación se 
encuentra con una resistencia a la torsión T Á . Por otra parte, 
el suelo a lo largo de los lados del tubo crea un par de torsión 
por fricción distribuido en toda su longitud, el cual varía de 
manera uniforme desde cero en la superficie B basta t A en 
A. Determine el par de torsión T a mínimo que debe sumi¬ 
nistrar la unidad de transmisión para superar a los pares de 
resistencia, y calcule el esfuerzo cortante máximo en la tube¬ 
ría. El tubo tiene un radio exterior r o y un radio interior r } . 


5-30. El eje está sometido a un par de torsión distribuido 
en toda su longitud de t = (lOx 2 ) N * m/m, donde x se da en 
metros. Si el esfuerzo máximo en el eje debe mantenerse 
constante en 80 MPa, determine la variación requerida del 
radio c del eje para 0 ^x ^3 m. 



531. El eje de acero sólido ACtiene un diámetro de 25 mm 
y se sostiene mediante cojinetes lisos en D y E. Está aco¬ 
plado a un motor en C, que entrega 3 kW de potencia hacia 
el eje en rotación a 50 rev/s. Si los engranes Ay B toman 
1 kW y 2 kW, respectivamente, determine el esfuerzo cor¬ 
tante máximo desarrollado en el eje dentro de las regiones 
ABy BC. El eje puede girar libremente en sus cojinetes de 
apoyo D y E. 


2lcW 


3kW 



T„ 



Profj, 5-31 

*5-32. La bomba opera usando un motor con una potencia 
de 85 W. Si el impulsor en ügira a 150 rev/min, determine el 
esfuerzo cortante máximo desarrollado en el punto A del eje 
de transmisión, si éste tiene 20 mm de diámetro, 



Pnib. 5-29 


ü’roh. 5-32 
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•5-33. El motor de engranaje puede desarrollar 2 hp cuan¬ 
do gira a 450 rev/min. Si el eje tiene un diámetro de 1 pulg, 
determine el esfuerzo cortante máximo desarrollado en el 
eje. 

534. El motor de engranaje puede desarrollar 3 hp cuando 
gra a 150 rev/min. Si el esfuerzo cortante permisible para el 
qe es t =12 ksi, determine el diámetro más pequeño que 
puede usarse en el eje» considere una precisión de g pulg. 



Prohs. 5-33/34 


♦5-37. H eje de transmisión para la hélice de un barco gira 
a 1500 rev/min, mientras desarrolla 1800 hp. Si tiene 8 pies 
<k largo y un diámetro de 4 pulg, determine el esfuerzo cor¬ 
tante máximo en el eje causado por torsión. 

5-38. El motora desarrolla una potencia de 300 W y tie¬ 
ne una polea conectada que gira a 90 rev/min. Determine 
los diámetros requeridos de los ejes de acero ubicados so¬ 
bre las poleas en A y B si el esfuerzo cortante permisible es 

V - =85 MPa> 



150 mm 

l’mli. 5-38 


5-35. El eje de 25 mm de diámetro en el motor está fabri¬ 
cado de un material que tiene un esfuerzo cortante permi¬ 
sible de = 75 MPa. Si el motor opera a su potencia 
máxima de 5 kW, determine la rotación mínima permisible 
del eje. 

*5-36. El eje de transmisión del motor está fabricado de un 
material que tiene un esfuerzo cortante permisible de t = 
75 MPa. Si el diámetro exterior del eje tubular es de 20 mm 
y el grosor de la pared es de 2,5 mm, determine la potencia 
máxima permisible que puede suministrarse al motor cuan¬ 
do el eje opera a una velocidad angular de 1500 rev/min. 


5-39. El eje de acero sólido DF tiene un diámetro de 25 mm 
y se sostiene mediante los cojinetes lisos en D y E. Está aco¬ 
plado a un motor en F, el cual entrega 12 kW de potencia 
hacia el eje en rotación a 50 rev/s. Si los engranes A, B y C 
toman 3 kW, 4 kW y 5 kW, respectivamente, determine el 
esfuerzo cortante máximo desarrollado en el eje dentro de 
las regiones CF y BC. El eje puede girar libremente sobre 
sus cojinetes de apoyo Dy E. 

*5-40. En el problema 5-39, determine el esfuerzo cortante 
máximo absoluto desarrollado en el eje. 



Prohs. 5-35/36 


Prohs. 5-39/40 
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•5-41. El eje tubular de acero A-36 tiene 2 m de largo y 
un diámetro exterior de 50 mm, Cuando se gira a 40 rad/s, 
transmite 25 kW de potencia del motor M a la bomba P. 
Determine el menor grosor posible del tubo si el esfuerzo 
cortante permisible es r | _ =80 MPa. 

542. El eje tubular de acero A-36 tiene 2 m de largo y 
un diámetro exterior de 60 mm. Debe transmitir 60 kW de 
potencia del motor M a la bomba P. Determine la menor 
velocidad angular posible del eje si el esfuerzo cortante per¬ 
misible es r =80 MPa, 

ptim 



I*H*hv 541/42 


543. Un tubo de acero con un diámetro exterior de 
25 pulg se utiliza para transmitir 35 hp cuando gira a 
2700 rev/min. Determine el diámetro interior d del tubo con 
una aproximación de ¿de pulg si el esfuerzo cortante permi¬ 
sible esT^^O ksi. 


*544. El eje de transmisión AB de un automóvil está ta¬ 
bicado de un acero con un esfuerzo cortante permisible de 
t ~ 8 ksi. Si el diámetro exterior del eje es de 2,5 pulg y 
el motor entrega 200 hp hacia el eje cuando éste gira a 1140 
rev/min, determine el espesor mínimo requerido en la pared 
del eje. 

•545. El eje de transmisión AB de un automóvil debe di¬ 
señarse como un tubo de pared delgada. El motor entrega 
150 hp cuando el eje gira a 1500 rev/min. Determine el espe¬ 
sor mínimo de la pared del eje si su diámetro exterior es de 
2.5 pulg. El material tiene un esfuerzo cortante permisible 

V™ =7ksi ' 



Prnlis. 544/45 


546. El motor mostrado en la figura entrega 15 hp a la 
polea en A mientras gira a una velocidad constante de 
1800 rpm. Determine* con precisión de 1 de pulg, el diámetro 
más pequeño posible para el eje BC, si el esfuerzo cortante 
permisible para el acero es = 12 ksi. La banda no se 
desliza sobre la polea. 



I’nib, 543 


Pmh. 546 
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5.4 Ángulo de giro 



Los pozos de petróleo suelen perforarse a 
profundidades que superan los mil metros. 
En consecuencia, el ángulo total de giro de 
una cadena de tubos de perforación pue¬ 
de ser sustancial y debe ser determinado. 


En ocasiones, el diseño de un eje depende de la restricción de la cantidad 
de rotación o giro que puede ocurrir cuando el eje se somete a un par de 
torsión. Además, cuando se analizan las reacciones de los ejes estática¬ 
mente indeterminados, es importante poder calcular el ángulo de torsión 
del eje. 

En esta sección se desarrollará una fórmula para determinar el ángulo 
de giro <j> (phi) de un extremo de un eje con respecto a su otro extremo. Se 
supondrá que el eje tiene una sección transversal circular que puede variar 
gradualmente en toda su longitud, figura 5-14o. Por otra parte, se supone 
que el material es homogéneo y se comporta de manera elástico lineal 
cuando se le aplica un par de torsión. Como en el caso de una barra carga¬ 
da axialmente, no se tomarán en cuenta las deformaciones localizadas que 
ocurren en los puntos de aplicación de los pares de torsión ni en los cam¬ 
bios abruptos de la sección transversal. Por el principio de Saint-Venant, 
estos efectos se producen dentro de pequeñas regiones de la longitud del 
eje y, en general, sólo tendrán un ligero efecto sobre el resultado final. 

Mediante el método de las secciones, se aísla un disco diferencial de 
espesor dx t situado en la posición r, figura 5-14¿>. El par de torsión resul¬ 
tante interno es r(jt), ya que la carga externa puede provocar que varíe a 
lo largo de la línea central del eje. Debido a T(r), el disco girará, de modo 
que la rotación relativa de una de sus caras con respecto a la otra es d*f>, 
figura 5-14¿>. En consecuencia, un elemento de material que se encuentre 
en un radio p arbitrario dentro del disco experimentará una deformación 
cortante y. Los valores de y y d<f> se relacionan mediante la ecuación 5-1, 
es decir, 



%iif» 5-14 
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Como la ley de Hooke, y = t/G, es válida y el esfuerzo corlante puede 
expresarse en términos del par de torsión aplicado usando la fórmula de la 
torsión r = 71 (x)p{J(x), entonces y = T(x)p/J(x)G. Si se sustituye esto en 
la ecuación 5-13, el ángulo de giro para el disco es 


d<t> = 


T{x) 
J(x)G 


dx 


Integrando sobre toda la longitud L del eje, se obtiene el ángulo de giro 
para todo el eje, es decir, 


i- •. * 7 -- 

!* -* .. ’• '• " r •- 
£ ■ U l 1 

Al calcular tanto el esfuerzo como el án¬ 
gulo de giro de este barreno es necesario 
considerar Ja carga de torsión variable que 
actúa en toda su longitud, 


f L T(x) dx 
l 7<*)G 


(5-14) 


Aquí 

<f> = el ángulo de giro de un extremo del eje con respecto al otro extre¬ 
mo, medido en radianes 

T(x) - el par de torsión interno en la posición arbitrarias, que se encuen¬ 
tra mediante el método de las secciones y la ecuación de equilibrio 
de momentos aplicada respecto a la línea central del eje 
J(x) = el momento polar de inercia expresado como una función de la 
posición x 

G = el módulo de elasticidad cortante para el material 

Par de torsión constante y área de la sección transversal. 
Por lo general, en la práctica de ingeniería el material es homogéneo, de 
modo que G es constante. Además, la sección transversal del eje y el par 
de torsión externo son constantes a lo largo del eje, figura 5-15. Si éste es 
el caso, el par de torsión interno 7X.t) = T, el momento polar de inercia 
J(x)=J y la ecuación 5-14 pueden integrarse, de donde se obtiene 



(5-15) 


Son notables las similitudes entre las dos ecuaciones anteriores y las de 
una barra cargada axialmente (S = /P(jt) dx/A (x)E y 8 = PL/AE ) . 



Figura 5-15 
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La ecuación 5-15 se utiliza con frecuencia para determinar el módulo 
de elasticidad cortante G de un material. Para ello, se coloca una probet a de 
longitud y diámetro conocidos en una máquina para ensayos de toisión, 
como la que se muestra en la figura 5-16. Después, se mide el par de tor¬ 
sión T aplicado y el ángulo de giro ó en toda la longitud L. Si se usa la ecua¬ 
ción 5-15, entonces G = TLjty. Por lo general, para obtener un valor más 
confiable de G, se realizan varias de estas pruebas y se emplea el valor pro¬ 
medio. 

Pares de torsión múltiples. Si el eje está sometido a varios pares 
de torsión diferentes, O el área de la sección transversal o el módulo cor¬ 
tante cambian abruptamente de una región del eje a otra, es posible apli¬ 
car la ecuación 5-15 a cada segmento del eje donde todas estas cantidades 
sean constantes. El ángulo de giro de un extremo del eje con respecto al 
otro se encuentra a partir de la suma vectorial de los ángulos de giro de 
cada segmento. Para este caso, 



(5-16) 


Convención de Signos. Para aplicar esta ecuación es necesario de¬ 
sarrollar una convención de signos, tanto para el par de torsión interno, 
como para el ángulo de giro de un extremo del eje con respecto al Otro. 
Para ello, se usará la regla de la mano derecha, según la cual el par de 
torsión y el ángulo Serán positivos, siempre que el pulgar se dirija hada 
fuera del eje cuando los otros dedos se enroscan indicando la tendencia de 
rotación, figura 5-17. 

Para ilustrar el uso de esta convención de signos, considere el eje mos¬ 
trado en la figura 5-18a. Se desea determinar el ángulo de giro del extremo 
A con respecto al extremo D. Es necesario considerar tres segmentos del 
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eje, ya que el par interno cambiará en B y en C. Usando el método de las 
secciones, se determinan los pares de torsión internos para cada segmento, 
figura 5-18&. Por la regla de la mano derecha, con pares de torsión posi¬ 
tivos dirigidos en sentido opuesto al extremo seccionado del eje, se tiene 
T ab = +80 N ■ m, T bc - —70 N ■ m y T CD = —10 N ■ m. Estos resultados tam¬ 
bién se muestran en el diagrama de par de torsión para el eje, figura 5-18c. 
Al aplicar la ecuación 5-16, se tiene 

_ (+80 N-m) Lab , {-70N-m)L BC {-lON-m)^ 

* A,a 1c + le + 1c 

Si se sustituyen los demás datos y se encuentra que la respuesta es una 
cantidad positiva, esto significa que el extremo A girará oomo lo indica la 
curva de los dedos de la mano derecha cuando el pulgar se alejan del eje, 
figura 5-18a. La notación con doble subíndice se emplea para indicar el 
ángulo de giro relativo sin embargo, si el ángulo de giro debe de¬ 

terminarse respecto a un soporte fijo, entonces sólo se usará un subíndice. 
Por ejemplo, si D es un soporte fijo, entonces el ángulo de giro se denotará 
con tj> A . 




70 N-m 


80 N-m 


10 N-m 



■V ' 

—10 


{b} 



(a) 


T(N-m) 






—70 


-10 


<c> 


Figura 5-l« 
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Punto importante 


• Al aplicar la ecuación 5-14 para determinar el ángulo de giro, es 
importante que los pares aplicados no causen la cedenda del ma¬ 
terial y que el material sea homogéneo y se comporte de manera 
elástico lineal. 



Procedimiento de análisis 


El ángulo de giro de un extremo de un eje O tubo con respecto al 
otro extremo puede determinarse mediante el siguiente procedi¬ 
miento. 

Par do torsión interno. 

El par de torsión interno en un punto sobre la línea central del 
eje se encuentra utilizando el método de las secciones y la ecua¬ 
ción de equilibrio de momentos, aplicados a lo largo de la línea 
central del eje. 

Si el par de torsión varía a lo largo del eje, debe hacerse una 
sección en la posición arbitraria x a lo largo del eje y el par de 
torsión interno se representa como una función de x, es decir, 
T(x). 

Si entre los extremos del eje actúan varios pares de torsión ex¬ 
ternos constantes, debe determinarse el par interno en cada seg¬ 
mento del eje, entre cualquiera de los dos pares externos. Los 
resultados se pueden representar de manera gráfica como un 
diagrama de par de torsión. 

Ángulo de giro. 

• Cuando el área circular de la sección transversal del eje varía a 
lo largo de la línea central del eje, el momento polar de inercia 
debe expresarse como una función de su posición x a lo largo del 
eje, J(x). 

Si el momento polar de inercia o el par de torsión interno cam¬ 
bia repentinamente entre los extremos del eje, entonces debe 
aplicarse = f{T{x )//(x)G) dx o 4>~ TL/JG a cada segmen¬ 
to para el cual J, G y T sean continuas o constantes. 

Al determinar el par de torsión interno en cada Segmento, ase¬ 
gúrese de usar una convención de signos consistente para el eje, 
como la que se presenta en la figura 5-17. Además asegúrese de 
usar un conjunto consistente de unidades cuando se realice la 
sustitución de datos numéricos en las ecuaciones. 
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EJEMPLO 5.5 


Los engranes unidos al eje de acero que tiene un extremo fijo están 
sometidos a los pares de torsión que se muestran en la figura 5-19a. Si el 
módulo de elasticidad cortante es de 80 GPa y el eje tiene un diámetro 
de 14 mm, determine el desplazamiento del diente P en el engrane A. 
El eje gira libremente en el cojinete ubicado en B. 


too 


SOLUCIÓN 


280 N-m 


15GN-m B 
P 



03 m 


Par de torsión interno. Por inspección, los pares de torsión en los 
segmentos AC t CD y DE son diferentes aunque constantes alo largo de 
cada segmento. En la figura 5-19¿ se muestran los diagramas de cuerpo 
libre de los segmentos adecuados del eje junto con los pares de torsión 
internos calculados. Utilizando la regla de la mano derecha y la con¬ 
vención de signos establecida de que el par de torsión positivo se dirige 
hacia fuera del extremo seccionado del eje, se tiene 

T AC = 1^0 N ■ m T cd — —130 N ■ m T = —170 N ■ m 

Estos resultados también se muestran en el diagrama de par de torsión, 
figura 5-19c. 

Ángulo de giro. El momento polar de inercia para el eje es 
J = f (0.007 m) 4 = 3.771(10“ 9 ) m 4 


w 


150 Nm 


T A€ =m N m 


T cd — 130 N r m 



Si se aplica la ecuación 5-16 a cada segmento y se suman los resultados 
algebraicamente, se tiene 

r (N-m) 

_TL (+150 N-m)(0.4m) 

^ / -i f/i . 

.. 150 



150 Nm 


40N*m 


' JC 3.771 (10" 9 ) m 4 [80(10**) N/m 2 ] 

{-130N-m)(0.3 m) 


0 


3.771(1Q" 9 ) m 4 [80(10 9 ) N/m 2 ] 
(—170 N ■ m)(0.5 m) 
3.771(10 -9 ) m 4 [80(10 9 ) N/m 2 ] 


280 Nm 


(b) 


04 


07 


-130 


U 


= -0.2121 rad 


-170 


<c> 


y{m) 


Como la respuesta es negativa, por la regla de la mano derecha el pul¬ 
gar se dirige hacia él extremo E del eje, por lo que el engrane A rotará 
como se muestra en la figura 5-1 9d. 

El desplazamiento del diente P en el engrane A es 

Sf. = <f> A r = (0.2121 rad)(100 mm) = 21.2 mm Resp. 

NOTA: Recuerde que este análisis sólo es válido si el esfuerzo cortan¬ 
te no excede el límite proporcional del material. 
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EJEMPLO 5.6 


Los dos ejes sólidos de acero mostrados en la figura 5-20a se acoplan entre 
sí mediante engranes dentados. Determine el ángulo de giro del extremo 
A del eje AB cuando se aplica el par de torsión T =45 N ■ m. Considere 
G = 80 GPa. El eje AB gira libremente en los cojinetes E y F, mientras 
que el eje DC está fijo en D, Cada eje tiene un diámetro de 20 mm. 



(Md), 

t 


(T D ) X =225 N m 


! Wd), 

- 




SOLUCIÓN 

Par de torsión interno. En la figura 5-206 y 5-20c se muestran los 
diagramas de cuerpo libre para cada eje. Si se suman los momentos a 
to largo de la línea central x del eje AB, se obtiene la reacción tangen¬ 
cial entre los engranes de F = 45 N ■ m/0.15 m = 300 N. Si se suman ios 
momentos respecto a la línea central x del eje DC , se observa que esta 
fuerza crea un par de torsión de = 300 N (0.075 m) = 22.5 N ■ m 
sobre el eje DC. 

Ángulo de giro. Para resolver el problema, primero se calcula la 
rotación del engrane C debido al par de torsión de 22.5 N -m en el eje 
DC, figura 5-20c. Este ángulo de giro es 

TL 0C {+22.5 N-m){1.5 m) 


4c “ 


JC (ir/2){0.010 m) 4 [80{10 9 ) N/m 2 ] 


= +0.0269 rad 


Como los engranes en el extremo del eje están endentados, la rotación 
Ó c del engrane C ocasiona que el engrane B gire <f> B , figura 5-206, donde 

óa{0.15m) = (0.0269 rad) (0.075 m) 
ó* = 0.0134 rad 

Ahora se determinará el ángulo de giro del extremo A con respecto 
al extremo B del eje AB causado por el par de torsión de 45 N ■ m, figura 
5-206. Se tiene 

, T m Lab (+45 N ■ m)(2 m) 

<Pa/s = 


= +0.0716 rad 


JC (ti , / 2)(0.010 m) 4 [S0{10 9 ) N/m 2 ] 

Por lo tanto, la rotación del extremo A se determina mediante la 
suma de 4> B y depuesto que ambos ángulos tienen la misma dirección, 
figura 5-206. Resulta 

^a = 4b + 4a¡& ~ 0.0134 rad + 010716 rad = +0.0850 rad Resp. 
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EJEMPLO 5.7 


El poste de hierro fundido sólido con 2 puig de diámetro que se muestra 
en la figura 5-21a, está enterrado 24puig en el suelo. Si se aplica un par 
de torsión sobre su paite superior mediante una llave rígida, determine 
el esfuerzo cortante máximo en el poste y el ángulo de giro en su par¬ 
te superior. Suponga que el par de torsión está a punto de hacer girar 
el poste, y que el suelo ejerce una resistencia uniforme a la torsión de 
t Ib ■ pulg/pulg en sus 24 puig de longitud enterrada. Considere que 
G = 5.5(10 3 )ksi. 

SOLUCIÓN 

Par de torsión interno. El par de torsión interno en el segmento 
AB del poste es constante. A partir del diagrama de cuerpo libre de la 
figura 5-216, se tiene 

2 M z = 0; T ÁB = 25 Ib {12 puig) = 300 Ib ■ puig 

La magnitud de la distribución uniforme del par detorsión a lo largo del 
segmento BC enterrado puede determinarse a partir del equilibrio de 
todo el poste, figura 5-21c. Aquí, 

SAZ, = 0 25 Ib {12 puig) - í{24 puig) = 0 

t - 12.5 Ib ■ pulg/pulg 

Por lo tanto, a partir de un diagrama de cuerpo libre de una sección del 
poste ubicada en la posición x, figura 5-21 d, se tiene 
2Af J = 0; T bc - 12.5* = 0 

T bc = 12.5* 

Esfuerzo cortante máximo. El esfuerzo cortante máximo ocurre 
en la región AB, ya que el par de torsión más grande se presenta allí y 
J es constante para el poste. Al aplicar la fórmula de la toisión, resulta 


T ab c (300 Ib ■ puig) (1 puig) 
i-mi* = j ' = — , ,. W1 . 1.4 -*= 191 psi Resp. 

J (ir/2)(lpulg) 

Áng u lo d e g iro. El ángulo de giro en la parte superior se puede de¬ 
terminar en relación con la parte inferior del poste, ya que se encuentra 
fija y, sin embargo, está a punto de girar. Ambos segmentos AB y BC 
giran, por lo que en este caso se tiene 

Lec 7V dx 


, 7 1 aB L aB 

<f>A ~ “ + 




JG Jo JG 
{300 Ib-puig)36 puig 


JG 

10 800 Ib-puig 2 


l 


J4pulB 12.5* dx 


JG 

12.5[{24) 2 /2] Ib- puig 2 


JG 


JG 


14400 ib-puig 2 


(ir/ 2){1 puig ) 4 5500(10 3 ) lb/pulg 3 


= 0.00167 rad 


Resp. 




T ;.ri Tac 

■ i 

X ü 

U í = 12 j Ib-pulg/pulg 


(d) 


figura 5-21 
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PROBLEMAS FUNDAMENTALES 


15-7. El eje de acero A-36 con un diámetro de 60 rara está 15-10, Una serie de engranes se montan sobre el eje de 

sometido a los pares de torsión mostrados en la figura. De- acero A-36 con un diámetro de 40 mm. Determine el ángulo 

termine el ángulo de giro del extremo A con respecto a C <k giro del engrane B con respecto al engrane A. 




2kN-m 

1 - 5-7 


1-5-8. Determine el ángulo de giro de la rueda B con res¬ 
pecto a la rueda A. El eje tiene un diámetro de 40 mm y está 
hecho de acero A-36. 



600 N-m 


500 Nm 

N'm 


500 N-m 


900 N-m 


15-10 



15*8 

5-'J. El eje hueco fabricado de aluminio 6G61-T6 tiene 
radios exterior e interior de c 0 = 40 mm y c, = 30 mm, res¬ 
pectivamente. Determine el ángulo de giro del extremo A. 
El soporte flexible en B tiene una rigidez de torsión A = 90 
kN • m/xad. 



1-5-11. El eje con un diámetro de 80 mm está fabricado de 
acero A-36, Si se encuentra sometido al par de torsión uni¬ 
formemente distribuido que se muestra en la figura, deter¬ 
mine el ángulo de giro del extremo A con respecto a B. 



15-12. El eje con un diámetro de 80 mm está fabricado de 
acero A-36. Si se encuentra sometido a la carga distribuida 
triangular que se muestra en la figura, determine el ángulo 
«fc giro del extremo A con respecto a C. 



F5-12 
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PROBLEMAS 


547. Las hélices de un barco están conectadas a un eje de 
acero A-36, que tiene 60 m de largo, un diámetro exterior 
de 340 mm y undiámetrointeriorde 260mm. Si la potencia de 
salida es de 4.5 MW cuando el eje gira a 20 rad/s, determine 
d esfuerzo de torsión máximo en el eje y el ángulo de giro. 

•5-48. Un eje se somete a un par de torsión T. Compare la 
efectividad de utilizar el tubo mostrado en la figura contra 
la de una barra con sección sólida y radio c. Para ello, calcule 
el porcentaje de aumento en el esfuerzo de torsión y el án¬ 
gulo de giro por unidad de longitud para el tubo frente a la 
barra de sección sólida. 



Pro!». 5-48 


*5-49. La flecha de acero A-36 está fabricada con los tubos 
AB y CD y con una barra de sección sólida BC. Se apoya en 
los cojinetes lisos que le permiten girar libremente. Si los en¬ 
granes, fijos en sus extremos, se someten a un par de torsión 
de 85 N ‘m, determine el ángulo de giro del engrane A en 
relación con el engrane D. Los tubos tienen un diámetro ex¬ 
terior de 30 mm y un diámetro interior de 20 mm. La sección 
sólida tiene un diámetro de 40 mm. 



5-50. El barco con hidroalas tiene un eje propulsor de ace¬ 
ro A-36 con 100 pies de largo. Está conectado a un motor 
diesel en línea que genera una potencia máxima de 2500 hp 
y hace que el eje gire a 1700 rpm. Si el diámetro exterior del 
eje es de 8 pulg y el grosor de la pared es \ de pulg, determine 
el esfuerzo cortante máximo desarrollado en el eje. Además, 
¿cuál es la “inclinación”, o el ángulo de giro en el eje cuando 
el barco viaja a toda potencia? 



5-51. El motor de un helicóptero entrega 600 hp al eje del 
rotor AB cuando la hélice está girando a 1200 rev/min. De¬ 
termine con precisión de g de pulg el diámetro del eje AB si 
el esfuerzo cortante permisible es =8 ksiy las vibracio¬ 
nes limitan el ángulo de torsión del eje a 0.05 rad, El eje tiene 
2 pies de largo y está fabricado de acero L2. 

♦5-52. El motor de un helicóptero entrega 600 hp al eje del 
rotor AS cuando la hélice está girando a 1200 rev/min. De¬ 
termine con precisión de gde pulg el diámetro del eje AB si 
el esfuerzo cortante permisible es = 105 ksiy las vibra¬ 
ciones limitan el ángulo de torsión del eje a 0,05 rad. El eje 
tiene 2 pies de largo y está fabricado de acero L2. 



l’roh. 549 


Prnhs. 5-51/52 
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•5-53. El eje de acero A-36 con un diámetro de 20 mm está 
sometido a los pares de torsión mostrados en la figura. De¬ 
termine el ángulo de giro del extremo B. 


Pt<úk 5-53 


5-54. El ensamble está fabricado de acero A-36 y consiste 
en una barra sólida de 20 mm de diámetro, la cual se encuen¬ 
tra fija en el interior de un tubo mediante un disco rígido en 
B. Determine el ángulo de giro en D. El tubo tiene un diáme¬ 
tro exterior de 40 mm y el grosor de la pared es de 5 mm. 
5-55. El ensamble está fabricado de acero A-36 y consiste 
en una barra sólida de 20 mm de diámetro, la cual se encuen¬ 
tra fija en el interior de un tubo mediante un disco rígido 
en B. Determine el ángulo de giro en C. El tubo tiene un 
<íámetro exterior de 40 mm y el grosor de la pared es de 
5mm. 


*5-56. Los extremos estriados y los engranes unidos al eje 
cero A-36 se encuentran sometidos a los pares de tor¬ 
sión que se muestran en la figura. Determine el ángulo de 
giro del extremo B con respecto al extremo A. El eje tiene 
un diámetro de 40 mm. 


FMh.5-56 


•5-57. El motor entrega 40 hp al eje de acero inoxidable 
304, mientras gira a 20 H 2 . El eje se sostiene sobre coji¬ 
netes lisos en A y B, los cuales permiten la rotación libre 
del eje. Los engranes C y D fijos al eje toman 25 y 15 hp, 
respectivamente. Determine el diámetro del eje con una 
precisión de g de pulg si el esfuerzo cortante permisi™^ 
^-8 ksiy el ángulo de giro permisible de C con respecto 
D es de 0.20°. 


El motor entrega 40 hp al eje de acero inoxidable 
, mientras gita a 20 Hz. El eje tiene un diámetro de 1.5 
pulg y se sostiene sobre cojinetes lisos en A y B, los cuales 
permiten la rotación libre del eje. Los engranes C y D fijos al 
eje toman25 y 15 hp, respectivamente. Determine el esfuer¬ 
zo máximo absoluto en el eje y el ángulo de giro del engrane 
Ccon respecto al engrane D. 


Prtihs. 5-54/55 


Proba, 5-57/58 
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5-59. El eje está fabricado de acero A-36. Tiene un diáme¬ 
tro de 1 pulg y se apoya en los cojinetes A y D, los cuales 
permiten su rotación libre. Determine el ángulo de giro de 
B con respecto a D. 

*5-60. El eje está hecho de acero A-36. Tiene un diáme¬ 
tro de 1 pulg y se apoya en los cojinetes A y D, los cuales 
permiten su rotación libre. Determine el ángulo de giro del 
engrane C con respecto a B. 



•5-61. Los dos ejes están fabricados de acero A-36. Cada 
uno tiene un diámetro de 1 pulg y se apoyan en los cojinetes 
A, B y C, que permiten su rotación libre. Si el apoyo en D 
está fijo, determine el ángulo de giro del extremo B cuando 
se aplican los pares de torsión sobre el ensamble como se 
muestra en la figura. 

562. Los dos ejes están fabricados de acero A-36, Cada 
uno tiene un diámetro de 1 pulg y se apoyan en los cojinetes 
A, B y C, que permiten su rotación libre. Si el apoyo en D 
está fijo, determine el ángulo de giro del extremo A cuando 
se aplican los pares de torsión sobre el ensamble como se 
muestra en la figura. 



563. El dispositivo actúa como un resorte de torsión com¬ 
pacto. Está fabricado de acero A-36 y se compone de un 
eje interior sólido CB que está rodeado y sujeto a un tubo 
AB mediante un anillo rígido en B. El anillo en A también 
se puede suponer rígido y está fijo respecto a la rotación. Si se 
aplica un par de torsión T= 2 kip -pulg sobre el eje, determi¬ 
ne el ángulo de giro en el extremo Cy el esfuerzo cortante 
máximo en el tubo y el eje. 

*5-64, El dispositivo actúa como un resorte de torsión 
compacto. Está hecho de acero A-36 y se compone de un 
eje interior sólido CB que está rodeado y sujeto a un tubo 
AB mediante un anillo rígido en B, El anillo en A también 
se puede suponer rígido y está fijo respecto a la rotación. Si el 
esfuerzo cortante permisible para el material es = 12 ksi 
y el ángulo de giro en C está limitado a = 3°, determine 
el par de torsión máximo T que puede aplicarse sobre el ex¬ 
tremo C. 



•5-65. El ensamble de acero A-36 comiste en un tubo con 
un radio exterior de 1 pulg y un grosor de pared de 0.125 
pulg. Está conectado al eje sólido AB dé 1 pulg de diámetro 
mediante una placa rígida en B. Determine la rotación del 
extremo C del tubo si sobre éste se aplica un par de torsión 
de 200 Ib * pulg. El extremo A del eje está empotrado. 


B 



Probs, 561/62 


i*roh. 5-65 
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•5-69. Los ejes son de acero A-36 y cada uno tiene un 
diámetro de 80 mm. Determine el ángulo de giro en el ex¬ 
tremo E, 

5-70. Los ejes son de acero A-36 y cada uno tiene un diáme¬ 
tro de 80 mm. Determine el ángulo de giro del engrane D. 


Prrrfw. 5*66/67 


•5-68. Los ejes con un diámetro de 30 mm están fabricados 
con acero para herramienta L2 y se apoyan sobre cojinetes 
que permiten una rotación libre del eje. Si el motor en A de¬ 
sarrolla un par de torsión T =45 N *m enel eje A B, mientras 
que la turbina en E se encuentra fija respecto a la rotación, 
determine cuánto giran los engranes B y C. 


l’mlts. 5*69/70 


5-71. Considere el problema general de un eje circular for¬ 
mado con m segmentos, cada uno de los cuales con un radio 
de c m y un módulo cortante G m . Si se aplican n pares de tor¬ 
sión sobre el eje, como se muestra en la figura, escriba un 
programa de computadora que pueda utilizarse para deter¬ 
minar el ángulo de giro de su extremo A. Muestre una apli¬ 
cación del programa utilizando los valores L l = 0.5 m, q = 
0.02 m, G 1 - 30 GFa, L 2 = 1.5 m, Cj = 0 j 05 m, 
G 2 = 15 GPa, Tj - -450 N • m, d, = 0.25 m, T 2 = 
600 N *m, d^=0.8m. 


5-66. El eje ABC de 60 mm de diámetro se encuentra 
apoyado en dos chumaceras, mientras que el eje EH con 
un diámetro de 80 mm está fijo en E y se apoya sobre una 
chumacera en H. Si =2 kN -m y T 2 =4 kN *m, determine 
el ángulo de giro de los engranes A y C. Los ejes están fabri¬ 
cados de acero A-36. 


567. El eje ABC con un diámetro de 60 mm se encuentra 
apoyado en dos chumaceras, mientras que el eje EH con un 
diámetro de 80 mm está fijo en Ey se apoya sobre una chu¬ 
macera en H. Si el ángulo de giro en los engranes A y C debe 
ser de 0.04 rad, determine las magnitudes de los esfuerzos de 
torsión y T v Los ejes están hechos de acero A-36. 


H*roh. 5-68 


Proh.5-71 
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*5-72. El eje que tiene un diámetro de 80 mm está fabri¬ 
cado de una aleación de aluminio 6Ü61-T6 y se encuentra 
sometido a las cargas de torsión mostradas. Determine el 
ángulo de giro en el extremo A. 



Prnth 5-72 

•5-73. El eje cónico tiene una longitud L, un radio r en el 
extremo A y un radio 2r en el extremo B. Si se encuentra 
fijo en el extremo B y está sometido a un par de torsión T. 
determine el ángulo de giro del extremo A. El módulo cor¬ 
tante es £3. 



A 

Proh.5-73 

5-74. La barra ABC de radio cestá empotrada en un medio 
donde el par de torsión distribuido varía linealmente desde 
cero en C hasta /, en B. Si se aplican las fuerzas de par P so¬ 
bre el brazo de la palanca, determine el valor de ( 0 necesario 
para el equilibrio. Además, encuentre el ángulo de torsión 
del extremo A. La baria está fabricada de un material con 
módulo cortante G. 



5-75. Al perforar un pozo, se supone que el extremo pro¬ 
fundo de la tubería de perforación encuentra una resistencia 
a la torsión T Á . Por otra parte, la fricción del suelo a lo largo 
de los lados del tubo crea una distribución lineal del par de 
torsión por unidad de longitud que varia desde cero en la su¬ 
perficie B hasta en A. Determine el par de torsión necesa¬ 
rio T b que debe suministrar la unidad propulsora para girar 
la tubería. Además, ¿cuál es el ángulo relativo de giro de un 
extremo de La tubería con respecto al otro extremo cuando 
el tubo está a punto de girar? El tubo tiene un radio exterior 
r e y un radio interior r r El módulo cortante es G. 



Prott 5-75 

*5-76. Un resorte cilindrico consiste en un anillo de caucho 
unido a un anillo rígido y a un eje. Si el anillo se mantiene fijo 
y se aplica un par de torsión sobre el eje rígido, determine el 
ángulo de giro del eje. El módulo cortante del caucho es G. 
Sugerencia: Como se muestra en la figura, la deformación 
del elemento en el radio r puede determinarse a partir de 
rd$ = dry. Para obtener el resultado, utilice esta expresión 
junto con r = T/Qv^h) del problema 5-26. 



r 


Prnb. 5-74 


l’roh. 5-76 
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5.5 Elementos cargados con pares de 

torsión estáticamente indeterminados 



5 


Un eje cargado a torsión puede clasificarse como estáticamente indeter¬ 
minado si la ecuación de equilibrio de momentos, aplicada sobre la línea 
central del eje, no sirve para determinar los pares de torsión desconocidos 
que actúan sobre éste. En la figura 5-22a se presenta un ejemplo de esta 
átuación. Como se muestra en el diagrama de cuerpo libre, figura 5-22b, 
los pares de torsión reactivos en los apoyos A y B no se conocen. Se re¬ 
quiere que 


2AÍ, =0; T-T A -T B = 0 

A fin de obtener una solución, se utilizará el método de análisis estu¬ 
diado en la sección 4.4. La condición necesaria de compatibilidad, o condi¬ 
ción cinemática, requiere que el ángulo de giro de un extremo del eje con 
respecto al otro sea igual a cero, ya que los soportes extremos están fijos. 
Por lo tanto, 



Siempre que el material sea elástico lineal, es posible aplicar la relación 
carga-desplazamiento <f> = TL/JG para expresar la condición de compa¬ 
tibilidad en términos de los pares de torsión desconocidos. Considerando 
que el par de torsión interno en el segmento AC es aT a y en el segmento 
CB es — T b , figura 5-22c, se tiene 


TaLac _ TgLec 
JG JG 



íc> 

H|»ursi 5*22 






5.5 Elementos cargados con pares de torsión estáticamente indeterminados 


Al despejar las reacciones de estas dos ecuaciones y considerando que 
L = L ac + L sc , resulta 



Q 



Los pares de torsión desconocidos en ejes estáticamente indeter¬ 
minados pueden calcularse al satisfacer las condiciones de equili¬ 
brio, compatibilidad y los requisitos par desplazamiento en el eje. 

Equilibrio. 

Dibuje un diagrama de cuerpo libre del eje con el fin de identi¬ 
ficar todos los pares de torsión externos que actúan sobre éste. 
A continuación, escriba la ecuación de equilibrio de momentos 
respecto a la línea central del eje. 

Compatibilidad. 

Escriba la ecuación de compatibilidad entre dos puntos a lo lar¬ 
go del eje. Tenga en consideración la manera en que los soportes 
restringen ai eje cuando éste gira. 

* Exprese los ángulos de giro en la condición de compatibilidad 
en términos de los pares de torsión, usando una relación para el 
desplazamiento y el par de torsión, tal como </> = TL/JG. 

Despeje los pares de torsión reactivos desconocidos de las ecua¬ 
ciones de equilibrio y compatibilidad. Si cualquiera de las mag¬ 
nitudes tiene un valor numérico negativo, indica que este par de 
torsión actúa en sentido contrario a la dirección mostrada en el 
diagrama de cuerpo libre. 



El eje de esta máquina de corte se encuen¬ 
tra fijo en sus extremos y está sometido a un 
par de torsión en su centro, lo que le permi¬ 
te actuar como un resorte de torsión. 
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EJEMPLO 5.8 


El eje sólido de acero que se muestra en la figura 5-23a tiene un diáme¬ 
tro de 20 mm. Si está sometido a los dos pares de torsión mostrados, 
determine las reacciones en los soportes fijos Ay B. 


B 



m-T a 



latirá 5 *23 



<b) 


SOLUCIÓN 


Equilibrio. Al revisar el diagrama de cuerpo libre de la figura 5-236, 
puede observarse que el problema es estáticamente indeterminado ya 
que sólo existe una ecuación de equilibrio disponible y hay dos incóg¬ 
nitas. Se requiere 

ZM X = 0; ~T S + 800 N-m - 500 N-m - T A = 0 (I) 

Compatibilidad. Como los extremos del eje están fijos, el ángulo de 
giro de Un extremo del eje con respecto al Otro debe ser igual a cero. Por 
lo tanto, la ecuación de compatibilidad se convierte en 

Esta condición puede expresarse en términos de los momentos de 
torsión desconocidos utilizando la relación caiga-desplazamiento, 
<£= TL/JG. Aquí hay tres regiones del eje donde el par de torsión inter¬ 
no es constante. En los diagramas de cuerpo libre de la figura 5-23c se 
muestran los pares de torsión internos que actúan en los segmentos de 
la izquierda del eje, los cuales fueron seccionados en cada una de estas 
regiones. De esta manera el par de torsión interno sólo está en función 
de T B . Usando la convención de signos establecida en la sección 5.4, se 
tiene 

-T fl (0.2 m) (800 - T s )(1.5 m) (300 - T B ){0.3 m) _ 

75 + 75 + 75 0 

de modo que 


Tg = 645 N ■ m 


Con base en la ecuación 1, 


T A = -345 N-m 


Iiesp. 


Resp. 


El signo negativo indica que T Á actúa en dirección opuesta a la mostra¬ 
da en la figura 5-236. 
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EJEMPLO 5.9 


El eje mostrado en la figura 5-24a está fabricado de un tubo de acero 
que se encuentra unido a un núcleo de latón. Si se aplica un par de tor¬ 
sión T = 250 Ib ■ pie sobre su extremo libre, grafique la distribución del 
esfuerzo cortante a lo largo de una línea radial del área de su sección 
transversal. Considere G ([ = 11.4(1Q 3 ) ksi, G bt = 5.20 (10 3 ) ksi. 

SOLUCIÓN 

Equilibrio. En la figura 5-2Ab se muestra el diagrama de cuerpo libre 
del eje. La reacción en la pared se ha representado mediante la cantidad 
desconocida de par de torsión resistida por el acero, T it y por el latón, 

T^. Empleando unidades de libras y pulgadas, el equilibrio requiere 

-T n - 7V + {250 Ib ■ pie) (12 pulg/pie) = 0 (I) 

Compatibilidad. Se requiere que el ángulo de giro del extremo A 
sea igual tanto para el acero como para el latón, ya que están unidos 
entre sí. Por lo tanto, 

= d> s , = (¡¿v 0i 

Si se aplica la relación carga-desplazamiento, = TL/JG, 

Js 

1 pu'fi a 

T = 2501b-pie 


T*L 


W 2)[(1 pulg)^ 


(0.5 pulg) 4 ]l 1.4(10?) kip/puíg 1 
T U L 



(tt/ 2)(0.5 pulg) 4 5.20 (10 3 ) kip/pulg 1 
T st = 32.88 Tb, (2) 

Al resolver las ecuaciones 1 y 2, se obtiene 

T st = 2911.5 Ib-pulg = 242.6 Ib-pie 
T br = 88.5 Ib ■ pulg = 7.38 Ib ■ pie 
El esfuerzo cortante en el núcleo de latón varía desde cero en su 
centro hasta un máximo en la interfaz donde hace contacto con el tubo 
de acero, utilizando la fórmula de la torsión, 


( T br)mto 


(88.5 Ib-pulg)(0.5 pulg) 


= 451 psi 


(w/2)(0.5 pulg) 4 
Para el acero, los esfuerzos cortantes mínimo y máximo son 
(2911.5 Ib ■ pulg){0.5 pulg) 


{ T sl)mín 




(ir/2 )[(! pulg) 4 - (0.5 pulg) 4 ] 
(2911.5 Ib-pulg) (1 pulg) 


= 989 psi 


= 1977 psi 


(ir/2)[(lpulg) 4 - (0.5 pulg) 4 ] 

Los resultados se grafican en la figura 5-24c. Observe la discontinuidad 
del esfuerzo cortante en la interfaz de latón y el acero. Esto era de espe¬ 
rarse, puesto que los materiales tienen módulos de rigidez diferentes, es 
decir, el acero es más rígido que el latón (G k > G^) y por lo tanto soporta 
más esfuerzo cortante en la interfaz. Aunque aquí el esfuerzo cortante es 
discontinuo, la deformación cortante no lo es. Por el contrario, la defor¬ 
mación cortante es la misma tanto para el latón como para el acero. 



03 pulg 


Distribución del esfuerzo cortante 


<c) 

figura 5-24 
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PROBLEMAS 


•5-77. El eje de acero A-36 tiene un diámetro de 50 mm y 
se encuentra fijo en sus extremos^ y B. Si se somete al par 
de torsión mostrado, determine el esfuerzo cortante máximo 
en las regiones ACy CBdel eje. 



5-78. El eje de acero A-36 tiene un diámetro de 60 mm y 
se encuentra fijo en sus extremos A y B. Si se somete a los 
pares de torsión mostrados, determine el esfuerzo cortante 
máximo absoluto en el eje. 



5-79. El eje de acero consta de dos segmentos: AC tiene un 
diámetro de 05 pulg y CB tiene un diámetro de 1 pulg. Si se 
encuentra fijo en sus extremos A y B, y está sometido a un 
par de torsión de 500 Ib * pie, determine el esfuerzo cortante 
máximo en el eje. = 10^(10^) ksi. 

A 

05 pulg 



*5-80. El eje está fabricado de acero A-36, tiene un diáme¬ 
tro de 80mm y se encuentra fijo en B, mientras que en Aestá 
flojo y puede girar 0.005 rad antes de quedar fijo. Si se apli¬ 
can los pares de torsión mostrados sobre C y D, determine el 
esfuerzo cortante máximo en las regiones AC y CB del eje. 

•5-81. El eje está fabricado de acero A-36 y tiene un diá¬ 
metro de 80 mm, Se encuentra fijo en B y el soporte en A 
tiene una rigidez a la torsión de A =0.5 MN ■ m/rad. Si los 
engranes se someten a los pares de torsión mostrados, deter¬ 
mine el esfuerzo cortante máximo absoluto en el eje. 


2 kN-m 



5-82. El eje consta de una sección sólida de acero AB y una 
porción tubular de acero que tiene un núcleo de latón. Si se 
encuentra fijo a un soporte rígido en A, y se le aplica un par 
de torsión de T =50 Ib ‘pie en C, determine el ángulo de giro 
que se produce en Cy calcule el esfuerzo cortante máximo y 
la deformación cortante máxima en el latón y el acero. Con¬ 
sidere G m =11.5(10*) ksi y G^ =5.6(10*) ksi. 



l*roh. 5-79 


PrnUi. 5*82 
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5-83. El motor A desarrolla un par de torsión de 450 Ib‘pie en 
el engrane B t el cual se aplica a lo largo de la línea central del 
qe de acero CD que tiene un diámetro de 2 pulg. Este par de 
torsión se transmite a los engranes de pifión en E y F. Si 
los engranes se fijan de manera temporal, determine el es¬ 
fuerzo cortante máximo en los segmentos CB y BD del eje. 
Además, ¿cuál es el ángulo de giro de cada uno de estos 
segmentos? Los cojinetes en C y D sólo ejercen reaccio¬ 
nes de fuerra sobre el eje y no se resisten al par de torsión. 
G M = 12(l(P)ksi. 



♦5*84. Una porción del eje de acero A-36 se somete a una 
carga de torsión linealmente distribuida. Si el eje tiene las 
cfimensiones indicadas, determine las reacciones en los so¬ 
portes fijos A y C. El segmento A B tiene un diámetro de 1.5 
pulg y el segmento BC tiene un diámetro de 0.75 pulg. 

•5-85. Determine la rotación de la junta B y el esfuerzo 
cortante máximo absoluto en el eje del problema 5-84. 


300 lb-pulg/pulg 



5-86. Los dos ejes están fabricados de acero A-36. Cada 
uno tiene un diámetro de 25 mm y se conecta al otro eje me¬ 
diante los engranes fijos en sus extremos. Los otros extremos 
están unidos a soportes fijos en A y B. También se encuen¬ 
tran sostenidos por cojinetes en C y D, los cuales permiten 
la libre rotación de los ejes a lo largo de sus líneas centrales. 
Si se aplica un par de torsión de 500 N -m sobre el engrane 
en E como se muestra en la figura, determine las reaccio¬ 
nas en Ay ü. 


547. Determine la rotación del engrane en E del proble¬ 
ma 5-86. 



♦5-88. Los ejes son de acero A-36 y tienen el mismo diá¬ 
metro de 4 pulg. Si se aplica un par de torsión de 15 tip - pie 
sobre el engrane B, determíne el esfuerzo cortante máximo 
absoluto desarrollado en el eje. 

•5-89. Los ejes son de acero A-36 y tienen el mismo diá¬ 
metro de 4 pulg. Si se aplica un par de torsión de 15 kip ■ pie 
sobre el engrane 5, determine el ángulo de giro de dicho 
engrane. 



Pr«h$. 5-88/89 
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5-90. Los dos ejes de 3 pies de largo son de aluminio 2014- 
T5. Cada uno tiene un diámetro de 1.5 pulg y se conectan en¬ 
tre sí mediante los engranes fijos en sus extremos. Sus otros 
extremos están unidos a soportes fijos en Ay B. También 
están sostenidos por cojinetes en C y D, los cuales permiten 
la libre rotación de los ejes a lo largo de sus líneas centrales. 
Si se aplica un par de torsión de (¡00 Ib -pie sobre el engrane 
superior como se muestra en la figura, determine el esfuerzo 
cortante máximo en cada eje. 


5-9L El eje de acero A-36 está formado por dos segmentos: 
viCtiene un diámetro de 0.5 pulg y CB tiene un diámetro de 
1 pulg. Si el eje está fijo en sus extremos A y B, y se somete 
a un par de torsión de 60 Ib * pulg/pulg uniformemente dis¬ 
tribuido a lo largo del segmento CB, determine el esfuerzo 
cortante máximo absoluto en el eje. 


600lb'p¡e 


*5-92. Si el eje está sometido a un par de torsión uniforme¬ 
mente distribuido de (=20 kN ■ m/m, determine el esfuerzo 
cortante máximo desarrollado en el eje, Éste es de una alea¬ 
ción de aluminio 2014-T6 y se encuentra fijo en A y C. 


400 mm 


80 mm 


Sección a-a 


4pulg 


2 pulg 


Prnh. 5*90 


Pnih.5-92 


•593. El eje ahusado está restringido por los soportes fijos 
en A y B. Si se aplica un par de torsión T en su punto medio, 
determine las reacciones en los soportes. 


Pmfc5-9J 


594. El eje de radio c está sometido a un par de torsión 
distribuido /, el cual se mide en unidades de par de tor¬ 
sión/longitud del eje. Determine las reacciones en los sopor¬ 
tes fijos A y B. 


Proh. 5-91 


Prbh.5-94 
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*5.6 Ejes sólidos no circulares 

En la sección 5.1 se demostró que al aplicar un par de torsión sobre un eje 
con sección transversal circular (es decir, sobre un eje con simetría axial) 
las deformaciones cortantes varían linealmente desde cero en su centro 
hasta un máximo en su superficie externa. Además, debido a la uniformi¬ 
dad de la deformación cortante en todos los puntos sobre el mismo radio, 
las secciones transversales no se deforman, sino que permanecen planas 
después de que el eje ha girado. Por otra parte, los ejes que tienen una 
sección transversal no circular, no poseen simetría axial, por lo que su sec¬ 
ción puede alabearse cuando el eje gira. Una prueba de ello puede verse 
en las líneas de cuadrícula deformadas en un eje con sección transversal 
cuadrada cuando el eje se ha girado, figura 5-25. Como consecuencia de 
esta deformación, el análisis de la torsión de los ejes no circulares se vuelve 
considerablemente más complicado y no se tomará en consideración a lo 
largo de este libro. 

No obstante, mediante un análisis matemático basado en la teoría de la 
elasticidad, es posible determinar la distribución del esfuerzo cortante en 
un eje de sección cuadrada. En la figura 5-26# se muestran ejemplos de 
cómo este esfuerzo cortante varía a lo largo de dos líneas radiales del eje. 
Debido a que estas distribuciones de esfuerzo cortante varían de una ma¬ 
nera compleja, las deformaciones cortantes que har án que la sección trans¬ 
versal se alabe, como se muestra en la figura 5-26fr. En particular, observe 
que los puntos ubicados en las esquinas del eje deben estar sometidos a 
un esfuerzo cortante nulo y, por consiguiente, tendrán una deformación 
cortante igual a cero. La razón de esto se puede demostrar considerando 
un elemento de material que se encuentre en uno de estos puntos, figura 
5-26c. Se podría esperar que la cara superior de este demento estuviera 
sometida a un esfuerzo cortante con el fin de ayudar en la resistencia al 
par de torsión T aplicado. Sin embargo, esto no puede ocurrir porque los 
esfuerzos cortantes complementarios t y r r , que actúan sobre la superficie 
externa del eje, deben ser iguales a cero. 




Distribución del esfuerzo cortante 
a lo largo de dos líneas radiales 

{a) 



Alabeo del área 
de la sección transversal 



(c) 

Kgnra 5-26 
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Observe la deformación del elemento coadrado cuando esta barra de caucho se somete 
aun par de torsión. 


En la tabla 5-1 se presentan los resultados del análisis realizado para 
secciones transversales cuadradas, junto con otros resultados de la teoría 
de la elasticidad, para ejes con secciones transversales triangulares y elípti¬ 
cas. En todos los casos el esfuerzo cortante máximo se produce en un punto 
sobre el borde de la sección transversal que es el más cercano a la línea 
central del eje. En la tabla 5-1, estas ubicaciones se indican como “puntos” 
sobre las secciones transversales. Además, se proporcionan las fórmulas 
para el ángulo de giro de cada eje. Al extender estos resultados a un eje que 
tiene una sección transversal arbitraria, también se puede demostrar que un 
eje con una sección circular es más eficiente, ya que se encuentra sometido 
a un menor esfuerzo cortante máximo y tiene un ángulo de giro más pegue- 
ño que el correspondiente para un eje de sección transversal no circular 
sometido al mismo par de torsión. 


TABLA 5-1 


Forma de la 

sección transversal méK 
Cuadrada 



El eje del taladro está conectado a Ja bro¬ 
ca de perforación mediante un eje con 
sección transversal cuadrada, 


4&IT 710 TL 
a 3 a 4 G 


'Triángulo equilátero 
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EJEMPLO 5.10 


El eje de aluminio 6061-T6 mostrado en la figura 5-27 tiene una sección 
transversal con forma de triángulo equilátero. Determine el mayor par 
de torsión T que puede aplicarse sobre el extremo del eje si el esfuerzo 
cortante permisible es i* ^ = 8 ksi y el ángulo de giro en su extremo 
está restringido a = 0.02 rad. ¿De qué tamaño puede ser el par de 
torsión aplicado a un eje con sección transversal circular hecho con la 
misma cantidad de material? 

SOLUCIÓN 

Por inspección, el par de torsión interno resultante en cualquier sección 
transversal a lo largo de la línea central del eje también es T. Utilizando 
las fórmulas para y $ en la tabla 5-1, se requiere 


20T 

a 3 


Tperm = “T - ; 8(1Q 3 ) lb/pulg 2 = 


20T 


{1.5 pulg) 3 
T = 1350 Ib ■ pulg 


También, 




467X 


pe™ 


0.02 rad = 


467 1 {4 pies) {12 pulg/pie) 


Resp. 


a 4 G al ' {1.5 pulg) 4 [3.7( 10 6 ) lb/pulg 1 ! 

T = 170 Ib- pulg 
Por comparación, el par de torsión está limitado por el ángulo de giro. 

Sección transversal circular. Si la misma cantidad de aluminio se 
utiliza en la fabricación de un eje con la misma longitud pero con una 
sección circular, entonces es posible calcular el radio de la sección trans¬ 
versal. Se tiene 



1 círculo 


= A 


triángulo» 


ítc 2 = —{1.5 pulg) {1.5 sen 60°) 


c = 0.557 pulg 

Entonces, las limitaciones del esfuerzo y el ángulo de giro requieren que 


v™ = y; 8Í10 3 ) lb/pulg 2 = 


T{0.557 pulg) 


«A 


peim 


TL 
JG / 


0.02 rad = 


(ir/2) (0.557 pulg) 4 
T = 2170 Ib-pulg 

T( 4 pies)(12 pulg/pie) 


(ir/2)(0.557 pulg) 4 [3.7(10 6 ) lb/pulg 2 ] 

T = 233 Ib ■ pulg Resp. 

Una vez más, el ángulo de giro limita al par de torsión aplicado. 

NOTA: Al comparar este resultado (233 Ib ■ pulg) con el obtenido an¬ 
teriormente (170 Ib ■ pulg), puede verse que un eje de sección circular 
puede soportar un par de torsión 37 por ciento más grande que el eje 
con sección transversal triangular. 


ec r 


ti pulg 


Figura 5-27 
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*5.7 Tubos de pared delgada con 

secciones transversales cerradas 

Los tubos de pared delgada con sección transversa] no circular se utilizan a 
menudo para construir estructuras ligeras, como las empleadas en aviones. 
En algunas aplicaciones, pueden someterse a una carga de torsión. En esta 
sección se analizarán los efectos de la aplicación de un par de torsión sobre 
un tubo de pared delgada con sección transversal cerrada, es decir, un tu- 
boquenotieneningún tipode roturas ocortes en todasu longitud. Este tubo, 
que tiene una forma constante y arbitraria en su sección transversal, y un 
grosor variable t, se muestra en la figura 5-28o. Como las paredes son del¬ 
gadas, se obtendrá el esfuerzo cortante promedio suponiendo que dicho 
esfuerzo está uniformemente distribuido a través del grosor del tubo en 
cualquier punto dado. Pero antes de hacerlo, primero se analizarán algu¬ 
nos conceptos preliminares relacionados con la acción del esfuerzo cortan¬ 
te sobre la sección transversal. 

Flujo cortante. En las figuras 5-28a y 5-28¿> se muestra un pe¬ 
queño elemento del tubo con una longitud finita s y una anchura dife¬ 
rencial dx. En un extremo, el elemento tiene un grosor t A y en el otro 
el grosor es t B . Debido al par de torsión interno T, el esfuerzo cortante 
se desarrolla en la car a frontal del elemento. De manera específica, en 
el extremo A el esfuerzo cortante es r A y en el extremo B es t b . Estos 
esfuerzos pueden relacionarse al observar que los esfuerzos cortantes 
equivalentes r A y t b también debe actuar en los lados longitudinales 
del elemento. Como estos lados tienen una anchura constante dx, las 
fuerzas que actúan sobre ellos son dF Á = r A (t A dx) y dF B = r B (t B dx). 
Para el equilibrio se requiere que estas fuerzas tengan la misma mag¬ 
nitud pero sentido opuesto, de modo que 




00 

Hgttrji 5*2fl 


TAtA “ T 


Este resultado importante establece que el producto del esfuerzo cortante 
promedio por el grosor del tubo es el mismo en cada punto ubicado sobre 
el área de la sección transversal del tubo. Este producto se llama flujo de 
cortante* q, y en términos generales puede expresarse como 


q = T 


promí 


(5-17) 


Como q es constante en toda la sección transversal* el mayor esfuerzo cor¬ 
tante promedio debe ocurrir donde el grosor del tubo sea más pequeño. 


*EI término “flujo" se usa porque q es análogo al agua que fluye a través de un tubo 
de sección transversal rectangular con una profundidad constante y anchura variable iv, 
Aunque la velocidad u del agua en cada punto a lo largo del tubo sea diferente (como 
TpJ, el flujo q = w permanecerá constante. 
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Ahora bien, si un elemento diferencial con grosor t, longitud ds y an¬ 
chura dx se aísla del tubo, figura 5-28c, se observa que la cara frontal sobre 
la que actúa el esfuerzo cortante promedio es dA = t ds. Por consiguiente, 
dF =(í ds} = qds , o q = dFjds. En otras palabras, el flujo cortante mide 
la fuerza por unidad de longitud a lo largo del área de la sección transversal 
del tubo. 

Es importante darse cuenta que las componentes del esfuerzo cortante 
mostradas en la figura 5-28c son las únicas que actúan sobre el tubo. Las 
componentes que actúan en la otra dirección, como se muestra en la figu¬ 
ra 5-28d, no puede existir. Lo anterior se debe a que las caras superior e 
inferior del elemento se encuentran en las paredes interior y exterior del 
tubo, y estos límites deben estar libres de esfuerzo. En vez de esto, como se 
señaló anteriormente, el par de torsión aplicado hace que el flujo cortante 
y el esfuerzo cortante promedio siempre tengan una dirección tangencial 
a la pared del tubo, de modo que esto contribuye al par de torsión interno 
resultante T. 

Esfuerzo cortante promedio. El esfuerzo cortante promedio se 
puede relacionar con el par de torsión T al considerar el par de torsión 
producido por este esfuerzo cortante alrededor de un punto O selecciona¬ 
do dentro de los límites del tubo, figura 5-28c. Como puede observarse, el 
esfuerzo cortante desarrolla una fuerza dF= i-, dA = i-Yí ds) sobre un 
demento del tubo. Esta fuerza actúa tangencialmente a la línea central de 
la pared del tubo, y si el brazo de momento es A, el par de torsión es 

dT = h(dF) = h{T pnm t ds) 


Para toda la sección transversal, se requiere 


T = 



t ds 




esfuerzo 
(inferior) 

id) 


t' = t" = 0 


Limite sin esfuerzo 
(superior) 



Aquí la “integral de línea” indica que la integración debe realizarse alrede¬ 
dor de todo el límite del área. Como el flujo cortante q= T proin f es constante , 
puede factorizarse y sacarse de la integral, de modo que 


r Tprom t 


<jih ds 


Ahora puede realizarse una simplificadón gráfica para evaluar la inte¬ 
gral al señalar que el área media, mostrada por el triángulo sombreado en 
la figura 5-28e, es dA m = (1/2 )hds. Por lo tanto, 


F ÍTprgin t 


I 


dA m — 2Tprom tA¡ | 


<e> 



(f> 

Figura S*2S (cunl.) 




Resolviendo para tenemos 


T 

%o™- 2t A/n 


(5-18) 


Donde 

T (m) m = e * esfuerzo cortante promedio que actúa sobre un grosor particular 
del tubo 

T= el par de torsión interno resultante en la sección transversal 
í = el grosor del tubo donde debe determinarse r 
A „ = el área media incluida dentro del límite de la línea central del 
grosor del tubo. En la figura 5-28/, A m se muestra dentro 
de la línea discontinua 


Como# = T pwn t t entonces el flujo cortante en toda la sección transversal 
se convierte en 



(5-19) 


Ángulo do giro- El ángulo de giro de un tubo con pared delgada y 
longitud L puede determinarse mediante métodos de energía; el desarro¬ 
llo de la ecuación necesaria se proporcionará más adelante en la forma de 
un problema.* Si el material se comporta de una manera elástico lineal y 
G es el módulo cortante, entonces este ángulo <f>, dado en radianes, puede 
expresarse como 


<k = 


TL fds 
4AÍGJ t 


(5-20) 


De nuevo, la integración debe realizarse una vez más alrededor de todo el 
límite del área de la sección transversal del tubo. 


Puntos Importantes 


El flujo cortante q es el producto del grosor del tubo por el esfuer¬ 
zo cortante promedio. Este valor es el mismo para todos los pun¬ 
tos a lo largo de la sección transversal del tubo. Como resultado, 
el mayor esfuerzo cortante promedio en la sección transversal se 
producirá donde el grosor sea más pequeño. 

Tanto el flujo cortante como el esfuerzo cortante promedio ac¬ 
túan tongendolmente a la pared del tubo en todos sus puntos y 
con una dirección tal que contribuyan al par de torsión interno 
resultante. 


*Vea el problema 14-t2, 
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EJEMPLO 5.11 


Calcule el esfuerzo cortante promedio en un tubo de pared delgada con 
una sección transversal circular de radio medio r m y grosor í, el cual está 
sometido a un par de torsión T, figura 5-29a. Además, ¿cuál es el ángulo 
de giro relativo si el tubo tiene una longitud L? 

SOLUCIÓN 

Esfuerzo cortante promedio. El área media del tubo es A m = 
vr 7 Al aplicar la ecuación 5-18 se obtiene 


rpiom ' 


2-jtíj'ÍL 


Resp. 


La validez de este resultado puede comprobarse al aplicar la fórmula 
de la torsión. En este caso, si se usa la ecuación 5-9 resulta 

/ = f (4 ~ rf) 

= “ *?) 

= + '?)('■* + r t)i r o - r t) 

Como r m «r, yt=r Q -r, J = ^(2f^)(2r m )í = Itt^í 



de manera que r. 


Tr n 


Tr m 


pmm 


2irrít 2-ntri 


Resp. 


lo que concuerda con el resultado anterior. 

En la figura 5-29 b se presenta la distribución del esfuerzo cortante 
promedio que actúa en toda la sección transversal del tubo. Además se 
muestra la distribución del esfuerzo cortante que actúa sobre una línea 
radial, según se calculó usando la fórmula de la torsión. Observe cómo 
cada r íima actúa en una dirección de tal forma que contribuye al par de 
torsión T resultante en la sección. A medida que el grosor del tubo dis¬ 
minuye, el esfuerzo cortante a través del tubo se vuelve más uniforme. 

Ángulo do giro. Al aplicarla ecuación 5-20, se tiene 

TL fds TL f j 

* ~ 4 AlG J t ¿(irrifGt J * 

La integral representa la longitud alrededor del límite de la línea cen¬ 
tral, que es 2 \ttr. Sustituyendo, el resultado final es 


4> = 


TL 


lirrLGt 


Resp. 


Demuestre que al emplear la ecuación 5-15 se obtiene el mismo resul¬ 
tado. 


<a) 


Distribución rea] del 
esfuerzo cortante 
{fórmula de la torsión) 



Distribución del esfuerzo 
cortante promedio 
(aproximación a pared delgada) 


(b) 

lisura 5*29 
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EJEMPLO 


5.12 


El tubo está fabricado de bronce C86100 y tiene una sección transversal 
rectangular como se muestra en la figura 5-30o. Si se somete a los dos 
pares de torsión mostrados en la figura, determine el esfuerzo cortante 
promedio en el tubo en los puntos A y B. Además, ¿cuál es el ángulo de 
giro del extremo C? El tubo se encuentra fijo en E. 



lígiiru 5-30 


SOLUCIÓN 

Esfuerzo eortante promedio. S el tubo se secciona a través de 
los puntos Ay B, el diagrama de cuerpo libre resultante se muestra en la 
figura 5-306. El par de torsión interno es de 35 N ■ m. Como se muestra 
en la figura 5-30rf, el área media es 


A„ = {0.035 m) {0.057 m) = 0.00200 m 2 


Al aplicar la ecuación 5.18 para el punto A, t A = 5 mm, de modo que 


?a = 


35 N ■ m 


2 tA m 2{0.005 m ){0.00200 m 2 ) 


= 1.75 MPa Resp. 


Y para el punto B t t = 3 mm, por lo tanto 


t a = 


35N-m 


2tA m 2(0.003 m) (0.00200 m 2 ) 


= 2.92 MPa Resp. 


Estos resultados se muestran sobre los elementos de material loca¬ 
lizados en los puntos Ay B, figura 5-30e. Observe con cuidado cómo el 
par de torsión de 35 N ■ m en la figura 5-306 crea estos esfuerzos en los 
reversos de cada elemento. 
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PROBLEMAS 


5-95. Compare los valores del esfuerzo cortante elástico 
máximo y el ángulo de giro desarrollados en ejes de acero 
inoxidable 304 con secciones transversales circular y cuadra¬ 
da. Cada eje tiene la misma área de 9 pulg 2 en su sección 
transversal, una longitud de 36 pulg y se somete a un par de 
torsión de 4000 Ib ‘ pulg. 



•S-%. Si a =25 mm y b = 15 mm, determine el esfuerzo 
cortante máximo en los ejes circular y elíptico, cuando se 
aplica un par de T =80 N -m. ¿En qué porcentaje es más efi¬ 
ciente el eje de sección circular que el eje de sección elíptica 
para resistir el par de torsión? 



•5-97. Se pretende fabricar una barra circular para resis¬ 
tir un par de torsión; sin embargo, la barra se hizo elíptica 
durante el proceso de fabricación, con una dimensión más 
pequefia que la otra por un factor k, como se muestra en 
la figura. Determine el factor por el cual se incrementa el 
esfuerzo cortante máximo. 



5*98. El eje está hecho de latón rojo C83400 y tiene una 
sección transversal elíptica. Si se somete a las cargas de tor¬ 
sión mostradas, determine el esfuerzo cortante máximo den¬ 
tro de las regiones AC y BC, también encuentre el ángulo de 
giro 4> del extremo B con respecto al extremo A. 

5-99. Resuelva el problema 5-98 para el esfuerzo cortante 
máximo dentro de las regiones AC y BC, así como para el 
ángulo de giro 4 >del extremo B con respecto a C. 



*5-100. Los segmentas AB y BC del eje tienen secciones 
transversales circular y cuadrada, respectivamente. Si el ex¬ 
tremo A se somete a un par de torsión T =2 kN*m, determi¬ 
ne el esfuerzo cortante máximo absoluto desarrollado en el 
eje y el ángulo de giro del extremo A. El eje está fabricado 
de acero A-36 y se encuentra fijo en C. 

•5-101. Los segmentos AB y BC del eje tienen secciones 
transversales circular y cuadrada, respectivamente. El eje 
está fabricado de acero A-36 con un esfuerzo cortante per¬ 
misible de =75 MPa, y un ángulo de giro en el extremo 
A que no puede ser mayor a 0.02 rad. Determine el máximo 
par permisible T que puede aplicarse sobre el extremo A. El 
eje se encuentra fijo en C. 
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5-102. El puntal de aluminio se encuentra fijo entre dos 
paredes en Ay B. Si tiene una sección transversal cuadrada 
de 2 X2 pulg y se somete al par de torsión de 80 Ib-pie en C, 
determine las reacciones en los soportes fijos. Además, ¿cuál 
es el ángulo de giro en C? G d =3.8(10?) ksi. 


A 



5-103. El eje cuadrado se usa en el extremo de un cable 
de transmisión para registrar la rotación del cable sobre un 
medidor. Si tiene las dimensiones mostradas en la figura y se 
somete a un par de torsión de 8 N -m, determine el esfuerzo 
cortante en el eje sobre el punto A. Muestre el esfuerzo cor¬ 
tante sobre un elemento de volumen ubicado en este punto. 



ftob. 5-103 

*5-104. La barra de aluminio 6061-T6 tiene una sección 
transversal cuadrada de 25 x 25 mm. Si tiene 2 m de largo, 
determine el esfuerzo cortante máximo en la barra y la rota¬ 
ción de uno de los extremos en relación con el otro. 



•5-105. El eje de acero tiene 12 pulg de largo y se atornilla 
a la pared mediante una llave. Determine las mayores fuer¬ 
zas F de par que pueden aplicarse sobre el eje sin causar la 
cedencia del acero. t k =8 ksi. 

5-106. El eje de acero tiene 12 pulg de largo y se atornilla a 
la pared mediante una llave, Determine el esfuerzo cortante 
máximo en el eje y cuánto se desplaza cada fuerza de par si 
éstas tienen una magnitud de E=3Q Ib. = 10.8 (HF) ksi. 



5-107. Determine el grosor constante del tubo rectangu¬ 
lar si el esfuerzo cortante promedio no debe exceder 12 ksi, 
cuando se le aplica un par de torsión de T = 20 kip ■ pulg. 
No tome en cuenta las concentraciones de esfuerzo en las 
esquinas. En la figura se muestran las dimensiones medias 
del tubo. 

*5-108. Determine el par de torsión T que puede aplicar¬ 
se al tubo rectangular si el esfuerzo cortante promedio no 
debe exceder 12 ksi. No tome en cuenta las concentracio¬ 
nes de esfuerzo en las esquinas. En la figura se muestran 
las dimensiones medias del tubo, el cual tiene un grosor de 
0125 pulg. 



Proh. 5-104 


Prnhs. 5-107/108 
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•5-109. Para un esfuerzo cortante máximo dado, determi¬ 
ne el factor por el que se incrementa la capacidad de carga 
de un par de torsión si la sección semicircular del tubo se 
invierte desde la posición indicada por la Ifnea discontinua 
basta la sección mostrada en la figura. El tubo tiene un gro¬ 
sor de 0.1 pulg. 


l.áOpulg-1 



5-110. Para un esfuerzo cortante promedio dado, determi¬ 
ne el factor por el cual se aumenta la capacidad de carga de 
un par de torsión si las secciones semicirculares del tubo se 
invierten desde las posiciones indicadas por la linea discon¬ 
tinua basta la sección mostrada en la figura. El tubo tiene un 
grosor de 0.1 pulg. 


t .SO pulg 



5-111. Un par de torsión T se aplica sobre dos tubos que 
tienen las secciones transversales mostradas en la figura. 
Compare el flujo cortante desarrollado en cada tubo. 


i 



*5-112. Debido a un error de fabricación, el círculo inte¬ 
rior del tubo es excéntrico con respecto al círculo exterior. 
¿En qué porcentaje se reduce la resistencia a la torsión si la 
excentricidad e representa una cuarta parte de la diferencia 
entre los radios? 



•5-113. En la figura se muestran las dimensionesmedias de 
la sección transversal del fuselaje de un avión. Si el fuselaje 
está fabricado de una aleación de aluminio 2014-Tó, con un 
esfuerzocortante permisible 7^=18 ksiy se somete a un par 
dé 6000 kip ■ pie, determine el grosor mínimo requerido t de 
la sección transversal con una precisión de ¿ de pulg. Ade¬ 
más, encuentre el ángulo de giro correspondiente por pie de 
longitud en el fuselaje. 

5-114. En la figura se muestran las dimensiones medias de 
la sección transversal del fuselaje de un avión. Si el fusela¬ 
je está fabricado de una aleación de aluminio 2014-T6, con 
un esfuerzo cortante permisible t =18 ksi y el ángulo 
efe giro por pie de longitud del fuselaje no puede exceder 
0.001 rad/p»e, determine el par de torsión máximo permisi¬ 
ble que puede soportar el fuselaje. El grosor de la pared es 
í=0.25 pulg. 



Prnb. 5-111 


Prohe 5-113/114 
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5-115. H tubo está sometido a un par de torsión de 750 Nm. 
Determine el esfuerzo cortante promedio en los puntos A y 
Bdel tubo. 



*5-116. El tubo está hecho de plástico, tiene 5 mm de gro¬ 
sor y las dimensiones medias que se muestran en la figura. 
Determine el esfuerzo cortante promedio en los puntos.4 y 
B si el tubo está sometido al par de torsión de 7=5 N -m. 
Muestre el esfuerzo cortante sobre los elementos de volu¬ 
men ubicados en estos puntos. 


•5-117. Las dimensiones medias de la sección transversal 
del borde delantero y la caja de torsión del ala de un avión 
pueden aproximarse como se muestra en la figura. Si el ala 
está fabricada de una aleación de aluminio 2014-T6 con un 
esfuerzo cortante permisible de = 125 MPa y el gro¬ 
sor de su pared es de 10 mm, determine el par de torsión 
máximo permisible y el ángulo de giro correspondiente por 
metro de longitud del ala. 

5-118. Las dimensiones medias de la sección transversal 
del borde delantero y la caja de torsión del ala de un avión 
pueden aproximarse de la forma mostrada en la figura. Si el 
ala se somete a un par de torsión de 4.5 MN ■ m y el grosor 
de su pared es de 10 mm, determine el esfuerzo cortante pro¬ 
medio desarrollado en el ala y su ángulo de giro por metro 
de longitud. El ala está fabricada de una aleación de alumi¬ 
nio 2014-T6. 


IG fiim 



5-119. El tubo simétrico está fabricado de un acero de alta 
resistencia, con las dimensiones medias mostradas en la figu¬ 
ra y un grosor de 5 mm. Si se somete a un par de torsión de 
T = 40 N ■ m, determine el esfuerzo cortante promedio 
desarrollado en los puntos Ay B. Indique el esfuerzo cortan¬ 
te sobre elementos de volumen ubicados en esos puntos. 



Proh. 5-116 


Proís. 5-119 
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5.8 Concentración del esfuerzo 





(a) 


o 

O 


ÍO 

lígiirii J-31 




La fórmula de la torsión, = Tc/J, no puede aplicarse a las regiones de 
un eje que tienen un cambio repentino en su seoción transven:al. Aquí, 
las distribuciones de esfuerzo cortante y deformación cortante en el eje se 
vuelven complejas, por lo que sólo se pueden obtener mediante el uso de 
métodos experimentales O, posiblemente, por medio de un análisis mate¬ 
mático basado en la teoría de la elasticidad. En la figura 5-31 se muestran 
tres discontinuidades comunes que se producen en las secciones transver¬ 
sales. Están en los acoplamientos, que se utilizan para conectar entre sí 
dos ejes colineales, figura 5-31 o; en cuneros, empleados para conectar en¬ 
granes o poleas a un eje, figura 5-31¿>, y en filetes, usados para fabricar un 
solo eje colineal a partir de dos ejes de diámetro diferente, figura 5-31 c. 
En cada caso, el esfuerzo cortante máximo se producirá en la ubicación 
(punto) indicado en la sección transversal. 

La necesidad de realizar un complejo análisis de esfuerzo en una dis¬ 
continuidad del eje para obtener el esfuerzo cortante máximo, puede eli¬ 
minarse mediante el uso de un factor de concentración de efuerzos de 
torsión,K. Como en el caso de los elementos cargados axialmente, sección 
4.7, K suele tomarse de un gráfico basado en datos experimentales. En 
la figura 5-32 se muestra un ejemplo para el eje con filete. Para usar este 
gráfico, primero se encuentra la relación geométrica D/d a fin de definir la 
curva adecuada y, después de calcular la abscisa rjd, se determina el valor 
de K a lo largo de la ordenada. 



0.00 0.05 0.10 0.15 OJO 035 030 


d 


Figura 5-32 
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Entonces, el esfuerzo cortante máximo se determina a partir de 



( 5 - 21 ) 


Aquí Ja fórmula de la torsión se aplica al más pequeño de los dos ejes co¬ 
nectados, puesto que ocurre en la base del filete, figura 5-31c. 

Observe en la gráfica que el aumento del radio r del filete causa una 
disminución de K. Por lo tanto, el esfuerzo cortante máximo en el eje pue¬ 
de reducirse al aumentar el radio del filete. Además, si el diámetro del eje 
mayor se reduce, la relación D/d será menor, por lo que el valor de por 
ende el de serán inferiores. 

Al igual que en el caso de los elementos cargados axial mente, los fac¬ 
tores de concentración del esfuerzo de torsión deben utilizarse siempre 
que se diseñen ejes fabricados con materiales frágiles, o al diseñar ejes que 
estarán sometidos a fatiga o cargas de torsión cíclicas. Estas condiciones 
dan lugar a la formación de grietas en la concentración de esfuerzos, y a 
menudo pueden conducir a una fractura súbita. Por otra parte, si se aplican 
grandes cargas de torsión estática sobre un eje fabricado con material dúc¬ 
til, entonces, se desarrollarán deformaciones inelásticas dentro del eje. La 
cedencia del material hará que los esfuerzos se distribuyan de manera más 
uniforme en todo el eje, de modo que el esfuerzo máximo no estará limita¬ 
do a la región de concentración de esfuerzos. Este fenómeno se analizará 
con mayor detalle en la siguiente sección. 



En el acoplamiento de estos ejes pueden 
surgir concentraciones de esfuerzo, y k> an¬ 
terior debe tenerse en cuenta al diseñar el 
eje. 


□ 


Puntos importantes 


Las concentraciones de esfuerzo en los ejes se producen en los 
puntos donde hay un cambio súbito de sección transversal, como 
en acoplamientos, cu ñeros y filetes. Entre más grave sea el cam¬ 
bio en la geometría, mayor será la concentración de esfuerzos. 
Para el diseño O el análisis no es necesario conocerla distribución 
exacta del esfuerzo cortante sobre la sección transversal. En vez 
de esto, es posible obtener el esfuerzo cortante máximo mediante 
un factor de concentración de esfuerzos, K, que se ha determi¬ 
nado a partir de la experimentación, y sólo está en función de la 
geometría del eje. 

Por lo general, al diseñar un eje dúctil sometido a un par de tor¬ 
sión estático no será necesario considerar la concentración de es¬ 
fuerzos; sin embargo, si el material es frágil, o está sometido a car¬ 
gas de fatiga, entonces las concentraciones de esfuerzo se vuelven 
importantes. 
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EJEMPLO 5.13 


El eje escalonado que se muestra en la figura 5-33a, está apoyado sobre 
cojinetes en A y S. Determine el esfuerzo máximo en el eje debido a 
los pares de toisíón aplicados. El filete ubicado en la unión de cada eje 
tiene un radio de r = 6 mm. 


30Nm 




t«i 4 * = 3+lGMPa 


Distribución Distribución 

del esfuerzo real del esfuerzo 

cortante predicha cortante causada 

por la fórmula por la concentración 
de la torsión de esfuerzos 

W 

Í%tir4i 5*33 


30 N-m 


T = 30 N-m 



íb) 


SOLUCIÓN 

Par de torsión interno. Por inspección, se satisface el equilibrio 
de momentos respecto a la línea central del eje. Como el esfuerzo cor¬ 
lante máximo se produce en los extremos de los ejes con menor diáme¬ 
tro, el par de torsión interno (30 N ■ m) se puede encontrar aplicando el 
método de las secciones, figura 5-336. 

Esfuerzo cortante máximo. El factor de concentración de es¬ 
fuerzos puede determinarse mediante el uso de la figura 5-32. A partir 
de la geometría del eje se tiene 


D 2(40 mm) 
d 2(20 mm) 

r _ 6 mm 

d 2(20 mm) 


= 2 


= 0.15 


Con estos parámetros, se obtiene el valor de K= 1.3. 
Al aplicar la ecuación 5-21, resulta 


T'm&i ^ j i 1 


'30N-m (0.020 m 


_ ( tt/ 2 ) (0.020 m) 


n)~| 

r J ” 3 ' 


10 MPa Resp. 


NOTA: Con base en la evidencia experimental, la distribución real 
del esfuerzo a lo largo de una línea radial de la sección transversal en 
la sección crítica es similar a la mostrada en la figura 5-33c. Observe 
cómo se compara esto con la distribución lineal del esfuerzo encontrada 
a partir de la fórmula de la torsión. 













5.9 Torsión ineslástica 


237 


* 5.9 Torsión ¡nelástica 

Si las cargas de torsión aplicadas sobre el eje son excesivas, entonces el ma¬ 
terial puede presentar cedencia y, en consecuencia, debe usarse un “aná¬ 
lisis plástico” para determinar la distribución del esfuerzo cortante y el 
ángulo de giro. Al igual que antes, para realizar este análisis es necesario 
que el eje cumpla con las condiciones de deformación y equilibrio. 

En la sección 5.1 se mostró que sin importar el comportamiento del 
material, las deformaciones cortantes que se desarrollan en un eje circular 
varían linealmente, desde cero en el centro del eje hasta un máximo en su 
Imite exterior, figura 5-34a. Además, el par interno resultante en la sec¬ 
ción debe ser equivalente al par de torsión causado por toda la distribución 
del esfuerzo cortante sobre la sección transversal. Esta condición se puede 
expresar de forma matemática considerando el esfuerzo cortante t que ac¬ 
túa sobre un elemento de área dA ubicado a una distancia pdel centro del 
qe, figura 5-34¿>. La fuerza producida por el esfuerzo es dF=tdA, y el par 
de torsión producido es dT=pdF= p(r dA). Para todo el eje se requiere 


T = j prdA (5-22) 


Si el área dA sobre la que actúa r no se puede definiT como un anillo 
diferencial con un área de dA = lirpdp, figura 5-34c, entonces la ecuación 
anterior puede escribirse como 



(5-23) 


Estas condiciones de geometría y carga se usarán ahora para determi¬ 
nar la distribución del esfuerzo cortante en un eje, cuando éste se encuen¬ 
tra sometido a dos tipos de par de torsión. 


Par de torsión elastoplástico. Considere que el material de un 
qe exhibe un comportamiento elástico perfectamente plástico. Como se 
muestra en la figura 5-35a, éste se caracteriza por un diagrama de esfuerzo- 
deformación cortante para el cual el material experimenta una deforma¬ 
ción cortante creciente cuando el esfuerzo cortante alcanza el punto de 
cedencia T r 



lord miento severo de una probeta de alu¬ 
minio originado por la aplicación de un par 
de torsión plástico. 



Distribución de la deformadón 
cortante lineal 

<a> 



<c> 

1 Figura 5-34 









238 


Capítulo 5 Torsión 



Si el par interno produce la deformación cortante elástica máxima, y Y , 
en el límite exterior del eje, entonces el par de torsión elástico máximo T y 
que produce esta distribución puede encontrarse a partir de la fórmula de 
la torsión, r Y - T Y c(]ÍTr(T)^\, de modo que 

y T y = jryc* (5-24) 


i») 



Anillo 

plástico 


dástíco 


Distribución de la deformación cortante 
Cb> 



Distribución del esfuerzo cortante 
(c) 

Itgura 5-35 


Por otra parte, el ángulo de giro puede determinarse a partir de la ecua¬ 
ción 5-13, a saber, 


d<(> = y— (5-25) 

P 

Si el par de torsión aplicado aumenta su magnitud por encima de T y , se 
comienza a producir la cedencia. Primero en el límite exterior del eje, 
p = c, y después cuando la deformación cortante máxima aumenta, diga¬ 
mos hasta y en la figura 5-35a, el límite de cedencia avanzará hacia el 
centro del eje, figura 5-35¿>. Como puede observarse, esto produce un nú¬ 
cleo elástico, donde, por proporción, el radio del núcleo es p v = (yjy^c. 
Además, la parte externa del material forma un aro o anillo plástico, ya 
que las deformaciones cortantes y dentro de esta región son mayores que 
y Y . En la figura 5-35c se muestra la distribución del esfuerzo cortante co¬ 
rrespondiente a lo largo de una línea radial del eje. Ésta se establece al 
tomar puntos sucesivos en la distribución de la deformación cortante en la 
figura 5-35£> y al encontrar el valor correspondiente del esfuerzo cortante 
en el diagr ama r-y, figura 5-35a. Por ejemplo, en p = c, y da t y y en p = p Y , 
y Y también da r y ; etcétera. 

Como r en la figura 5-35c ahora puede expresarse como una función 
de p, es posible aplicaT la ecuación 5-23 para determinar el par de torsión. 
Se tiene 


= 2 „ r. 

Jo 


Tp 1 dp 


= 2 ir 


i f T y ~~ )p 2 dp + 2ir I Typ 2 dp 
Jo V Pv/ Jpy 


2tt f PY , , f c , 

—t y f p dp + 2ttty I p dp 
pY JO Jpy 


Y^tyPy + " Pv) 


ITT y 


(4c 5 - pl) 


6 


(5-26) 
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Par de torsión plástico. Los aumentos adicionales en T tienden 
a reducir el radio del núcleo elástico hasta que todo el material cede, es 
decir, p y -» 0, figura 5-35¿>. El material del eje estará sometido a un com¬ 
portamiento perfectamente plástico y la distribución del esfuerzo cortante 
se vuelve uniforme, por lo que r = r Y , figura 5-3 5d. Ahora se puede aplicar 
la ecuación 5-23 para determinar el par de torsión plástico T t lo que re¬ 
presenta el mayor par de torsión posible que el eje puede soportar. 



Par de torsión completamente plástico 


= 2tt f 

JO 


Typ 2 dp 


Figura 5-35 (ttint) 



(5-27) 


En comparación con el par de torsión elástico máximo T y , ecuación 5-24, 
se puede observar que 


T 


p 



En otras palabras, el par de torsión plástico es 33 por ciento mayor que el 
par de torsión elástico máximo. 

Desafortunadamente, el ángulo de giro ó para la distribución del es¬ 
fuerzo cortante no puede definirse de manera única. Esto se debe a que 
r = t y no corresponde a ningún valor único de deformación cortante y a 
y Y . Como resultado, una vez que se aplica T , el eje continuará deformán¬ 
dose O girando sin un aumento correspondiente del esfuerzo cortante. 


* 5.10 Esfuerzo residual 


Cuando un eje se somete a deformaciones cortantes plásticas causadas por 
torsión, el retiro del par de torsión hará que algunos esfuerzos cortantes 
permanezcan en el eje. Este esfuerzo se denomina esfuerzo residual, y su 
distribución puede calcularse mediante superposición y recuperación elás¬ 
tica. (Vea la sección 4.9.) 

Por ejemplo, si T p hace que el material en el límite exterior del eje se de¬ 
forme hasta y,, que se muestra como el punto Cde la curva r-y en la figura 
5-36, el retiro de T ocasionará un esfuerzo cortante inverso, de tal manera 
que el comportamiento del material seguirá el segmento CD en línea rec¬ 
ta, creando cierta recuperación elástica de la deformación cortante y v Esta 
línea es paralela a la parte inicial AB en línea recta del diagrama r-y, por lo 
que ambas líneas tienen una pendiente G como se indica en la figura. 


Cbmporta miento 



elastoplástico del material 

A .c 

Ty 

A 

G j' 

/ 

/ 

* »/ 

7 


i 

j 

yv 

Ti f 

La recuperación 
elástica máxima es 2yy 

f 

Cbmporta miento 

T y 


D elástico invertido 


tfEgitni S%¥ 
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Capítulo 5 Torsión 




Par de torsión plástico aplicado 
que causa deformaciones cortantes 
plásticas en todo el eje 

(a) 



Par de torsión plástico invertido 
que causa deformaciones cortantes 
e lásticas en todo ei eje 
(b) 



Distribución del esfuerzo 
cortante residual en el eje 

<c> 


Como se produce una recuperación elástica, es posible superponer en la 
distribución del esfuerzo de torsión plástica de la figura 5-31a una distribu¬ 
ción lineal del esfuerzo causada por la aplicación del par de torsión plástico 
Tp en dirección opuesta, figura 5-37¿>. Aquí, el esfuerzo cortante máximo 
T r para esta distribución de esfuerzo, se llama el módulo de ruptura para la 
torsión. Éste se determina a partir de la fórmula de la torsión*, de donde 
se obtiene 

_ 

T ' / (ít/2)c 4 

Usando la ecuación 5-27, 

[(2/3)'!TTyC J ]c 4 

Tr = (*/2)c 4 = Y Y 

Observe que aquí es posible la aplicación invertida de T p usando la dis¬ 
tribución lineal del esfuerzo cortante de la figura 5-37¿>, ya que la recupera¬ 
ción máxima de la deformación cortante elástica es 2y y , como se indica en 
la figura 5-37. Esto corresponde a un esfuerzo cortante máximo aplicado de 
2r y , que es mayor que el esfuerzo cortante máximo de jT y calculado ante¬ 
riormente. De ahí que, mediante la superposición de las distribuciones de 
esfuerzo que implican aplicaciones y el posterior retiro del par de torsión 
plástico, se obtiene la distribución del esfuerzo cortante residual en el eje, 
como se muestra en la figura 5-37 c. Debe señalarse a partir de este diagra¬ 
ma que el esfuerzo cortante en el centro del eje, que se muestra como r y , 
en realidad debe ser cero, ya que el material a lo largo de la línea central 
del eje nunca se deforma. La razón de que no sea cero es porque se supone 
que todo d material del eje se deformó más allá del punto de cedencia con 
el fin de determinar el par de torsión plástico, figura 5-37o. Para ser más 
realista, ai modelar el comportamiento del material debe considerarse un 
par de torsión elast oplástico. Al hacer esto, se da lugar a una superposición 
de la distribución de esfuerzo como en la figura 5-37d. 



Kgttra 5-37 



Distribución del esf uerzo 
cortante residual en el eje 


*La fórmula de la torsión es válida sólo cuando el material se comporta de manera 
elástica lineal; sin embargo, el módulo de ruptura se llama así porque supone que el 
material se comporta elásticamente y de manera súbita se rompe en el límite propor¬ 
cional. 
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Par de torsión último. En general, la mayoría de los materiales de 
ingeniería tendrá un diagrama de esfuerzo-deformación cortante como el 
mostrado en la figura 5-3&Z. En consecuencia, si T aumenta de modo que la 
deformación cortante máxima en el eje se convierta en y = y u , figura 5-38¿>, 
entonces por proporción y y se produce en p Y = (y Y f y Je. Del mismo modo, 
las deformaciones cortantes en, por ejemplo, p-p t y p=p 2 , pueden encon¬ 
trarse por proporción, es decir, y, = (p,/c)y u y y 2 = (p 2 ¡ cjy^ Si los valores 
correspondientes de r,, r y , r 2 y r H se toman del diagrama r-y y se grafican, se 
obtiene la distribución del esfuerzo cortante que actúa a lo largo de una lí¬ 
nea radial de la sección transversal, figura 5-38c. El par de torsión producido 
por esta distribución del esfuerzo se denomina par de torsión último, 7\ 

La magnitud de T w puede determinarse al integrar “gráficamente” 
la ecuación 5-23. Para hacer esto, el área de la sección transversal del 
eje se segmenta en un número finito de anillos, como el que se mues¬ 
tra en gris oscuro en la figura 5-38d. El área de este anillo, Aj4 = 2-trpAp, 
se multiplica por el esfuerzo cortante t que actúa sobre ella, de modo 
que se pueda determinar la fuerza A F= t AA. El par de torsión creado por 
esta fuerza es entonces A T=pAF= p(rAA). La suma de todos los pares de 
torsión, determinados de esta manera, para toda la sección transversal pro¬ 
porciona el par de torsión último L; es decir, la ecuación 5-23 se convierte 
en !T fi32jr£Tp?Ap. Sin embargo, si ¿a distribución del esfuerzo puede expre¬ 
sarse como una función analítica, r =/(p), como en los casos de los pares de 
torsión elástico y plástico, entonces la integración de la ecuación 5-23 puede 
realizarse de manera directa. 






Ty 


*1 


Ti yv 72 


7# 

(a) 


Distribución de la deformación cortante última 
<b) 


Distribución del esfuerzo cortante último 
(c> 



figura 5-38 


Puntos importantes 


La distribución de la deformación cortante a lo largo de una línea radial en la sección transversal de un eje 
se basa en consideraciones geométricas y se sabe que siempre varía Einealmente a lo largo de la línea radial. 
Una vez establecida, la distribución del esfuerzo cortante puede determinarse utilizando el diagrama de 
esfuerzo-deformación cortante. 

Si se establece la distribución del esfuerzo cortante para el eje, ésta produce un par de torsión respecto a 
la línea central del eje que es equivalente al par de torsión interno resultante que actúa sobre la sección 
transversal. 

» El comportamiento perfectamente plástico supone que la distribución del esfuerzo cortante es constante. 
Cuando esto ocurre, el eje continuará girando sin aumento del par de torsión. Este par se conoce como el 
par de torsión plástico. 
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EJEMPLO 5.14 


30 mm 


50 mm 



t (MPa) 


20 


/ 


0.286(10"*) 


Tirad) 


ía) 



20 MPa 


Distribución del esfuerzo 
cortante elástico 



Distribución de Ja deformación 
cortante elástica 

{b> 


20 MPa 



El eje tubular de la figura 5-39a está fabricado de una aleación de alu¬ 
minio la cual se supone tiene un diagrama t- y elastopiástrco como se 
muestra en la figura. Determine el par de torsión máximo que puede 
aplicarse al eje sin causar que el material ceda, y el par de torsión máxi¬ 
mo o par de torsión plástico que se puede aplicar al eje. Además, ¿cuál 
debe ser la deformación cortante mínima en la pared exterior para que 
se desarrolle un par de torsión totalmente plástico? 

SOLUCIÓN 

Par de torsión elástico máximo. Se requiere que el esfuerzo 
cortante en la fibra exterior sea de 20 MPa. Usando la fórmula de la 
torsión, se tiene 


t y = 


TyC 


20(10*) N/m 2 = 


T v (ft05 m) 


(ir/2)[(0.05m) 4 - (0.03 m) 4 ] 
T y = 3.42 kN-m 


Resp. 


En la figur a 5-39& se muestr an las distribuciones de esfuerzo cortante 
y deformación cortante para este caso. Los valores en la pared interna 
del tubo se obtuvieron por proporción. 

Par de torsión plástico. En la figura 5-39c se muestra la distri¬ 
bución del esfuerzo cortante en este caso. La aplicación de la ecuación 
5-23 requiere que t=T y, se tiene 


/•0i05 m - 

T =2tt [20(10*) N/m 2 ]p 2 dp = 125.66(10*) ~p* 
JaOJm 3 


0286 {10} rad 
0.172 (10" 3 )rad 


= 4.11 kN-m 


0.05 m 
0,03 m 

Resp. 


Distribución del esfuerzo 
cortante plástico 


<c> 

figura 5-39 


Para este tubo, T representa un aumento del 20 por ciento en la capaci¬ 
dad del par de torsión en comparación con el par de torsión elástico T y . 

Deformación cortante del radio exterior. El tubo se vuelve 
totalmente plástico cuando la deformación cortante en la pared interna 

se convierte en 0.286(10“ 3 ) rad, como se 
muestra en la figura 5-39c. Como la de¬ 
formación cortante permanece lineal a lo 
largo de la sección transversal, la defor¬ 
mación plástica en las fibras exteriores del 
tubo en la figura 5-39c está determinada 
por la proporción. 

0.286(10-*) rad 



0.477 (ir*) rad 
0286 (I0 r *) rad 


Distribución inicial de la deformación 
cortante plástica 


% _ 

50 mm 30 mm 

y 0 = 0.477(10-*) rad 


Resp. 
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EJEMPLO 5.15 


Un eje circular sólido tiene un r adio de 20 mm y una longitud de 1.5 m. 
El material tiene un diagrama r-y elastopiástico como se muestra en la 
figura 5-40o. Determine el par de torsión necesario para girar el eje un 
ángulo de «^ = 0.6 rad. 



SOLUCIÓN 


(a) 


Primero se obtiene la distribución de la deformación cortante y después 
se establece la distribución del esfuerzo cortante. Una vez que se cono¬ 
ce esto, es posible determinar el par de torsión aplicado. 

La deformación cortante máxima ocurre en la superficie del eje, 
p = c. Como el ángulo de giro es <£> = 0.6 rad para toda la longitud del 
eje de 1.5 m, entonces al usar la ecuación 5-25 para toda la longitud se 
tiene 


■ L 

= y—, 

p 


0.6 = 


1W(L5 m) 


{0.02 m) 

'Vniíi = 0.008 rad 

En la figura 5-40& se muestra la distribución de la deformación cor¬ 
tante. Tenga en cuenta que se produce la cedencia del material puesto 
que >y Y ~ 0.0016 rad en la figura 5-40a. El radio del núcleo elásti¬ 
co, p y> se puede obtener por proporción. A partir de la figura 5-40Í», 

py _ 0.02 m 

0.0016 “ 0.008 

py = 0.004 m = 4 mm 

Con base en la distribución de la deformación cortante, en la figura 
5-40c se muestra la distribución del esfuerzo cortante, gr aficada sobre un 
segmento de línea TadiaL Ahora, el par de torsión se puede obtener me¬ 
diante la ecuación 5-26. Al sustituir en los datos numéricos se obtiene 


T = 


TTTy 


(4c 3 - pj) 
rrpSClO 6 ) N/m 2 ] 


[4(0.02 m) 3 - (0.004 m) 3 ] 


= 1.25 kN-m 


Resp. 



Distribución de la deformación 
cortante 

W 



Distribución deJ esfuerzo cortante 
<c) 

Figura 5-40 
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EJEMPLO 5.16 



12 


El tubo de la figura 5-41 a tiene una longitud de 5 pies y su diagrama 
_ ( el astop! ást ico r-y también se muestra en la figura 5-41a. Determine el 

C '~ & par de torsión T plástico. ¿Cuál es la distribución del esfuerzo cortante 

residual si se retira justo después de que el tubo se vuelve totalmente 
plástico? 

SOLUCIÓN 

Par de torsión plástico. El par de torsión plástico T p deformará 
d tubo de modo que todo el material ceda. De ahí que la distribución 
del esfuerzo será como se muestra en la figura 5-416. Al aplicar la ecua¬ 
ción 5-23, se tiene 


0.002 


r(rad) T p - 2 tt Í t rp 2 dp = k(c£- c?) 

Jc¡ 3 


(a) 



12 ksi 


(b) 


Par de torsión plástico aplicado 



{c> 


r,= 14,93 ksi 
Farde torsión plástico invertido 


= ^(12(10*) Ib/pulg 2 )[(2pulg) 3 - (1 pulg) 3 ] = 175.9 kip - pulg Resp. 


Justo cuando el tubo se vuelve completamente plástico, comienza la 
oedencia en la pared interior, es decir, en c ¡=1 pulg, y Y =0.002 tad, figu¬ 
ra 5-41 a. El ángulo de giro que se produce puede determinarse a partir 
de la ecuación 5-25, que para todo el tubo se convierte en 


L (Q.QQ2)(5ptes){12 pulg/pie) „ 

4>p = yy~ = - jz —rr-= 0.120 rad f 

a {ipuig 


Cuando se retira T , o de hecho se vuelve a aplicar en la dirección 
Opuesta, la distribución “ficticia” lineal del esfuerzo cortante mostrada 
en la figura 5-41c debe superponerse a la que se muestra en la figura 
5-416. En la figura 5-41c ( el esfuerzo cortante máximo o el módulo de 
ruptura se encuentra a partir de la fórmula de la torsión 


Tr = 



V» {175.9 kip- pulg) {2 pulg) 
(w/2)[(2pulg) 4 - (1 pulg) 4 ] 


= 14.93 ksi 


(d) 


2.93 ksi 


Distribudón dd esfuerzo 
amante residual 

Futirá 5*41 


Además, en la pared interior del tubo el esfuerzo cortante es 

= (14.93 = 7.47 te' fcsp- 

La distribución del esfuerzo cortante residual que resulta se muestra 
en la figura 5-4 Id. 
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PROBLEMAS 


•5-120. EL acero usado para fabricar el eje tiene un esfuerzo 
cortante permisible de t =8 MPa. Si los elementos están 
conectados con una soldadura de filete de radio r=4 rain, 
determine el máximo par de torsión T que puede aplicarse. 


50 rara 



«5.121, El eje compuesto debe diseñarse para girar a 720 
rpm, mientras transmite 30 kW de potencia. ¿Es posible 
esto? El esfuerzo cortante permisible e»T =12 MPa. 

5-122, El eje compuesto está diseñado para girar a 540 
rpm. Si el radio de La soldadura de filete que conecta a los 
ejes es r=720 mm y el esfuerzo cortante permisible para el 
material es r penn = 55 MPa, determine la potencia máxima 
que puede transmitir el eje. 


5-123. El eje de acero está hecho a partir de dos segmentos: 
AB y BC „ que se conectan mediante una soldadura de file¬ 
te con un radio de 2,8 mm. Determine el esfuerzo cortante 
máximo desarrollado en el eje. 


c 



60 Nm 


Proh. 5-123 


*5-124. El acero utilizado para fabricar el eje tiene un es¬ 
fuerzo cortante permisible de 7^=8 MPa, Si los elementos 
se conectan entre sí mediante una soldadura de filete con un 
radio r=2,25 mm, determine el máximo par de torsión T que 
puede aplicarse. 



Probs, 5-121/122 


Predi, 5-124 
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•5-125. £1 ensamble está sometido a un par de torsión de 
710 Ib * pulg. Si el esfuerzo cortante permisible para el mate¬ 
rial es t | _ =12 ksi, determine el radio del filete más peque¬ 

ño que puede utilizarse para transmitir el par de torsión. 


•5-129. El eje sólido está fabricado de un material elástico 
perfectamente plástico como se muestra en la figura. Deter¬ 
mine el par de torsión T necesario para formar un núcleo 
elástico en el eje con radio de p Y =20 mm. ¿Cuál es el ángulo 
que gira uno de los extremos del eje con respecto al otro si 
el éste tiene 3 m de largo? Cuando el par de torsión se retira, 
determine la distribución del esfuerzo residual en el eje y el 
ángulo de giro permanente. 



710 lb-póe 
Proh, 5-125 


5*130. El eje está sometido a una deformación cortante 
máxima de 0,0048 rad. Determine el par de torsión aplicado 
al eje si el material tiene endurecimiento por deformación, 
como se muestra en el diagrama de esfuerzo-deformación 
cortante. 


5-126. Unejesólidoestásometídoalparde torsión T, el cual 
hace que el material ceda. Si el material es elastoplástico, de¬ 
muestre que el par de torsión se puede expresar en términos 
del ángulo de giro 4> del eje como T = ^Ty( 1 - 4? v jA4?)> 
donde T y y 4 > Y son el par de torsión y el ángulo de giro cuan¬ 
do el material comienza a ceder. 

5-127. Un eje sólido con diámetro de 2 pulg está hecho de 
material elastoplástico con un limite de elasticidad de r r = 
16 ksi y un módulo cortante G — 12(10- 1 ) ksi. Determine el 
par de torsión necesario para desarrollar un núcleo elástico 
en el eje con un diámetro de 1 pulg, Además, ¿cuál es el par 
de torsión plástico? 

*5-128. Determine el par de torsión necesario para torcer 
un alambre corto de acero con un diámetro de 3 mm me¬ 
lante varias revoluciones; considere que está fabricado de 
un acero elastoplástico y que tiene un esfuerzo de cedencia 
de T r =80 MPa. Suponga que el material se vuelve comple¬ 
tamente plástico. 



t {ksi) 


12 -- 

6 - 

0.0006 0.0048 TÍra<)J 


Proh. 5-130 
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5-131. Un eje circular sólido con un diámetro de 80 mm 
está fabricado de un material elástico perfectamente plás¬ 
tico, con un esfuerzo cortante de cadencia r v = 125 MPa. 
Determine (a) el máximo par de torsión elástico T y \y (b) el 
par de torsión plástico T p . 

•5-132. El eje hueco tiene la sección transversal mostrada 
en la figura y está fabricado de un material elástico perfecta¬ 
mente plástico, con un esfuerzo cortante de cedencia r v . De¬ 
termine la relación entre el par de torsión plástico T p sobre 
d máximo par de torsión elástico T v . 



5-133. Eleje consta de dosseccionesqueestánrígidamente 
conectadas. Si el material eselastoplástico como se muestra 
en la figura, determine el mayor par de torsión T que puede 
aplicarse al eje. Además, señale la distribución del esfuerzo 
cortante sobre una linea radial para cada sección. No tome 
en cuenta el efecto de la concentración de esfuerzos. 


5-134. El eje hueco está fabricado de un material elástico 
perfectamente plástico con un módulo cortante G y un es¬ 
fuerzo cortante de cedencia r r Determine el par de torsión 
T p aplicado cuando el material de la superficie interior está a 
punto de ceder (par de torsión plástico). Además, encuentre 
el ángulo de giro correspondiente y la deformación cortante 
máxima. El eje tiene una longitud de L. 



5-135. El eje hueco tiene diámetros interno y externo de 
ó} mm y 80 mm, respectivamente. Si está fabricado de un 
material elástico perfectamente plástico y tiene el diagrama 
T-y que se muestra en La figura, determine las reacciones en 
los soportes fijos Ay C. 



rflcsi) 
12 — 


/ 


0005 


Tirad} 



t (MPa) 



00016 


Tirad) 


Proh. 5-133 


l»r«U 5-135 
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*5-13*. El eje tubular está fabricado de un material con 
endurecimiento por deformación que tiene un diagrama r-y 
como el mostrado en la figura. Determine el par de torsión 
Tque debe aplicarse al eje para que la deformación corta nte 
máxima sea de 0.01 rad. 



15 










/ 




0.005 

0.01 


Ptoh, 5-136 


•5-137. El diagrama de esfuerzo-deformación cortante 
para un eje sólido con un diámetro de 50 mm puede aproxi¬ 
marse como se muestra en la figura. Determine el par de tor¬ 
sión T necesario para provocar un esfuerzo cortante máximo 
en el eje de 125 MPa. Si el eje tiene 1.5 m de largo, ¿cuál es 
el ángulo de giro correspondiente? 


5-139. El tubo está fabricado de un material elástico per¬ 
fectamente plástico y tiene el diagrama r-y que se muestra 
en la figura. Determine el par de torsión T que ocasiona que 
la superficie interna del eje comience a ceder. Además, en¬ 
cuentre la distribución del esfuerzo cortante residual en el 
eje al retirarse el par de torsión. 




Prohs. 5-138/139 


£ 

T ' 

T(MPa) 

1251—_ 

50 — 

(X0025 0.010 r(rad) 

ITob. 5-137 



*5-140. El tubo de 2 m de largo está fabricado de un ma¬ 
terial elástico perfectamente plástico como se muestra en la 
figura. Determine el par de torsión T aplicado que somete 
al material del borde exterior del tubo a una deformación 
cortante de y mSl =0.006 rad. ¿Cuál es el ángulo permanente 
de giro del tubo cuando este par de torsión se retira? Dibuje 
la distribución del esfuerzo residual en el tubo. 



35 


5-138. Un tubo está fabricado de material elástico perfec¬ 
tamente plástico y tiene el diagrama r-y que se muestra en 
la figura. Si el radio del núcleo elástico es p y = 2.25 pulg, 
determine el par de torsión T aplicado. Además, encuentre 
la distribución del esfuerzo cortante residual en el eje y el 
ángulo de giro permanente de uno de los extremos en rela¬ 
ción con el otro al retirarse el par de torsión. 


T 


MPa) 


210 


/i 

0.003 


y (rad) 


Pmh. 5-140 
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•5-141. Un núcleo fabricado con una aleación de acero 
está unido firmemente aun tubo fabricado con una aleación 
de cobre pata formar el eje mostrado en la figura. Si los ma¬ 
teriales tienen el diagrama r-y que se muestra, determine el 
par de torsión resistido por el núcleo y el tubo. 



Aleación de acero 
t (MPa) 

36-- 


5-142. Un par de torsión se aplica al ejede radior. Siel ma¬ 
terial tiene una relación de esfuerzo-deformación cortante 
de r = Ay 1 *, donde A es una constante, determine el esfuerzo 
cortante máximo en el eje. 



Prob. 5-142 


0.002 

Aleación de cobre 


Tirad) 
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REPASO DE CAPÍTULO 


Un par de torsión hace que un eje con sección transversal 
circular gire, de modo que la deformación cortante en el 
eje sea proporcional a su distancia radial desde el centro 
del eje. Siempre que el material sea homogéneo y elásti¬ 
co lineal, el esfuerzo cortante se determina a partir de la 
fórmula de la torsión, 

Ti 

J 

El diseño de un eje requiere encontrar el parámetro 
geométrico, 

J T 


T ' 


'peral 


A menudo es necesario reportar la potencia P suminis¬ 
trada a un eje que gira con velocidad angular u, en cuyo 
caso el par de torsión se determina a partir de P = Tat. 




El ángulo de giro de un eje circular se determina a partir 
de 




-l 


L T(x)dx 
JC 


Si el par de torsión interno y JG son constantes dentro de 
cada segmento del eje, entonces 




Para su aplicación, es necesario utilizar una convención 
de signos para el par de torsión interno y para asegurar 
que el material se conserve elástico lineal. 




Si el eje es estáticamente indeterminado, entonces los pa¬ 
res de torsión reactivos se determinan a partir del equi¬ 
librio, la compatibilidad del giro y una relación par de 
torsión-giro, tal como 4> = T LjJG. 
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Los ejes sólidos no circulares tienden a pandearse fuera 
del plano cuando se someten a un par de torsión. Existen 
fórmulas disponibles para determinar el esfuerzo cortan¬ 
te elástico máximo y el giro para estos casos. 


El esfuerzo cortante promedio en tubos de pared delga¬ 
da se determina suponiendo que el esfuerzo cortante a 
través de cada espesor / del tubo es constante. Su valor se 

T 

determina a partir de Tp^ = . 


Las concentraciones de esfuerzo ocurren en los ejes cuan¬ 
do su sección transversal cambia de manera súbita. El es¬ 
fuerzo cortante máximo se determina mediante un factor 
de concentración del esfuerzo K t el cual se determina con 
base en experimentación y se representa en forma gráfica. 

Una vez obtenido, r mfvi = 

10'" 

Si el par de torsión aplicado hace que el material exceda 
el límite elástico, entonces la distribución del esfuerzo 
no será proporcional a la distancia radial desde la línea 
central del eje. En cambio, el par de torsión interno se 
relaciona con la distribución del esfuerzo usando el 
<á agrama de esfuerzo cortante-deformación cortante y el 
equilibrio. 

T A 0VjV'' 

\\ pv\y J 

Si un eje se somete a un par de torsión plástico, que 
después se retira, éste causará que el material responda 
elásticamente, ocasionando el desarrollo de un esfuerzo 
cortante residual en el eje. 
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Capítulo 5 Torsión 


PROBLEMAS DE REPASO 


5-143. Considere un tubo de pared delgada con radio me¬ 
dio t y grosor t. Demuestre que el esfuerzo cortante máximo 
en el tubo debido a la aplicación de un par de torsión T se 
aproxima al esfuerzo cortante promedio calculado a partir 
de la ecuación 5-18 como r/r—*oo. 



*5-144. El eje de acero inoxidable 304 tiene 3 m de lon¬ 
gitud y un diámetro exterior de 60 mm. Cuando gira a 60 
rad/stransmite 30 kW de potencia desde el motor E hasta el 
generador G. Determine el menor grosor posible del eje si 
el esfuerzo cortante permisible es T f(¡m =150 MPa y el eje no 
se puede torcer más de 008 rad. 


E G j _. 



Prob. 5-144 


•5-145. El tubo circular de acero A-36 está sometido a un 
par de torsión de 10 kN ■ m. Determine el esfuerzo cortante 
en el radio medio p =60 mm y calcule el ángulo de giro del 
tubo si tiene 4 m de largo y se encuentra fijo en su extremo 
lejano. Resuelva el problema usando las ecuaciones 5-7 y 
5-15, y empleando las ecuaciones 5-18 y 5-20. 


5-146. La barra AB está fabricada de acero A-36 con un 
esfuerzo cortante permisible de (t^)^ =75 MPa, y el tubo 
BC está fabricado de una aleación de magnesio A MI 004- 
T61 con un esfuerzo cortante permisible de =45 

MPa. El ángulo de giro del extremo C no puede superar los 
0.05 rad. Determine el máximo par de torsión permisible T 
que puede aplicarse al ensamble. 



Prob. 5-146 


5-147. Un eje tiene la sección transversal mostrada en la 
figura y está fabricado de una aleación de aluminio 2Q14-T6 
con un esfuerzo cortante permisible de t =125 MPa. Si el 
ángulo de giro por metro de longitud no puede exceder los 
003 rad, determine el grosorsor de pared mínimo requerido 
tal milímetro más cercano, cuando el eje está sometido a un 
par de torsión de T =15 kN ■ m. 



Proh. 5-145 


Prob. 5-147 
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+5-148. El motor A desarrolla un par de torsión en el en¬ 
grane & de 500 Ib * pie, el cual se aplica a lo largo del eje 
de 2 pulg de diámetro fabricado de acero A-36. Este par de 
torsión debe transmitirse a los engranes de piñón en E y F. 
Si dichos engranes se encuentran temporalmente fijos, de¬ 
termine el esfuerzo cortante máximo en los segmentos CB 
y BD del eje. Además, ¿cuál es el ángulo de giro de cada 
uno de estos segmentos? Los cojinetes en CyD sólo ejercen 
fuerzas sobre el eje. 



A 

l*r«t», 5-148 


5-149. El acoplamiento consiste en dos discos fijos que se¬ 
paran los ejes, cada uno con un diámetro de 25 mm. Los ejes 
se apoyan sobre chumaceras que permiten la rotación libre. 
Con el fin de limitar el par de torsión T que puede transmi¬ 
tirse, se emplea un “pasador cortante” P para conectar los 
(fiscos entre sí. Si este pasador puede soportar una fuerza 
cortante promedio de 550 N antes de fallar, determine el 
máximo par de torsión constante T que puede transmitirse 
de un eje al otro. Además, ¿cuáles el esfuerzo cortante máxi¬ 
mo en cada eje cuando el “pasador cortante” está a punto 
de fallar? 



5-150. El volante y el eje se detienen súbitamente en D 
cuando el cojinete se traba. Esto haoe que el volante oscile 
en sentido horario y antihorario, de modo que un punto Aen 
el borde exterior del volante se desplaza en un arco de 10 
mm en cualquier dirección. Determine el esfuerzo cortante 
máximo desarrollado en el eje tubular de acero inoxidable 
304 debido a esta oscilación. El eje tiene un diámetro inte¬ 
rior de 25 mm y un diámetro exterior de 35 mm. Los cojine¬ 
tes en B y C permiten que el eje gire libremente. 



5-15L Si el eje sólido Afíal que está conectada la manivela 
de una válvula esde latón rojo C83400y tiene un diámetro de 
10 mm, determine las máximas fuerzas de par Fque pueden 
aplicarse a la manivela justo antes de que el material co¬ 
mience a fallar. Considere T peim =40 MPa. ¿Cuál es el ángulo 
de giro de la manivela? El eje se encuentra fijo en A. 



Proh. ?-149 


l*rcíh, 5-151 





















Las vigas son elementos estructurales importantes que se utilizan en la construcción de edificios. Con frecuencia, su 
diseño se basa en su capacidad para resistir el esfuerzo flexionante, que representa el objeto de estudio del presente 
capitulo. 
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Flexión 


OBJETIVOS DEL CAPÍTULO 

Las vigas y los ejes son elementos estructurales y mecánicos importantes 
en la ingeniería. En este capítulo se determinará el esfuerzo que produ¬ 
ce lá flexión en estos elementos. El capítulo comienza con un análisis 
de cómo se establecen los diagramas de fuerza cortante y de momento 
para una viga O eje. Al igual que los diagramas de fuerza normal y de par 
de torsión, los diagramas de fuerza cortante y de momento proporcio¬ 
nan un medio útil para determinar la fuerza cortante y el momento máxi¬ 
mos en un elemento, así como para especificar dónde ocurren esos 
máximos. Una vez que se ha determinado el momento interno en una 
sección, es posible calcular el esfuerzo flexionante. Primero se consi¬ 
derarán los elementos rectos, con una sección transversal simétrica y 
que están hechos de un material elástico lineal homogéneo. Después 
se abordarán los casos especiales que involucran la flexión asimétrica y 
los elementos fabricados con materiales compuestos. Además, se estu¬ 
diarán los elementos curvos, las concentraciones de esfuerzo, la flexión 
inelástica y los esfuerzos residuales. 


6.1 Diagramas de fuerza cortante 
y de momento 

Los elementos delgados que soportan cargas aplicadas en forma perpen¬ 
dicular a su eje longitudinal se denominan vigas. En general, las vigas son 
barras largas, lineales, con un área constante en su sección transversal. A 
menudo se clasifican de acuerdo con la forma en que están apoyadas. Por 
ejemplo, una viga simplemente apoyada está articulada en un extremo y 
sostenida pot un rodillo en el otro, figura 6-1; una viga en voladizo se en¬ 
cuentra fija en un extremo y libre en el otro, y una viga con voladizo si tie¬ 
ne uno o ambos extremos extendidos más allá de los apoyos. Se considera 
que las vigas están entre los elementos estructurales más importantes. Se 
utilizan para sostener el piso de un edificio, la cubierta de un puente o el 
ala de un avión. Además, el eje de un automóvil, el aguilón de una grúa e 
incluso muchos de los huesos del cuerpo humano actúan como vigas. 



Viga simplemente apoyada 


Viga en voladizo 



Viga con voladizo 
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, ^rfTTíTl 

A. -___ 


■ 

rj * 

c 



-*2-- 

I"-% 




Jijira 6-2 


Debido a las cargas aplicadas, las vigas desarrollan una fuerza cortante 
interna y un momento flexión ante que, en general, varían de Un punto a 
otro a lo largo del eje de la viga. Por lo tanto, para disedar correctamente 
una viga es necesario determinar la fuerza cortante y el momento máximos 
en la viga. Una forma de hacerlo es expresar V y M en fundón de su posi- 
dón arbitraria.? sobre el eje de la viga. Después, estas funciones de fuerza 
cortante y de momento pueden representarse mediante gráficas llamadas 
diagramas de fuerza cortante y de momento. Los valores máximos de V y 
M pueden obtenerse a partir de estas gráficas. Además, como los diagra¬ 
mas de fuerza cortante y de momento proporcionan informadón detallada 
sobre la variación de la fuerza cortante y del momento en el eje de la viga, 
son utilizados con frecuenda por los ingenieros para decidir dónde colocar 
los materiales de refuerzo dentro de la viga O para determinar la propor¬ 
ción del tamaño de la viga en varios puntos de toda su longitud. 

Para formular V y Af en términos de x es necesario elegir el origen y el 
sentido positivo de x. Aunque la elección es arbitraria, a menudo el origen 
se encuentra en el extremo izquierdo de la viga y la direcdón positiva es 
hada la derecha. 

, En general, las funciones de x para la fuerza cortante interna y el mo¬ 
mento serán discontinuas, o sus pendientes serán discontinuas, en los pun- 
\ tos donde una carga distribuida cambia o bien donde se aplican fuerzas 
■ concentradas o momentos de par. Debido a esto, las funciones de fueiza 
cortante y de momento deben determinarse para cada región de la viga 
entre cualesquiera dos discontinuidades de la carga. Por ejemplo, las coor¬ 
denadas*!,^ y x 3 tendrán que usarse para describirla variación de Vy M 
en toda la longitud de la viga mostrada en la figura 6-2. Estas coordenadas 
sólo serán válidas dentro de las regiones desde A hasta B para x v desde B 
hasta C para j^, y desde C hasta D para x 3 . 


k(x) 

fííTTíTrn 


Carga distribuida externa positiva 
V y 

\ t 

Fuerza cortante interna positiva 
M M 

IB) (H 

Momento flexionante interno positivo 
Co nvención de signos en las vigas 
Pulirá 6*3 


Convención de signos para las vigas. Antes de presentar un 
método para determinar la fuerza cortante y el momento en función de *, 
y para luego graficar esas funciones (diagramas de fuerza cortante y de 
momento), primero es necesario establecer una convención de signos para 
definir los valores “positivos” o “negativos” de V y Af. Aunque la elección 
de una convención de signos es arbitraria, aquí se utilizará aquella que se 
emplea con mayor frecuencia en la práctica de la ingeniería y que se mues¬ 
tra en la figura 6-3. Las direcciones positivas son las siguientes: la carga dis¬ 
tribuida actúa hacia arriba sobre la viga; la fuerza cortante interna ocasiona 
un giro en sentido horario del segmento de viga sobre el que actúa, y el 
momento interno causa compresión en las fibras superiores del segmento, 
de modo que éste se dobla como para retener agua. Las cargas que son 
opuestas a las descritas anteriormente se consideran negativas. 
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Puntos importantes 


1 Las vigas son elementos largos y rectos que están sometidos a cargas perpendiculares a su eje longitudi¬ 
nal. Se clasifican de acuerdo con la forma en que están apoyadas; por ejemplo, simplemente apoyadas, en 
voladizo o con voladizos. 

Para diseñar una viga de manera correcta, es importante conocer la variación de la fuerza cortante y el 
momento intemos a lo largo de su eje a fin de encontrar los puntos en que dichos valores son máximos. 

• Mediante el uso de una convención de signos establecida para la fuerza cortante y el momento positivos, 
es posible determinar la fuerza cortante y el momento en función de su posición x sobre la viga, y después 
estas funciones pueden graficaise para formar el diagrama de fuerza cortante y de momento. 


Procedimiento de análisis 


Los diagramas de fuerza cortante y de momento para una viga pueden construirse mediante el siguiente 
procedimiento. 

Reacciones en los apoyos. 

Determine todas las fuerzas reactivas y los momentos que actúan sobre la viga, después descomponga 
todas las fuerzas en componentes que actúen de forma perpendicular y paralela al eje de la viga. 

Fundones de fuerza cortante y de momento. 

Especifique por separado las coordenadas x que tienen un origen en el extremo izquierdo de la viga y 
$e extienden a las regiones de ésta ubicadas entre fuerzas y momentos concentrados, O bien donde no 
haya discontinuidad de la carga distribuida. 

Seccione la viga a cada distancia x y dibuje el diagrama de cuerpo libre de cada uno de los segmentos. 
Asegúrese de que V y M se muestren actuando en su sentido positivo, de acuerdo con la convención de 
signos dada en la figura 6-3. 

La fuerza cortante se obtiene si se suman las fuerzas perpendiculares al eje de la viga. 

Para eliminar V,el momento se obtiene de manera directa al Sumar los momentos alrededor del extre¬ 
mo seccionado del segmento. 

Diagramas de fuerza cortante y de momento. 

Grafique el diagrama de fuerza cortante (V y x) y el diagrama de momento (M y ,r). Si los valores nu¬ 
méricos de las funciones que describen a Vy M son positivos, éstos se representarán por encima del eje 
x, mientras que los valores negativos se graficarán por debajo de dicho eje. 

En general, es conveniente mostrar los diagramas de fuerza cortante y de momento por debajo del 
diagrama de cuerpo libre de la viga. 
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EJEMPLO 6.1 


Dibuje los diagramas de fuerza cortante y de momento para la viga que 
se muestra en la figura 6-4a. 

SOLUCIÓN 

JJWIHIJJJJIJIIJ Reacciones en los apoyos. Las reacciones en los apoyos se mues- 
-- c tran en la figura 6-4c. 

Funciones de fuerza cortante y de momento. En la figura 
6-4 b se muestra un diagrama de cuerpo libre del segmento izquierdo 
de la viga. La carga distribuida en este segmento, wx, se representa 
mediante su fuerza resultante sólo después de que el segmento se aísla 
como un diagrama de cuerpo libre. Esta fuerza actúa a través del cen¬ 
troide del área que incluye a la caiga distribuida, a una distanda de.r/2 
desde el extremo derecho. Al aplicar las dos ecuaciones de equilibrio se 
obtiene 


wx 

AW 


fi 


LÍE/? = 0; 


t - ' 

wL 

2 o>) 


\\r 


i+SM = 0; 


wL 

— - wx - V = Q 


( 1 ) 


w 

M--L X 


( 2 ) 


w 


mimumim 



Diagramas de fuerza cortante y de momento. Los diagra¬ 
mas de fuerza cortante y de momento, que se muestran en la figura 6-4c, 
Se obtienen al graficar las ecuadones 1 y 2. El punto d e fuerza cortante 
cero puede encontrarse a partir de la ecuadón 1: 




L 

X= 2 

NOTA: Con base en el diagrama de momento, este valor de x repre¬ 
senta el punto de la viga donde se produce el momento máximo , dado 
que a partir de la ecuadón 6-2 (vea la sección 6.2) la pendiente V = 
dM/dx = 0. De la ecuación 2, se tiene 


M , 


mÁx 


- f [<#) - ©’] 


wL 1 
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EJEMPLO 6.2 


Dibuje los diagramas de fuerza cortante y de momento para la viga 
mostrada en la figura 6-5o. 


w 0 



2 


SOLUCIÓN 


ít 

3 


2 

t 




^L- 


<b) 


Reacciones en los apoyos. La carga distribuida se remplaza por 
su fuerza resultante y las reacciones se determinan de la manera mos¬ 
trada en la figura 6-5¿>. 

Funciones de fuerza cortante y de momento. En la figura 
6-5c se muestra un diagrama de cuerpo libre de un segmento de viga con 
longitud x. Observe que la intensidad de la carga triangular en la sec¬ 
ción se determina mediante proporción, es decir, w/x = wJL o bien 
w=w^x/L. Al conocerse la intensidad de la carga, es posible determinar 
la resultante de la carga distribuida como el área bajo el diagrama. Así, 


ivn L 

2 


+ t2E v = 0; 


wpL 

2 


1 /wqjA 

n L Y 


Cí 


..---i' 


¿Mr 

2 \ L } H-p* 

H' — ^ ■ 


V = 0 


h>qL 2 

3 




ir 


(c) 


v = ^(¿ 2 - x 2 ) 


l+IM = 0; 


w 0 L 2 w 0 L 


W + 


0)<r) 


( 1 ) 


+ Af = 0 


M = "{"2L 3 + 3L 2 x - x 3 ) (2) 

O L 

Estos resultados pueden comprobarse mediante la aplicación de las 
ecuaciones 6-1 y 6-2 de la sección 6.2, es decir, 


V = 


w = 

áM = 
dx 


dV_ 

dx 

IVo 


tro 

2L 


{0 - 2x) = 


tro* 

L 

tro 


6L (0 + 3L^3* 2 )=^{L^^) 


Diagramas de fuerza cortante y de momento. En la figura 
6-5¿f se muestran las gráficas de las ecuaciones 1 y 2. 
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EJEMPLO 6.3 


^^-r-r-rTTl 6 k, P/P ie viga mostrada en la figura 6-6a 

2kip/pie rrTTTTTTT IJ I 


Dibuje los diagramas de fuerza cortante y de momento para la 


r£2r 


■ 16 pies- 
ía) 


36 kip 36 kip 


1» T - T 'l 

4 

- 5 pio$--“I 


12 pies H 

-pies 


30 kip 


42 kip 


0» 


SOLUCIÓN 

Reacciones en los apoyos. La carga distribuida se divide en com¬ 
ponentes de caigas, triangular y rectangular, y dichas cargas se reempla¬ 
zan por sus fuerzas resultantes. Las reacciones se determinan de la ma¬ 
nera mostrada en el diagrama de cuerpo libre de la viga, figura 6-66. 

Funciones de fuerza cortante y de momento. En la figura 

pf£ 

6-6c se muestra un diagrama de cuerpo libre del segmento izquier- 
pi do. Como se hizo anteriormente, la carga trapezoidal se sustituye 
por las distribuciones rectangulares y triangulares. Observe que la 
intensidad de la caiga triangularen la sección se encuentra por propor¬ 
ción. También se muestra la fuerza resultante y la ubicación de cada 
carga distribuida. Al aplicar las ecuaciones de equilibrio, se tiene 


lx 




ÍW(«* 


m 


| 4 (¿)tóp/pie 
] 2 kip/pie 


+ T ZF y = 0; 30 kip - (2 kip/pie)* - ~ (4 kip/pie)^ - 

V = ^30 - 2x - kip 


V =0 


( 1 ) 


M 


¡,+ SAf = 0; 


30 kip 


<c) 


-30 kip(*) + {2 kip/pie)*^ + \ (4 kip/pie)(^—)*(|) + M = 0 


6 kip/pie 


’l-f-rnTlTini 


f 


f 


30 kip 
l/(kip) 

30 


4 2 kip 


-5,735 pies — 


A/íkip-pie) 


-*(pie) 


-42 
= 163 kip-pie 


/ 


1 kip - pie 


La ecuación 2 puede comprobarse observando que dM/dx = V, es de- 
dr, la ecuación 1. Además, iv = dv/dx = — 2 — \x. Esto comprueba la 
ecuación, ya que cuando x = 0, w =-2 kip/pte, y cuando * = 18 pies, w = 
-6 kip/pie, figura 6-6a. 

Diagramas de fuerza cortante y de momento. Las ecua¬ 
ciones 1 y 2 se gradean en la figura 6-6d. Como el punto de momento 
máximo ocurre cuando dM/dx = V = 0 (ecuación 6-2), entonces, de la 
ecuación 1, 

x^ 

V = 0= 30-2x- — 

9 

Si se elige la raíz positiva, 

* = 9.735 pies 

Por lo tanto, a partir de la ecuación 2, 


id) 

figura 6-6 


-r(pie) 


Af máx = 30(9.735) - (9.735) 2 - 
= 163 kip ■ pie 


(9.735) 3 

27 
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EJEMPLO 


Dibuje los diagramas de fuerza cortante y de momento para la viga 
mostrada en la figura 6-7o. 


15 kN 


SOkN-m 


lww.ll 



SOkN-m 



(f 


F 




5.75 kN 


SOLUCIÓN 

Reacciones en los apoyos. Se han determinado las reacciones 
en los apoyos y se muestran en el diagrama de cuerpo libre de la viga, 
figura 6-7d. 

Funciones de fuerza cortante y de momento. Como existe 
una discontinuidad de la carga distribuida y también una carga concen¬ 
trada en el centro de la viga, deben considerarse dos regiones de * a fin 
de describir las funciones de fuerza cortante y de momento para toda 
la viga. 

0 sjc 1 <5 m, figura 6-7 b\ 

+ Í2F, = 0; 


-Ji¬ 


ro 


SOkN'm 


0 


15 kN 5(xi-5> 

ht 


1 

1 5» 


' J OI 

x 2 ~ 5 X;- 5 

1--Ja- 

2 2 


I) 




5.75 kN 


{,+ EAÍ = 0; 


5.75 kN - V = 0 
V = 5.75 kN (1) 

-80kN-m - 5.75 kN *j + M = 0 

M = {5.75jcj + 8Q) kN ■ m (2) 


íc) 


15 kN 


5 m <Xj ^ 10 m, figura 6-7c: 

+ t 2F, = 0; 5.75 kN - 15 kN - 5 kN/m(jc 2 - 5 m) - V = 0 

V = (15.75 - 5*2.) kN (3) 

i+SAf = 0; -80 kN -m - 5.75 kN x 2 + 15 kN{* 2 - 5 m) 

+ 5kN/m{*2 ~ Sm)^^—+ A/ = 0 

M = {-2.5* 2 2 + 15.75*2 + 92-5) kN -m (4) 
Estos resultados pueden comprobarse, en parte, al señalar que 


1 y 2 resulta V = 5.75 kN y M = 80 kN ■ m; cuando *j = 10 m, de las 
ecuaciones 3 y 4 se obtiene V = -34.25 kN y M = 0. Estos valores 
coinciden con las reacciones de apoyo mostradas en el diagrama de 
cuerpo libre, figura 6-7 d. 

Diagramas de fuerza cortante y de momento. En la figura 
6-7d se grafican las ecuaciones 1 a 4. 



ligiiru 6-7 
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La falla de esta mesa se produje en el pun¬ 
tal de apoyo ubicado en su lado derecho* Si 
ge dibujara, el diagrama de momento flexio- 
nanie para la carga en la mesa indicaría que 
éste es el punto donde ocurre el momento 
interno máximo. 


6.2 Método gráfico para la construcción 
de diagramas de fuerza cortante 
y de momento 

En los casos donde se somete una viga a varias cargas diferentes, la de¬ 
terminación de V y M como fundones de x para después graficar esas 
ecuadones puede resultar un proceso bastante tedioso. En esta secdón 
se analiza un método más sencillo para la construcción de los diagramas 
de fuerza cortante y de momento; este método se basa en dos reladones 
diferenciales, una que existe entre la carga distribuida y la fuerza cortante, 
y otra entre la fuerza cortante y el momento. 

Regiones de carga distribuida. Con el fin de generalizar, consi¬ 
dere la viga de la figura 6-8a, que está sometida a una carga arbitraria. En 
la figura 6-8 b se muestra un diagrama de cuerpo libre para un peque rio 
Segmento Ax de la viga. Como este segmento se ha elegido en una posidón 
x donde no hay fuerza concentrada O momento, los resultados que se ob¬ 
tengan no Sé aplicarán en estos puntos de carga concentrada. 

Observe que todas las cargas mostradas sobre el segmento actúan en sus 
direcdones positivas de acuerdo con la convención de signos establedda, 
figura 6-3. Asimismo, tanto la fuerza cortante como el momento resultan¬ 
tes internos, que actúan en la cara derecha del segmento, deben cambiarse 
por una cantidad pequeña para mantener al segmento en equilibrio. La 
carga distribuida se sustituye por una fuerza resultante iv(x) A* que actúa a 
una distancia fraodonal k(Ax) desde el lado derecho, donde 0 < k < 1 [por 
ejemplo, si iv(jr) es uniforme , k = j], Al aplicar las ecuaciones de equilibrio 
para el segmento, se tiene 



r. 


M. 


-JL 


c_ 1 ^" 


-A* 


iv(x)A* 



Jt(A*) 


M+ AM 


(a) 


__ V + AV 

Ti ' 

Diagrama de cuerpo libre 
del segmento Ax 

(b) 
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+ 12^=0; V + w(x) Ax - (V + AV) = 0 

AV - ir{^) A* 

Í+'ZMq = 0; -V Ax - M - w(x) A4A{Aj<:)] + (M + AM) = 0 
A Ai = V Ax + iv{jc) ¿(A*) 2 


AJ dividir entre A* y tomar el límite cuando Ax -* 0, las dos ecuaciones 
anteriores se convierten en 


dV 

dx 

= iv(jc) 

pendiente del diagrama 

intensidad de la 

de fuerza cortante 

= caiga distribuida 

en cada punto 

en cada punto 


™ =v 

dx 


pendiente del diagrama 

fuerza cortante 

de momento en = 

en cada 

cada punto 

punto 


Estas dos ecuaciones proporcionan un medio conveniente para obte¬ 
ner rápidamente los diagramas de fuerza cortante y de momento para una 
viga. La ecuación 6-1 establece que en un punto la pendiente del diagrama 
de fuerza cortante es igual a la intensidad de la carga distribuida. Por ejem¬ 
plo, considere la viga de la figura 6 -9a. La carga distribuida es negativa y 
aumenta desde cero hasta w s . Por lo tanto, el diagrama de fuerza cortante 
será una curva con pendiente negativa, la cual aumenta desde cero has¬ 
ta -tv s . En la figura 6-96 se muestran las pendientes específicas w A = 0, 

De manera similar, la ecuación 6-2 establece que en un punto la pen¬ 
dente del diagrama de momento es igual a la fuerza cortante. Observe 
que el diagrama de fuerza cortante en la figura 6-96 comienza en +V A , 
decrece hasta cero y luego pasa a ser negativo y disminuye hasta -V B . El 
diagrama de momento tendrá entonces una pendiente inicial de +V A que 
decrece hasta cero, después la pendiente se vuelve negativa y disminuye 
hasta -V B . En la figura 6-9c se muestran las pendientes específicas V A , V c , 
V D , 0y-V B . 



figura 6-9 
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Las ecuaciones 6-1 y 6-2 también pueden rescribirse en la forma dV = 
iv(x) dx y dM = Vdx. Si se tiene en cuenta que iv(jc) dx y Vdx representan 
áreas diferenciales bajo la carga distribuida y el diagrama de fuerza cor¬ 
tante, respectivamente, es posible integrar estas áreas entre dos puntos 
cualesquiera Cy D de la viga, figura 6 -9d, y escribir 


AV = 



dx 


cambio en fa _ área bajo la 
fuerza cortante carga distribuida 


(6-3) 


A M = 



dx 


cambio en _ área bajo el diagrama 
mome nto de fuerza cort ante 


(6-4) 



Rg. 6-9 (coni.) La ecuación 6-3 establece que el cambio en la fuerza cortante entre Cy D 

es igual al área bajo la curva de la carga distribuida entre esos dos puntos, 
figura 6 -9d. En este caso, el cambio es negativo ya que la carga distribuida 
actúa hada abajo. Del mismo modo, a partir de la ecuadón 6-4, el cambio 
en el momento entre Cy D, figura 6-9/, es igual al área bajo el diagrama de 
fuerza cortante en la región entre Cy D. Aquí, el cambio es positivo. 

Como las ecuaciones anteriores no se aplican en los puntos donde ac¬ 
túa una fuerza O un momento concentrado, a continuación se considerará 
cada uno de estos casos. 


F 

n 




00 

6-10 


Regiones de fuerza y momento concentrados. En la figura 
6-106 se muestra un diagrama de cuerpo libre de un pequeño segmento de 
la viga mostrada en la figura 6-10a; el segmento se tomó por debajo de la 
fuerza. Aquí se puede ver que el equilibrio de fuerzas requiere 

+ 12^ = 0; V + F - {V + AV) = 0 

A V = F (6-5) 

Así, cuando F actúa hada arriba sobre la viga, AV es positivo por lo que la 
fuerza cortante “saltará” hacia arriba. Del mismo modo, si F actúa hacia 
abajo , el salto (AV) será hacia abajo. 

Cuando el segmento de viga incluye al momento figura 6-106, en¬ 
tonces el equilibrio de momentos requiere que el cambio en el momento 
sea 

j,+2M 0 = 0; M + AM - M 0 - V Ax - M = 0 

Si se hace que Ax —* 0, se obtiene 

AM = M 0 (6-6) 

En este caso, si M 0 se aplica en sentido horario , AM es positivo por lo que 
el diagrama de momento “saltará” hacia arriba. Del mismo modo, cuando 
Mq actúa en sentido antihorario , el salto (AM) será hacia abajo. 
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Procedimiento de análisis 


El siguiente procedimiento proporciona un método para construir 
tos diagramas de fuerza cortante y de momento para una viga, con 
base en las relaciones entre carga distribuida, fuerza cortante y mo¬ 
mento. 

Reacciones en los apoyos. 

Determine las reacciones de apoyo y descomponga las fuerzas 
que actúan sobre la viga en sus componentes perpendiculares y 
paralelas al eje de la viga. 

Diagrama de fuerza cortante. 

- Establezca los ejes V y x, y grafique los valores conocidos de la 
fuerza cortante en Eos dos extremos de la viga. 

Observe cómo varían los valores de la caiga distribuida a lo lar¬ 
go de la viga, y note que cada uno de estos valores indica la pen¬ 
diente que tendrá el diagrama de fuerza cortante (dV/dx = w). 
Aquí w es positiva cuando actúa hacia arriba. 

Si debe determinarse un valOT numérico para la fuerza cortante 
en un punto dado, tal valOT puede encontrarse mediante el mé¬ 
todo de las secciones y la ecuación de equilibrio de fuerzas, o 
bien poT medio de AF = fw(x) dx, que establece que el cambio 
en la fuerza cortante entre dos puntos cualesquiera es igual al 
área bajo el diagrama de carga entre esos dos puntos. 

Diagrama de momento. 

• Establezca los ejes Af y x, y grafique los valores conocidos del 
momento en los extremos de la viga. 

Observe cómo varían los valores del diagrama de fuerza cortan¬ 
te a lo largo de la viga, y tenga en cuenta que cada uno de estos 
valores indica la pendiente que tendrá el diagrama de momento 
(dM/dx = V). 

En el punto donde la fuerza cortante es cero, dM/dx = 0; por lo 
tanto, en este punto ocurre un momento máximo o mínimo. 

* Si debe determinarse Un valor numérico para el momento en un 
punto dado, tal valor puede encontrarse mediante el método de 
las secciones y la ecuación de equilibrio de momentos, O bien 
por medio de AAÍ =fV(x)dx, que establece que el cambio en el 
momento entre dos puntos cualesquiera es igual al área bajo 
el diagrama de fuerza cortante entre esos dos puntos. 

Como iv(j) debe integrarse a fin de obtener AF, y F(z) se inte¬ 
gra para obtener Af(i), entonces si w(i) es una curva de grado 
n, V(x) será una curva de grado n +1 y M(x) será una curva de 
grado n + 2. Por ejemplo, si iv(jr) es uniforme, V(x) será lineal y 
M(x) será una parábola. 








266 


Capítulo 4 Flexión 



Dibuje los diagramas de fuerza cortante y de momento para la viga 



(a) 


mostrada en la figura 6-1 la. 

SOLUCIÓN 

Reacciones en los apoyos. La reacción en el soporte fijo se mues¬ 
tra en el diagrama de cuerpo libre, figura 6-116. 

Diagrama de fuerza cortante. Primero se representa la fuerza 
cortante en cada extremo de la viga, figura 6-llc. Como no hay carga 
distribuida sobre la viga, la pendiente del diagrama de fuerza cortante 
es cero, tal como se indica. Observe que la fuerza P en el centro de la 
viga hace que el diagrama de fuerza cortante salte en forma descenden¬ 
te una cantidad P, dado que esta fuerza actúa hacia abajo. 

Diagrama de momento. Se grafican Eos momentos en los extre¬ 
mos de la viga, figura 6-llrf. Aquí el diagrama de momento consta de 
dos líneas inclinadas, una con pendiente de+2Py la otra con pendiente 


de+P. 


El valor del momento en el centro de la viga puede determinarse 
por el método de las secciones, o con base en el área bajo el diagrama 
de fuerza cortante. Si se elige la mitad izquierda del diagrama de fuerza 
cortante, 



(a) 


+ A M 


M\ xmL = ”3 PL + (2P)(L) - -PL 


P 


P 



V = constante positiva 
M pendiente - constante positiva 



x 


—ZPL 


<d> 

Figura 6-11 
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Dibuje los diagramas de fuerza cortante y de momento para la viga 
mostrada en la figura 6-12a. 




L 


L 


SOLUCIÓN 


Reacciones en los apoyos. Las reacciones se muestran en el 
diagrama de cuerpo libre de la figura 6-126. 

Diagrama de fuerza cortante. En primer lugar se representa la 
fuerza cortante en cada extremo, figura 6-12c. Como no hay carga dis¬ 
tribuida sobre la viga, el diagrama de fuerza cortante tiene pendiente 
cero y por lo tanto es una línea horizontal. 

Diagrama de momento. El momento es igual a cero en cada uno 
de los extremos, figura 6-l2d. El diagrama de momento tiene una pen¬ 
diente constante negativa de -MJ2L puesto que es la fuerza cortante 
en cada punto de la viga. Observe que el momento de par M 0 ocasiona 
un salto en el diagrama de momento justo en el centro de la viga, pero 
no afecta al diagrama de fuerza cortante en ese punto. 


M 



Af 0 /2 L 


w - 0 

pendiente - 0 



-Afp/2 

(d) 


PigwD 6-12 
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EJEMPLO 


F 


(a) 




2 


Cf 


*0 


Dibuje los diagramas de fuerza cortante y de momento para cada una 
de las vigas mostradas en las figuras 6-13a y 6-14o. 

SOLUCIÓN 

Reacciones en los apoyos. Las reacciones en el soporte fijo se 
muestran en cada diagrama de cuerpo libre de las figuras 6-136 y 6-146. 
Diagrama de fuerza cortante. En primer lugar se representa la 
fuerza cortante en cada punto extremo, figuras 6- 13c y 6-14c. La carga 
distribuida en cada viga indica la pendiente del diagrama de fuerza cor¬ 
tante y produce así los perfiles mostrados. 

Diagrama de momento. Primero se representa el momento en 
cada punto extremo, figuras 6-13J y 6-14J. Los diferentes valores de la 
fuerza cortante en cada punto de la viga indican la pendiente del diagra¬ 
ma de momento en ese punto. Tenga en cuenta que esta variación pro¬ 
duce las curvas mostradas. 

NOTA: Observe cómo el grado de las curvas de tv, V y M aumenta 
debido a la integración de dV = w dx y dM = V dx. Por ejemplo, en la 
figura 6-14, la carga distribuida 
lineal produce un diagrama de 
fuerza cortante parabólica y un 
diagrama de momento cúbico. 





wqL 


w = constante negativa {-*v 0 ) 
pendiente = constante negativa (-n>o) 


(0 
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EJEMPLO 6.8 


Dibuje los diagramas de fuerza cortante y de momento para La 
viga en voladizo mostrada en la figura 6-15a. 


M b = lltNm 
ti kN fo 


2 kN 


litN/m 

ni mu 



■2 m ■ 


^ \ 


= 5k N 


w = 0 w = constante negativa 

pendiente = 0 pendiente = constante negativa 


-2 m ■ 


ía) 


SOLUCIÓN 

Reacciones en los apoyos. Las reacciones en el soporte fijo 

B se muestran en la figura 6-156. V = constante negativa 

pendiente = constante negativa 



*{Ml) 


Diagrama de fuerza cortante. La fuerza cortante en el 
extremo A es de -2 kN. Este valoT se gráfica en x = 0, figura 6-15c. 
Observe cómo el diagrama de fuerza cortante se construye si¬ 
guiendo las pendientes definidas por la carga w. La fueiza cor¬ 
tante en x = 4 m es de -5 kN, ésta es la reacción en la viga. El 
valoT anterior puede verificarse al encontrar el área bajo la carga 
distribuida, ecuación 6-3. 

Vt= 4m = y[tmi m + AV = -2 kN - (1.5 kN/m)(2 m) = -5 kN 

Diagrama de momento. El momento con valor cero en x = 
0 se representa en la figura 6-15d. Observe cómo el diagrama de 
momento se construye con base en el conocimiento de su pen¬ 
diente, que es igual a la fuerza cortante en cada punto. El cambio 
del momento desde x = 0 hasta x = 2 m se determina a partir del 
área bajo el diagrama de fuerza cortante. De ahí que el momento 
en x = 2 m sea 


M\ x=2m = Aí| i=0 + AAf = 0 + [-2 kN(2 m)] = -4kN- m 

Este mismo valor puede determinarse con base en el método 
de las secciones, figura 6-15c. 


íW(tN-m) 


V = constante negativa 
pendiente = constante negativa 


f{m) 



-11 


2LN 



Figura 6-15 
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EJEMPLO 6.9 


Dibuje los diagramas de fuerea cortante y de momento para la viga sa¬ 
liente mostrada en la figura 6-16a. 


4 tN/m 



A y = 2 kN 


V {kN) 


pendiente = 0 

iv = constante negativa 

pendiente = constante negativa 


(c) 



*( m > 


V = decrcmento negativo 
pendiente = decrcmento negativo 
V = constante negativa 
pendiente = constante negativa 

M{kN-m) 

.pendiente =0 



4kN/ m 



(a) 


SOLUCIÓN 


Reacciones en los apoyos. Las reacciones en los 
apoyos se muestran en la figura 6-16 b. 

Diagrama de fuerza cortante. La fuerza cortante 
de —2 kN en el extremo A de la viga se gráfica en x = 0, 
figura 6-16c. Las pendientes se determinan con base en la 
carga y a partir de esto se construye el diagrama de fuerza 
cortante, tal como lo indica la figura. En particular, obser¬ 
ve el salto positivo de 10 kN en x = 4 m debido a la fuerza 
B y mostrada en la figura. 

Diagrama de momento. Et momento con valor de 
cero se gráfica en x = 0, figura 6-16d. Después se construye 
el diagrama de momento siguiendo el comportamiento de 
la pendiente, la cual se determina a partir del diagrama de 
fuerza cortante. El momento en x =4 m se encuentra con 
base en el área bajo el diagrama de fuerza cortante. 

M \ x=4m = M | í=0 + AA# = 0 + [-2kN(4m)j=~8kN-ra 

Este valor también se puede obtener por medio del méto¬ 
do de las secciones, como se muestra en la figura 6-16c. 


V = 2 kN 



M = 8 kN'«i 


2kN 


<«) 

figura 6*16 
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EJEMPLO 6.10 


El eje mostrado en la figura 6-17a se sostiene mediante un cojine¬ 
te de empuje en A y una chumacera en B, Dibuje ios diagramas de 
fuerza cortante y de momento. 

120 Ib/píe 


120 ib^jíe 




A =240 Ib 

tv = incremento negativo - 450 Jb 
pendiente - incremento negativo* 

VQb) 


SOLUCIÓN 


(a) 


Las reacciones en los apoyos se 


Reacciones en los apoyos, 

muestran en la figura 6-17¿>. 

Diagrama de fuerza cortante. Como se muestra en la fi¬ 
gura 6-17c, la fuerza cortante en x = 0 es +240 Ib. El diagrama 
de fuerza cortante se construye siguiendo la pendiente definida 
por la caiga, donde su valor en B es de —4SQ Ib. Como la fuerza 
cortante cambia de signo, debe localizarse el punto donde V = 0. 

Para ello se usará el método de las secciones. En la figura 6-17e 
se muestra el diagrama de cuerpo libre del segmento izquierdo 
del eje, seccionado en una posición arbitraria x. Observe que la 
intensidad de la carga distribuida en x es w = 10r, que se encontró 
usando triángulos semejantes; es decir, 120/12 = w¡x. 

Así, para V =0, 

+ = 0; 240 Ib - j(1Qx)x = 0 

x = 6.93 pies 

Diagrama d e momento. El diagrama de momento inicia en 
0 puesto que no hay momento en A; después se construye con base 
en la pendiente determinada por el diagrama de fuerza cortante. 

El momento máximo se produce en.x = 6.93 pies, donde la fuerza 
cortante es igual a cero, ya que dM/dx = V =0, figura 6-17<¿, 

¿+2AÍ = 0; 

M máx + j[(10)(6.93)] 6.93 (|(6.93)) - 240(6.93) = 0 
M m&x = 1109 Ib -pie 

Por último, observe cómo la integración, primero de la carga w que 
es lineal, produce un diagrama de fuerza cortante que es parabólico, y 
luego un diagrama de momento que es cúbico. 

NOTA: Después de haber estudiado estos ejemplos, pruebe sus co¬ 
nocimientos reconsiderando los diagramas de fuerza cortante y de mo¬ 
mento en los ejemplos 6-1 a 6-4 y vea si los puede construir usando los 
conceptos analizados aquí. 



*{pie) 


-450 


V = decremento positivo 
pendiente - decrcmento positivo 

V = incremento negativo 
M (Ib-píe)' pendiente = incremento negativo 



ripie) 


(d) 


ÍIIOjc] x 



Ay = 240 Ib 


(e) 

6-17 
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PROBLEMAS FUNDAMENTALES 


Itt-i, Exprese las funciones de fuerza cortante y de mo¬ 
mento en términos de x, y después dibuje los diagramas de 
fuerza cortante y de momento para la viga en voladizo. 


Hi-4. Exprese las fundones de fuerza cortante y de mo¬ 
mento en términos de .t, donde 0 < jc < 1.5 m y 1.5 m <x < 
3 m, y luego dibuje los diagramas de fuerza cortante y de 
momento para la viga en voladizo. 


9kN 



3 m 
Í6-1 


4kN-m 


9kN 





ífi-2. Exprese las funciones de fuerza cortante y de mo¬ 
mento en términos de r, y después dibuje los diagramas de 
fuerza cortante y de momento para la viga en voladizo. 



Fí>*2 


Exprese las funciones de fuerza cortante y de mo¬ 
mento en términos de jc, y después dibuje los diagramas de 
fuerza cortante y de momento para la viga simplemente apo¬ 
yada. 


30kNm 





- 6 m 


Hi-3. Exprese las funciones de fuerza cortante y de mo¬ 
mento en términos de x, y después dibuje los diagramas de 
fuerza cortante y de momento para la viga en voladizo. 



Ffl-3 


Exprese las funciones de fuerza cortante y de mo¬ 
mento en términos de x, y después dibuje los diagramas de 
fuerza cortante y de momento para la viga simplemente apo¬ 
yada. 


50 kN-m 20kNm 



F6-6 
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16-7. Dibuje los diagramas de fuerza cortante y de mo¬ 
mento para la viga simplemente apoy ada. 


ttí-J I. Dibuje los diagramas de fuerza cortante y de mo¬ 
mento para La viga con doble voladizo. 



4kN/m 4 kN/m 


PL 

f 1 


—- 


-15 m- 

-3 m- 

-1 

-15 m— 


16-11 


16-#. Dibuje los diagramas de fuerza cortante y de mo¬ 
mento para la viga en voladizo. 


16-12. Dibuje los diagramas de fuerza cortante y de mo¬ 
mento para la viga simplemente apoyada. 


ókN 


10 kN/m 


10 k K/m 


ITlrr^ ^-rTTíT 


-15 m- 


-1,5 m- 


1 12 kN-m 

A k\ ___. 

A 

B ' 

c _^=y 

\ c 

[■-- 3 m --— 

---3 m- 


I6-H 


* 6-12 


16-9. Dibuje los diagramas de fuerza cortante y de mo¬ 
mento para la viga con doble voladizo. 


6 kN m 


c 


Ig kNm 




-ÍA~ 




15 m 


-3 m- 


-15 m — 


F6-*> 


16-13. Dibuje los diagramas de fuerza cortante y de mo¬ 
mento para la viga simplemente apoyada. 


200 Ib/pie 


6001b 



16-13 



16-14, Dibuje los diagramas de fuerza cortante y de mo- 
16-10, Dibuje los diagramas de fuerza cortante y de mo- mentó para la viga con voladizo, 
mentó para la viga simplemente apoyada. 


6 kN/m 

mTTTTTTTT^ 




-3m- 




-3 m- 


20 kN 



16-10 


Hí-14 
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PROBLEMAS 


6-1, Dibuje los diagramas de fuerza cortante y de momen¬ 
to para el eje. Los cojinetes en A y B sólo ejetcen reacciones 
verticales sobre el eje. 



Proh, 6-1 


6-2, Dibuje los diagramas de fuerza cortante y de momen¬ 
to para la viga simplemente apoyada. 


4kN 



6-3. Una grúa se usa para sostener el motor que tiene un 
peso de 1200 Ib. Dibuje los diagramas de fuerza cortante y 
de momento del aguilón ABC cuando se encuentra en la po¬ 
sición horizontal mostrada. 



|-—3 pics- 


5 pies 


*6-4, Dibuje los diagramas de fuerza cortante y de mo¬ 
mento para la viga en voladizo. 


2kN/m 



6-5. Dibuje los diagramas de fuerza cortante y de momen¬ 
to para la viga. 



10 k.N 


3kN 


lSkNm 


2 m 


3m 


Ytuh. 6-5 

6-6. Dibuje Lo$ diagramas de fuerza cortaste y de momen¬ 
to para la viga con voladizo. 


SkN/m 




A fa\ 

i,LLLU 

-J 2 ±l 

- - 4 m 

- +- 2 m -* 


l*r<sto 4 6*6 


6-7* Dibuje los diagramas de fuerza cortante y de momen¬ 
to para la viga compuesta que está conectada mediante un 
pasador en B, 



Ptdh, 6*3 


Pttib. 6*7 
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*64. Dibuje los diagramas de fuerza cortante y de mo¬ 
mento para la viga simplemente apoyada. 



6*9. Dibuje los diagramas de fuerza cortante y de momen¬ 
to para la viga. Sugerencia: La carga de 20 kip debe rempla¬ 
za rse por cargas equivalentes en el punto C sobre el eje de 
Ja viga. 


15 kip 






31 

B " 




-4pies- 


—4pies- 

l*rob, 6*9 


-4 pies- 


6-10. Los elementos ABC y BD de la silla mostrada están 
rígidamente conectados en B y el collarín liso en D puede 
moverse con libertad a lo largo de la ranura vertical. Dibuje 
los diagramas de fuerza cortante y de momento para el ele¬ 
mento A BC. 



- 1501b 


6-1L La viga con voladizo se fabricó incluyendo en ella un 
brazo proyectado BD. Dibuje los diagramas de fuerza cor¬ 
tante y de momento para la viga ABC si soporta una carga 
de 800 Ib. Sugerencia: La carga en el puntal de apoyo DE 
debe remplazarse por cargas equivalentes en el punto B so¬ 
bre el eje de la viga. 



*6-12. Un muelle de concreto reforzado se utiliza para sos¬ 
tener los Largueros de la calzada de un puente. Dibuje los 
diagramas de fuerza cortante y de momento para el muelle 
cuando se somete a Las cargas indicadas, Suponga que las 
columnas Ay B sólo ejercen reacciones verticales sobre el 
muelle. 



6-13. Dibuje los diagramas de fuerza cortante y de mo¬ 
mento para la viga compuesta. Ésta se sostiene mediante 
una placa lisa en.4 la cual se desliza dentro de la ranura por 
lo que no puede soportar una fuerza vertical, aunque sí pue¬ 
de hacerlo con un momento y una carga axial. 



Pretil. 6*10 


Ptota. 6*13 
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6-14. El robot industrial se mantiene en la posición estacio¬ 
naria que se muestra en la figura. Dibuje los diagramas de 
fuerza cortante y de momento del brazo de ^BCsi éste se 
encuentra conectado mediante un pasador en A y unido al 
cilindro hidráulico BD (elemento de dos fuerzas). Suponga 
que el brazo y la empuñadura tienen un peso uniforme de 
1.5 Ib/pulg, y soportan una carga de 40 Ib en C. 


4pulg 



6-15. Considere el problema general de la viga sometida a 
n cargas concentradas. Escriba un programa de computado¬ 
ra que pueda utilizarse para determinar la fuerza cortante 
y el momento internos en cualquier ubicación x dada a lo 
largo de la viga; asimismo grafique los diagramas de fuerza 
cortante y de momento para la viga. Muestre una aplicación 
del programa usando los valores de P x = 500 Ib, ^ = 5 pies, 
P 2 =800 Ib, d 2 =15 pies, Lj = 10 pies, L =15 pies. 



Prob. 6*15 


*6-16. Dibuje los diagramas de fuerza cortante y de momen¬ 
to para el eje y determine la fuerza cortante y el momento 
en todo el eje como una función de x. Los cojinetes en A y B 
sólo ejercen reacciones verticales sobre el eje. 


5001b 



Fruí». 6-16 


•6-17. Dibuje los diagramas de cortante y de momento 
para la viga en voladizo. 



6-18. Dibuje los diagramas de cortante y de momento para 
la viga; asimismo determine la fuerza cortante y el momento 
a lo largo de la viga como fundones de x. 



l’roli. 6-18 


6-19. Dibuje los diagramas de fuerza cortante y de mo¬ 
mento para la viga. 


1 kip/pie 







30 kip-pic 

J 0 

t 

Y -5 pies-- 

*= - : 

--5 pies-* 

I*-—5 pies-* 


Proh. 6-1*) 


*6-20. Dibuje los diagramas de fuerza cortante y de mo¬ 
mento para la viga simplemente apoyada. 

10 kN 



Proh. 6-20 
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•6-2L La viga está sometida a la caiga uniformemente dis¬ 
tribuida que se muestra en la figura. Dibuje los diagramas de 
fuerza cortante y de momento para la viga. 


*6-24. Determine la distancia a en la que debe colocarse 
un soporte de rodillo de modo que el valor absoluto más 
grande del momento sea mínimo. Dibuje los diagramas de 
fuerza cortante y de momento para esta condición. 



6-22. Dibuje los diagramas de fuerza cortante y de mo¬ 
mento para la viga con voladizo. 


4kN/ta 

rilllllll 


je 




B— 


-3 m- 


■3 m- 


Pmb. 6-22 


6-23. Dibuje los diagramas de fuerza cortante y de momen¬ 
to para la viga. Ésta se sostiene mediante una placa lisa en 
A que se desliza dentro de una ranura por lo que no puede 
soportar una fuerza vertical, pero sí puede hacerlo con un 
momento y una carga axial. 



Proti, 6-23 


1 I I 1 I I I 11 11 1 1 

--a-^ 

-z,- 

Prati, 6-24 


6-25. La viga está sometida al momento uniformemente 
distribuido m (momento/longitud). Dibuje los diagramas de 
fuerza cortante y de momento para la viga. 


y 


y 

m 

^ \ 

y 


y 

A 



? 7 

r 







Xj 



1 


l*roh. 6-2 S 


6-26. Considere el problema general de una viga en voladi¬ 
zo sometida a n cargas concentradas y una carga distribuida 
constante w. Escriba un programa de computadora que pue¬ 
da utilizarse para determinar la fuerza cortante y el momen¬ 
to en cualquier ubicación dada x a lo largo de la viga. Ade¬ 
más, grafique los diagramas de fuerza cortante y momento 
para la viga. Muestre una aplicación del programa usando 
los valores de = 4 kN, = 2 m, w = 800 N/m, a¡ = 2 m, 
a 2 =4m, L=4 m. 



Prob. 6-26 
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6-27. Dibuje los diagramas de fuerza cortante y de mo¬ 
mento para la viga. 



631. Dibuje Los diagramas de fuerza cortante y de mo¬ 
mento para la viga; asimismo determine la fuerza cortante y 
el momento en la viga como funciones de x. 



*ni 


hob. 631 


*6-28. Dibuje los diagramas de fuerza cortante y de mo¬ 
mento para la viga. 



•6-29. Dibuje Los diagramas de fuerza cortante y de mo¬ 
mento para la viga, 



+6-32. El pasador liso se sostiene mediante dos sille¬ 
tas A y B, y está sometido a una carga de compresión de 
0.4 kN/m causada por la barra C. Determine la intensidad 
<fe la carga distribuida H'„en las silletas sobre el pasador y di¬ 
buje los diagramas de fuerza cortante y de momento para 
el pasador. 



•633. Un esquí soporta el peso de 180 libras de un hom¬ 
bre. Si la carga de la nieve en su superficie inferior es trape¬ 
zoidal como se muestra en la figura, determine la intensidad 
iv, después dibuje los diagramas de fuerza cortante y de mo¬ 
mento para el esquí. 


630. Dibuje los diagramas de fuerza cortante y de mo¬ 
mento para la viga compuesta. 



1801b 
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6-34. Dibuje los diagramas de fuerza cortante y de mo¬ 
mento para la viga compuesta. 


5kN 



635. Dibuje los diagramas de fuerza cortante y de momen¬ 
to para la viga y determine la fuerza cortante y el momento 
en función de x. 



638. En la figura se muestra la carga por el peso muerto a 
lo largo del ala de avión. Si el ala se encuentra fija al fuselaje 
en A, determine las reacciones en A y después dibuje los 
diagramas de fuerza cortante y de momento para el ala. 



15 0001b 


l*rob. 6-38 


609. La viga compuesta consiste en dos segmentos que 
están conectados entre sf mediante un pasador en B. Dibu¬ 
je los diagramas de fuerza cortante y de momento para la 
viga si ésta soporta la carga distribuida que se muestra en 
la figura. 



*606. Dibuje los dioramas de fuerza contante y de mo¬ 
mento para la viga con voladizo. 



^tttTTTÍíT 


2/3 L - 

Pratk 6-39 


1 ¡3L 


-I 


*6-40. Dibuje los diagramas de fuerza cortante y de mo- 
637. Dibuje los diagramas de fuerza cortante y de mo- mentó para la viga simplemente apoyada, 
mentó para la viga. 



Prob. 6-37 


Prnti. 6-40 
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6-41. Dibuje los diagramas de fuerza cortante y de mo- *6-44. Dibuje los diagramas de fuerza cortante y de mo¬ 
mento para la viga compuesta. Los tres segmentos están co- mentó para la viga. 

«jetados mediante pasadores en B y E. 


w 



642. Dibuje los diagramas de fuerza cortante y de mo¬ 
mento para la viga compuesta. 


•645. Dibuje los diagramas de fuetza cortante y de mo¬ 
mento para la viga. 


5 kN/m 



Fhtb. 642 


643. Dibuje los diagramas de fuerza cortante y de momen¬ 
to para la viga. Los dos segmentos están unidos en B. 


tv 



Pr«h. 645 


6-46. Dibuje los diagramas de fuerza cortante y de mo¬ 
mento para la viga. 


eki P 3 kip/pie 



t 1 









• □ 


B 


—3 pies 


5 pies 


3 pies 



i W 6-43 


Prob* 6-46 
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6.3 Deformación flexionante 
de un elemento recto 


En esta sección se analizarán las deformaciones producidas cuando una 
viga prismática recta, fabricada con un material homogéneo, se somete 
a flexión. El análisis se limitará a las vigas que tienen un área transver¬ 
sal simétrica con respecto a un eje, en las que el momento flexionante se 
aplica alrededor de un eje perpendicular a dicho eje de simetría, como 
se muestra en la figura 6-18. El comportamiento de los elementos que 
tienen secciones transversales asimétricas, O que están fabricados con di¬ 
versos materiales, se basa en observaciones similares y se estudiará por 
separado en las secciones posteriores de este capítulo. 

Un material altamente deformable como el caucho puede usarse para 
ilustrar lo que sucede cuando un elemento prismático recto se somete a un 
momento flexionante. Por ejemplo, considere ¡a barra no deformada de la 
figura 6-1 9a, la cual tiene una sección transversal cuadrada y está marcada 
con líneas rectas longitudinales y transversales para formar una cuadrícu¬ 
la. Cuando Se aplica un momento flexionante, éste tiende a distorsionar las 
líneas al patrón que se muestra en la figura 6-1 9b. Observe que las líneas 
longitudinales se curvan mientras que las líneas transversales verticales 
permanecen rectas aunque experimentan una rotación. 

El momento flexionante hace que el material de la porción inferior de 
la barra se estire y que el material en la parte superior se comprima. En 
consecuencia, entre estas dos regiones debe haber una superficie, llamada 
superficie neutra, en la que las fibras longitudinales del material no sufrirán 
ningún cambio de longitud, figura 6-18. 



Eje de 
simetría 


Superficie 

neutra 


longitudinal 


flgurs 6»1$ 




Antes de la deformación 


00 



se curvan 


Las 

rectas, aunque rotan 

Después de la deformación 
ib) 


figura 6-19 
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Observe la distorsión de las líneas debida a 
la flexión de esta barra de caucho. La Línea 
superior se estira, la línea inferior se com¬ 
prime y la línea central conserva su longi¬ 
tud. Por otra parte, las líneas verticales ro¬ 
tan y, sin embargo, siguen siendo rectas. 


A partir de estas observaciones pueden hacerse los siguientes tres su¬ 
puestos acerca de la forma en que el esfuerzo deforma al material. En 
primer lugar, el eje longitudinal x, que se encuentra en la superficie neutra, 
figura 6-20a, no experimenta ningún cambio en su longitud. En vez de eso, 
el momento tiende a deformar la viga para que esta línea se convierta en 
una curva ubicada en el plano de simetría x-y, figura 6-2Qí>. Segundo, todas 
las secciones transversales de la viga permanecen planas y perpendicu¬ 
lares al eje longitudinal durante la deformación. Y en tercer lugar, cual¬ 
quier deformación de la sección transversal dentro de su propio plano, 
como se observa en la figura 6-19¿>, podrá pasarse por alto. En particular, 
el eje z, ubicado en el plano de la sección transversal y alrededor del cual 
gira la sección transversal, se denomina eje neutro, figura 6-2Q&. 

A fin de mostrar la manera en que esta distorsión deforma al material, 
se aislará un pequeño segmento de la viga ubicado a una distancia x a lo 
largo de la viga y con un grosor no deformado Ax, figura 6-20o. En la figura 
6-21, este elemento tomado de la viga se muestra de perfil en las posicio¬ 
nes deformada y sin deformar. Observe que cualquier segmento de recta 



y 



y 

(a} 


, eje 
f neutro 



longitudinal 


superficie 

neutra 


x 


(b) 

Fígira 6-20 
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& 



Elemento sin deformar Elemento deformado 


ía> 


Figura 6-21 


<b) 


Aje, Situado en Ea superficie neutra no cambia su longitud, mientras que 
cualquier segmento de recta As, ubicado a una distancia arbitraria y por 
encima de la superficie neutra, se contraerá y se convertirá en As' después 
de la deformación. Por definición, la deformación normal a lo largo de As 
se determina con base en la ecuación 2-2, a saber, 


e = 


lím - 


As' — As 
As 


Ahora, esta deformación se representará en términos de la ubicación y 
del segmento y del radio de curvatura p del eje longitudinal del elemento. 
Antes de la deformación, As = Ax ,figura 6-21o. Después de la deformación 
Ax tiene un radio de curvatura p, con el centro de curvatura en el punto O', 
figura 6-21¿>. Como A$ define el ángulo entre los lados del elemento, Ax = 
As = pA$, De la misma manera, la longitud deformada de As se convierte 
en As' = (p ~y)A$, Al sustituir en la ecuación anterior se obtiene 


o bien 


e 


{p - y)A0 - pAfl 

lim--- 

Atf—ü pA Q 


• - i ^ 

Este resultado importante indica que la deformación normal longitu¬ 
dinal de cualquier elemento dentro de la viga depende de su ubicación y 
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A 


y 





Figurt 6-23 




e m<» 


Distribución de la deformación normal 
Figira 6-22 


de la sección transversal, y del radío de curvatura del eje longitudinal de 
la viga en ese punto. En otras palabras, para cualquier sección transversal 
específica, la deformación normal longitudinal variará linealmente con 
y desde el eje neutro. En las fibras situadas por encima del eje neutro (+y) 
se producirá una contracción (-e), mientras que en las fibras situadas por 
debajo del eje (—y) ocurrirá una elongación (+e). Esta variación en la de¬ 
formación sobre la sección transversal se muestra en la figura 6-22. Aquí, 
la deformación máxima se produce en la fibra más externa, ubicada a una 
distancia y = c del eje neutro. Usando la ecuación 6-7, y como = c/p, 
entonces por división, 


De modo que 



(6-8) 


Esta deformación normal sólo depende de los supuestos hechos respec¬ 
to a la deformación. Por lo tanto, cuando un momento se aplica a la viga, 
éste sólo causará un esfuerzo normal en la dirección longitudinal O direc¬ 
ción x. Todos los demás componentes de los esfuerzos normal y cortante 
Serán iguales a cero. Este estado uniaxial de esfuerzo es lo que ocasiona 
que el material tenga la componente de deformación normal longitudinal 
e*, definido por la ecuación 6-8. Además, por la razón de Poisson, también 
debe haber componentes de deformación asociados e y = -ve* y e z = -ve^, 
que deforman el plano del área de la sección transversal, aunque aquí no se 
toman en cuenta tales deformaciones. Sin embargo, estas deformaciones 
ocasionan que las dimensiones de la sección transversal sean más pequeñas 
por debajo del eje neutro y más grandes por encima de éste. Por ejemplo, 
x á la viga tiene una sección transversal cuadrada, en realidad se deformará 
como lo muestra la figura 6-23. 











Ó.4 La fórmula de la flexión 


285 


6.4 La fórmula de la flexión 


En esta sección se desarrollará una ecuación que relaciona la distribución 
del esfuerzo en una viga con el momento flexionante resultante interno 
que actúa en la sección transversal de esa viga. Para ello se supondrá que el 
material se comporta en forma elástica lineal y, por lo tanto, una variación 
lineal de la deformación normal , figura 6-24a, debe ser resultado de una 
variación lineal en el esfuerzo normal, figura 6-24£>. Por consiguiente, al 
igual que la variación de la deformación normal, <r variará desde cero en el 
eje neutro del elemento hasta un valor máximo, cr^, en la distancia c más 
alejada del eje neutro. Debido a la proporcionalidad de triángulos, figura 
6-23¿>, o mediante el uso de la ley de Hooke, cr - Ee, y de la ecuación 6-8, 
se puede escribir 


cr = 



(6-9) 



Mmadón de la deformación normal 
{vista de perfil) 


(a) 


y 



Esta ecuación describe la distribución del esfuerzo sobre el área de la 
sección transversal. La convención de signos establecida aquí es significa¬ 
tiva. Para M positivo, que actúa en la dirección +z, los valores positivos de 
y proporcionan valores negativos para cr, es decir, un esfuerzo de compre¬ 
sión, ya que actúa en la dirección x negativa. De manera similar, los valores 
negativos de y dan valores positivos o de tensión para cr. Si se selecciona 
un elemento de volumen del material en un punto específico de la sección 
transversal, sólo actuarán sobre él estos esfuerzos de tensión o de com¬ 
presión normales. Por ejemplo, en la figura 6-24c se muestra el elemento 
ubicado en +y. 

La posición del eje neutro de la sección transversal puede localizarse al 
cumplir la siguiente condición: la fuerza resultante producida por la distri¬ 
bución del esfuerzo sobre el área de la sección transversal debe ser igual 
a cero. Considerando que la fuerza dF = cr dA actúa sobre el elemento 
arbitrario dA de la figura 6-24c, se requiere 


F r = SE,; 


= [ dF = íO dA 

JA JA 

= Z~(c) 7 “ b ‘ M 




L 


ydA 


Variación del esfuerzo flexionante 
(vista de perfil) 

(b) 

%iru 6*24 



Esta probeta de madera falló en flexión 
debido a que sus fibras se aplastaron en la 
parte superior y se desgarraron en la parte 
inferior 
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cr-T 



Variación del esfuerzo flexionante 
(c) 

OTgtira 6-24 (con ti 



Como cr^lc no es igual a cero, entonces 


L 


ydA = 0 


( 6 - 10 ) 


En otras palabras, el primer momento del área transversal del elemento 
con respecto al eje neutro debe ser igual a cero. Esta condición sólo puede 
cumplirse si el eje neutro también es el eje centroidcd horizontal de la sec- 
dón transversal.* En consecuencia, una vez determinado el centroide del 
área de la sección transversal del elemento, se conoce la ubicación del eje 
neutro. 

El esfuerzo en la viga puede determinarse a partir del siguiente requeri¬ 
miento: el momento interno M resultante debe ser igual al momento pro¬ 
ducido por la distribución del esfuerzo respecto al eje neutro. El momento 
de í/F en la figura 6-24c respecto al eje neutro es dM = ydF. Como dF= 
adA, a partir de la ecuación 6-9, se tiene para toda la sección transversal, 


<AÍ*),= 2Aíj; 





dA 


o bien 



( 6 - 11 ) 


* Recuente que la ubicación y para el centroide del área de la sección transversal ^ de¬ 
fine a partir de la ecuación y = f y dA/ fdA> Si fy dA = 0, entonces y = 0 P por lo que el 
centroide se encuentra en el eje de referencia (neutro). Vea el apéndice A, 
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La integral representa el momento de inercia del área de la sección trans¬ 
versal respecto al eje neutro. Su valor se simbolizará con I. Por consiguien¬ 
te, se puede despejar de la ecuación 6-11 y escribir 


Me 

Crnte — j 


( 6 - 12 ) 


Aquí 

o’ns&t ~ esfuerzo normal máximo en el elemento, que se produce en el 
punto sobre el área de la sección transversal que está más alejado 
del eje neutro 

M = el momento interno resultante, determinado a partir del método 
de las secciones y de las ecuaciones de equilibrio; se calcula 
respecto al eje neutro de la sección transversal 
c = la distancia perpendicular desde el eje neutro hasta el punto más 
alejado del eje neutro. Aquí es donde actúa 
/= el momento de inercia del área de la sección transversal respecto 
al eje neutro 

Como &ajjc = -<r/y, ecuación 6-9, el esfuerzo normal en la distancia 
intermedia y puede determinarse a partir de una fórmula similar a la ecua¬ 
ción 6-12. Se tiene 



(6-13) 


Tenga en cuenta que el signo negativo es necesario, ya que concuerda 
con los ejes je, y, z establecidos. Por la regla de la mano derecha, M es 
positivo a lo largo del eje +z, y es positiva hacia arriba y, por lo tanto, <r 
debe ser negativa (compresiva) porque actúa en la dirección negativa de 
x, figura 6-24c. 

Cualquiera de las dos ecuaciones anteriores suele denominarse como 
fórmula de la flexión. Se utiliza para determinar el esfuerzo normal en 
un elemento recto, el cual tiene una sección transversal simétrica con res¬ 
pecto a un eje, y un momento aplicado de manera perpendicular a dicho 
eje. Aunque se ha supuesto que el elemento es prismático, en la mayoría 
de los casos dentro del diseño de ingeniería también se puede utilizar la 
fórmula de la flexión para determinar el esfuerzo normal en elementos que 
tienen un ligero ahumamiento. Por ejemplo, si se usa un análisis matemático 
basado en la teoría de la elasticidad, un elemento con sección transver¬ 
sal rectangular y una longitud ahusada en 15° tendrá un esfuerzo normal 
máximo real de alrededor de 5.4 por ciento menor que el calculado cuando 
se utiliza la fórmula de la flexión. 
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Puntos Importantes 


La sección transversal de una viga recta se mantiene plana cuando la viga se deforma debido a la flexión. 
Esto provoca esfuerzos de tensión en una porción de la sección transversal y esfuerzos de compresión en 
la parte restante. En medio de estas porciones, existe el eje neutro que se encuentra sometido a un esfuer¬ 
zo cero. 

Debido a la deformación, la deformación longitudinal varía linealmente desde cero en el eje neutro hasta 
un máximo en las fibras exteriores de la viga. Siempre que el material sea homogéneo y elástico lineal, el 
esfuerzo también variará de forma lineal sobre la sección transversal. 

* El eje neutro pasa por el centroide del área de la sección transversal. Este resultado se basa en el hecho de 
que la fuerza normal resultante que actúa sobre la sección transveisal debe ser igual a cero. 

* La fórmula de la flexión se basa en el requisito de que el momento resultante interno en la sección trans¬ 
versal debe ser igual al momento producido por la distribución de esfuerzos normales respecto al eje 
neutro. 


Procedimiento de análisis 


Con el fin de aplicarla fórmula de la flexión, se sugiere el siguiente procedimiento. 

Momento interno. 

Seccione el elemento en el punto donde debe determinarse el esfuerzo flexionante o normal y obtenga 
el momento interno M en la sección. Es necesario conocer el eje centroidal O neutro para la sección 
transversal, dado que M debe calcularse respecto a ese eje. 

Si debe determinarse el esfuerzo flexionante máximo absoluto, entonces dibuje el diagrama de momen¬ 
to a fin de determinar el momento máximo en el elemento. 

Propiedad de la sección. 

Deter mine el momento de inercia del área de la sección transversal respecto al eje neutro. Los métodos 
utilizados para este cálculo se analizan en el apéndice A, y en la página final de este libro (al reverso de 
la contraportada) se proporciona una tabla de valores de / para varias formas geométricas comunes. 

Esfuerzo normal. 

Especifique la distancia y, medida en forma perpendicular al eje neutro y al punto donde debe deter¬ 
minarse el esfuerzo normal. Después, aplique la ecuación o = -Myfl , o si debe calcularse el esfuerzo 
flexionante máximo, utilice ít^ = Me ¡I. Al sustituir los datos, asegúrese de que las unidades sean con¬ 
sistentes. 

El esfuerzo actúa en una dirección de tal forma que la fuerza creada en el punto contribuye con un mo¬ 
mento respecto al eje neutro, el cual tiene la misma dirección que el momento interno M, figura 6-24c. 
De esta manera puede trazarse la distribución del esfuerzo que actúa sobre toda la sección transversal, o 
bien puede aislarse un elemento de volumen del material a fin de utilizarlo en la representación gráfica 
del esfuerzo normal que actúa sobre el punto. 
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EJEMPLO 6.11 


Una viga tiene una sección transversal rectangular y está sometida a la 
distribución de esfuerzos que se muestra en la figura 6-25a. Determi¬ 
ne el momento interno M en la sección causado por la distribución de 
esfuerzos, para ello (a) utilice la fórmula de la flexión, (b) encuentre 
la resultante de la distribución de esfuerzos empleando los principios 
básicos. 

SOLUCIÓN 

Parte (a). La fórmula de la flexión es «r^, = Mcfl. Con base en la fi¬ 
gura 6-25a, c =6 puig y er^ =2 ksi. El eje neutro se define como la línea 
NA, ya que el esfuerzo es cero a lo largo de esta línea. Como la sección 
transversal tiene una forma rectangular, el momento de inercia del área 
respecto a NA se determina a partir de la fórmula para un rectángulo 
dada en la página final de este libro, es decir, 

1 = = puJg H 12 puIg ) J = 864 pulg4 


Por lo tanto, 


- Mc ■ 

— y » 


2 kip/pulg 2 = 


M(6pulg) 


864 puig* 

M = 288 kip ■ puig = 24 kip ■ pie 


Resp. 


Parte (b). La fuerza resultante para cada una de las dos distribu¬ 
ciones triangulares de esfuerzo mostradas en la figura 6-251 es gráfica¬ 
mente equivalente al volumen contenido dentro de cada distribución de 
esfuerzos. Por lo tanto, cada volumen es 

F = |(6pulg){2kip/pulg 2 ){6pulg) = 36 kip 

Estas fuerzas, que forman un par, actúan en la misma dirección que los 
esfuerzos incluidos en cada distribución, figura 6-25Ü. Además, actúan 
a través del centroide de cada volumen, es decir, a |(6 puig) = 4 puig 
del eje neutro de la viga. Por consiguiente, la distancia entre ellos es de 
8 puig como se muestra en la figura. En consecuencia, el momento del 
pares 

M = 36 kip (8 puig) = 288 kip ■ puig = 24 kip ■ pie Resp. 

NOTA: Este resultado también puede obtenerse al elegir una franja 
horizontal de área dA = (6 puig) dy y al integrarla aplicando la ecuación 
6 - 11 . 



(a) 
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EJEMPLO 6.12 


6 m 

00 


20 mm 


20 mm 


[—250 mm—*| 


ib) 


La viga simplemente apoyada de la figura 6-26a tiene la sección trans¬ 
versal que se muestra en la figura 6-26&. Determine el esfuerzo flexio- 
nante máximo absoluto y dibuje la distribución del esfuerzo sobre la 
sección transversal en esta ubicación. 


SkN/m 

















-ÉL. 


M (kN-tn) 
22,5- 


-*<m> 




3 

<c) 


SOLUCIÓN 

Momento interno máximo. El momento interno máximo en la 
viga, M = 22.5 kN ■ m, se produce en el centro. 

A Propiedad de la sección. Por razones de simetría, el eje neutro 
pasa por el centroide C en la altura media de la viga, figura 6-26ó. El 
área se subdivide en las tres partes mostradas y el momento de inercia 
de cada porción se calcula respecto al eje neutro y usando el teorema de 
los ejes paralelos. (Vea la ecuación A-5 del apéndice A.) Si se elige tra¬ 
bajar en metros, sé tiene 

/ = 2(7 + Ad 2 ) 

1 


= 2 


12 


(0.25 m)(0.020 m) 3 + (0.25 m)(0.020 m)(0.160 m) 2 


— (0.020 m) (0.300 m) 3 


D M - 22*5 kN-m 


&mÁx “ 


= 301.3(10^) m 4 


Me 

_, ■ 

/ 1 




22.5(10'*) N ■ m (0.170 m) 
301.3(10^) m 4 


= 12.7 MPa Besp. 


12,7 MPa 


(d) 


l'lgva 6-26 


En la figura 6-26 d Se muestra Una vista tridimensional de la distri¬ 
bución de esfuerzos. Observe cómo el esfuerzo en los puntos B y D 
de la sección transversal desarrolla una fuerza que contribuye con un 
momento respecto al eje neutro, el cual tiene la misma dirección que M. 
De manera específica, en el punto B,y B = 150 mm, y así 


<t b = 


Myg 


<r B = 


22.5(10 3 )N-m(0.150 m) 
301.3(10^) m 4 


= -11.2 MPa 
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EJEMPLO 6.13 


La viga mostrada en la figura 6-27 a tiene una sección transversal en 
forma de canal, figura 6-27¿>. Determine el esfuerzo flexionante máximo 
que se produce en la viga en la sección a-a. 

SOLUCIÓN 


Momento interno. Aquí no es necesario determinar las reacciones 
de la viga en los apoyos. En vez de esto, mediante el método de las sec¬ 
ciones, puede usarse el segmento a la izquierda de la sección a-a , figura 
6-27c. En particular, debe tenerse en cuenta que la fuerza axial interna 
resultante N pasa a través del centroide de la sección transversal. Ade- j _ 
més, se observa que el momento interno resultante debe calcularse con 
respecto al eje neutro de la viga en la sección a-a. 

Para encontrar la ubicación del eje neutro, el área de la sección trans¬ 
versal se subdivide en tres partes componentes como se muestra en la 
figura 6-27£>. Con base en la ecuación A-2 del apéndice A, se tiene 

UyA 2[0.100 m] (0.200 m)(0.015 m) + [0.010 m](0.02 m)(Q250 m) 


Z6kN 


13/13 

P 

) 




_ ]_ iyl _ 

i 

) 


(a) 


’ 25 Gmm 



15 mm— 


200 mm 
—I k—15 ni m 


<b) 


y = 


2A 


2(0.200 m)(0015 m) + 0020 m(0.250 m) 


k 


= 0.05909 m = 59.09 mm 
Esta dimensión se muestra en la figura 6-27c. 

Al aplicar la ecuación de equilibrio de los momentos con respecto al 
eje neutro, se tiene I 

i+2 Mh a = 0; 2.4 kN(2 m) + 1.0 kN(0.Q5909 m) - M = 0 ‘ 

Ai = 4.859 kN- m 

Propiedad de la sección. El momento de inercia respecto al eje 
neutro se determina utilizando el teorema de los ejes paralelos aplicado 
a cada una de las tres partes que componen el área de la sección trans¬ 
versal. Si se trabaja en metros, resulta 

I = ---(0.250 m)(0.020 m) 3 + (0.250 m)(0.020 m)(0.05909 m - 0010 m) 5 


+ 2 —{0.015 m)(0.200 m) 3 + (0.015 m)(0.20Q m){0.100 m - 0.05909 m) 3 

m i-4 

= 42.26{Hr*)m 4 

Esfuerzo flexionante máximo. El esfuerzo flexionante máximo 
ocurre en los puntos más alejados del eje neutro. Esto es en la parte 
inferior de la viga, c = 0.200 m — 0.05909 m = 0.1409 m. Por lo tanto, 


2.4 kN 
1.0 kN 


0.05 Win 




-2m- 


M 


N 


ÍC) 

Figura 6-27 




Me 4.859(10 3 ) N ■ m{0.1409 m) 


= 16.2 MPa Resp. 


I 42.26(10^) m 4 

Dem uestre que en la parte superior de la viga el esfuerzo flexionante es 
cr' = 6.79 MPa. 

NOTA: La fuerza normal N = 1 kN y la fuerza cortante V = 2.4 kN 
también contribuirán con esfuerzo adicional sobre la sección transver¬ 
sal. La superposición de todos estos efectos se analizará en el capítulo 8. 
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EJEMPLO 6.14 



<a> 


40 Nm 



10 mm 


10 mm 


o>> 


figura 6*28 


El elemento que tiene una sección transversal rectangular, figura 6-28o, 
está diseñado para resistir un momento de 40 N * m. A fin de aumentar 
su resistencia y rigidez, se propone añadirle dos costillas pequeñas en su 
parte inferior, figura 6-28¿>. Determine el esfuerzo normal máximo en el 
elemento para ambos casos. 

SOLUCIÓN 

Sin costillas. Es evidente que el eje neutro está en el centre de la 
sección transversal, figura 6-28a, por lo que y = c = 15 mm = 0.015 m. 
Así, 

I = ^rbf r 3 = jt (0.060 m) (0.030 m) 3 = 0.135{lfT 6 ) m 4 

1Z IZ 

Por lo tanto, el esfuerzo normal máximo es de 
Me (40 N ■ m){0.015 m) 




= 4.44 MPa 


Resp. 


I = 


0.135(10“*) m 4 

Con costillas. Al segmentar el área de la figura 6-2Sb en el rec¬ 
tángulo principal grande y los dos rectángulos inferiores (costillas), la 
ubicación y del centroide y el eje neutro se determina de la manera 
siguiente: 


EA 

(0.015 m] (0.030 m)(0.060 m) + 2[0.0325 m](0.005 m) (0.010 m) 
(0.03 m)(0.060 m) + 2(0.005 m) (0.010 m) 

= 0.01592 m 

Este valor no representa a c. En vez de eso, 

c = 01035 m - 0.01592 m = 0.01908 m 

Con base en el teorema de los ejes paralelos, el momento de inercia 
respecto al eje neutro es 


— (0.060 m) (0.030 m) 3 + (0.060 m )(0.Q30 m )(0.01592 m - 0.015 m) 3 
; (0.010 m)(0.QQ5 m) 3 + (0.010 m)(0.005 m)(0.0325 m - 0.01592 m) 3 


+ 2 . 12 ’ 

= 0.1642(10“*) m 4 

Por lo tanto, el esfuerzo normal máximo es 

Me 40N-m(a01908m) 

<r„M = — = 0 . 1642(10 -6 ) m 4 = 4.65 MPa Resp. 

NOTA: Este sorprendente resul t ado i ndica que la adición de I as costi- 
llas a la sección transversal incrementará el esfuerzo normal en lugar de 
disminuirlo, por tal razón las costillas deben omitirse. 
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PROBLEMAS FUNDAMENTALES 


f£-15. Si la viga está sometida a un momento ftexionante 
de M =20 kN ■ m, determine el esfuerzo ftexionante máximo 
en la viga. 



J'6-15 

K-16. Si la viga está sometida a un momento ftexionante 
de M = 50 kN ■ m s dibuje la distribución del esfuerzo ftexio¬ 
nante sobre la sección tra nsversal de la viga. 



lfi-17. Si la viga está sometida a un momento ftexionante 
de M =50 kN ■ m, determine el esfuerzo ftexionante máximo 
en la viga. 



Hi-IR. Si la viga está sometida a un momento ftexionante 
de M =10 kN ■ m, determine el esfuerzo ftexionante máximo 
en la viga. 



Ht-iy. Si la viga está sometida a un momento ftexionante 
de M =5 kN ■ m, determine el esfuerzo ftexionante desarro¬ 
llado en el punto A. 



FÓ-17 
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PROBLEMAS 


6*47. Un elemento que tiene las dimensiones mostradas en 
la figura se usa para resistir un momento ílexionante interno 
de Af=90kN -xa. Determine el esfuerzo máximo en el ele¬ 
mento si el momento se aplica (a) alrededor del eje z (como 
en la figura), (6) alrededor del eje y. Dibuje la distribución 
de esfuerzos para cada caso. 



•6-48. Determine el momento Ai que producirá un esfuer¬ 
zo máximo de 10 ksi en la sección transversal. 

•6-49. Determine los esfuerzos (festonantes máximos de 
compresión y de tensión en la viga si ésta se somete a un 
momento de Af=4 kip ■ pie. 



6-50. El perfil en canal mostrado se usa como riel de guta 
para una carrucha. Si el momento máximo en el perfil es 
Ai=30 N ■ m, determine el esfuerzo fiexionante en los pun¬ 
tos-4, B y C. 

6-51. El perfil en canal mostrado se usa como riel de guía 
para una carrucha. Si el esfuerzo fiexionante permisible pa¬ 
ra el material es ■ 175 MPa, determine el momento 
fiexionante máximo que resistirá el perfil. 



fruta. 6-50/51 


*6-52. La viga está sometida a un momento M, Determi¬ 
ne el porcentaje de este momento que es resistido por los 
esfuerzos que actúan sobre las tablas superior e inferior, A 
y B, de la viga. 

*6-53. Determine el momento M que debe aplicarse a la 
viga a fin de crear un esfuerzo de compresión en el punto D 
de <r D =30 MPa. Además, dibuje la distribución del esfuerzo 
que actúa sóbrela sección transversal y ca leule el esfuerzo má¬ 
ximo desarrollado en la viga. 



frobs. 6-48/49 


fri.tis, 6-52/53 
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6-54. La viga está fabricada con tres tablones clavados en¬ 
tre si, como se muestra en la figura. Si el momento que actúa 
sobre la sección transversal es M = 600 N ■ m, determine el 
esfuerzo flexionante máximo en La viga. Dibuje una vista tri¬ 
dimensional de la distribución del esfuerzo que actúa sobre 
la sección transversal. 

6-55. La viga está fabricada con tres tablones clavados e n- 
tre sí, como se muestra en la figura. Si el momento que actúa 
sobre la sección transversal es M = 600 N ■ m, determine la 
fuerza resultante que produce el esfuerzo flexionante en el 
tablón superior. 



l’ruteu 6-54/55 


*6-56. El puntal de aluminio tiene una sección transversal 
en forma de cruz. Si se somete al momento M = 8 kN • m, 
determine el esfuerzo flexionante que actúa en los puntos 
Ay B, además muestre los resultados que actúan sobre los 
elementos de volumen ubicados en estos puntos. 

•6-57. El puntal de aluminio tiene una sección transversal 
en forma de cruz. Si se somete al momento M~8 kN ■ m, de¬ 
termine el esfuerzo flexionante máximo en la viga, asimismo 
dibuje una vista tridimensional de la distribución del esfuer¬ 
zo que actúa sobre toda el área de la sección transversal. 



6-58. Si la viga está sometida a un momento interno M ■ 
100 kip • pie, determine el esfuerzo flexionante máximo de 
tensión y de compresión en la viga. 

6-59. Si la viga está fabricada de un material con un esfuer¬ 
zo permisible de tensión y de compresión, (ít ), = 24 ksi 
y (íf ) ( = 22 ksi, respectivamente, determine el momento 
interno máximo permisible M que puede aplicarse a la viga. 



Prnbs* 6-58/59 


*6-60. La viga está construida a partir de cuatro tablones 
como se muestra en la figura. Si se somete a un momento 
de =16 kip ■ pie, determine el esfuerzo en los puntos^ 
y B, Dibuje una vista tridimensional de la distribución del 
esfuerzo. 

•6-61. La viga está construida a partir de cuatro tablones 
como se muestra en la figura. Si se somete a un momento de 
M ¡ = 16kip ■ pie, determine la fuerza resultante que produce 
el esfuerzo sobre el tablón superior C. 


y 



Probo, 6-56/57 


Probs. 6-60/61 
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662. Una viga de caja está construida a partir de cuatro 
piezas de madera pegadas como se muestra en la figura. Si 
el momento que actúa sobre la sección transversal es de 10 
kN ■ m, determine el esfuerzo en los puntosa! y B, y muestre 
los resultados que actúan sobre los elementos de volumen 
ubicados en estos puntos. 



Pruli, 6*62 


663. Determine la dimensión a de una viga con sección 
transversal cuadrada en términos del radio r de una viga con 
sección transversa i circ ular si ambas vigas está n sometidas al 
mismo momento interno, el cual resulta en el mismo esfuer¬ 
zo flexionante máximo. 



*664. La varilla de acero tiene un diámetro de 1 pulg y 
está sometida a un momento interno de M = 300 Ib ■ pie. 
Determine el esfuerzo creado en los puntos A y B. Además, 
dibuje una vista tridimensional de la distribución del esfuer¬ 
zo que actúa sobre la sección transversal. 



•665. Si el momento que actúa sobre la sección transver¬ 
sal de la viga es M =4 tip ■ pie, determine el esfuerzo ílexio- 
nante máximo en la viga. Dibuje una vista tridimensional de 
la distribución del esfuerzo que actúa sobre la sección trans¬ 
versal. 

666. Si M =4 kip ■ pie, determine la fuerza resultante que 
produce el esfuerzo flexionante sobre el tablón superior A 
de la viga. 



Robe.665166 


667. La barra se sostiene mediante chumaceras lisas en 
A y B, las cuales sólo ejercen reacciones verticales sobre el 
eje. Sid=90mm, determine el esfuerzo flexionante máximo 
absoluto en la viga, y dibuje la distribución del esfuerzo que 
actúa sobre la sección transversal. 

*668. La barra se sostiene mediante chumaceras lisas en 
A y B, las cuales sólo ejercen reacciones verticales sobre el 
eje. Determine su diámetro d más pequeño si el esfuerzo 
ffexionante permisible es = 180 MPa. 



Prati. 664 


667/68 
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•6-69. Se deben considerar dos disenos para una viga. De¬ 
termine cuál soportará un momento de M = 150 kN - m con 
d menor esfuerzo flexionante. ¿Cuál es ese esfuerzo? 



-200 mm- 


1 


30 na 


300 mm 


^15 mm 


30 mm 


ía) 


(b) 


i*rok 6-69 


6-70. La armadura simplemente apoyada está sometida a 
una carga distribuida central. No tome en cuenta el efecto de 
los elementos en diagonal y determine el esfuerzo flexionan¬ 
te máximo absoluto en la armadura. El elemento superior 
es un tubo con un diámetro exterior de 1 pulg y grosor de 
de pulg; el elemento inferior es una barra sólida con un 
dámetrode^pulg. 




--6 pies- j 

r-6 píes- 

-ópies- 


Proh. 6-7Ü 


6-71. El eje del carro de ferrocarril está sometido a cargas 
sobre las ruedas de 20 kip. Si se sostiene mediante dos chu¬ 
maceras en C y D, determine el esfuerzo flexionante máxi¬ 
mo desarrollado en el centro del eje, cuando el diámetro es 
de 5.5 pulg. 


<6-72. La viga de acero tiene la sección transversal que 
se muestra en la figura. Determine la mayor intensidad de 
la carga distribuida w ü que puede soportar la viga de modo 
que el esfuerzo flexionante máximo no sea superior a 

<>W =22 

•6-73. La viga de acero tiene la sección transversal que se 
muestra en la figura. Si w 0 =0.5 kip/pie, determine el esfuer¬ 
zo flexionante máximo en la viga. 





6-74. La lancha tiene un peso de 2300 Ib y un centro de 
gravedad en G. Si descansa sobre el remolque en el contac¬ 
to liso A y puede considerarse articulada en B, determine 
el esfuerzo flexionante máximo absoluto desarrollado en el 
puntal principal del remolque. Considere que el puntal es 
una viga de caja, que tiene las dimensiones indicadas y se en¬ 
cuentra articulada en C. 







10 pulg 


60pulg- 


20 kip 


6-75. El eje se sostiene mediante un cojinete de empuje 
liso en vi y una chumacera lisa en D. Si el eje tiene la sec¬ 
ción transversal mostrada en la figura, determine el esfuerzo 
flexionante máximo absoluto en el eje. 



Prob. 6-71 


10 pUlg 
20 kip 


3 kN 


3 kN 


Prob. 6-75 
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*6-76. Determine el momento M que debe aplicarse a la 
viga con el fin de crear un esfumo máximo de 80 MPa. Ade¬ 
más dibuje la distribución del esfuerzo que actúa sobre la 
sección transversal. 



20 


Ptoh, 6-76 


•6-77. La viga de acero tiene la sección transversal que se 
muestra en la figura. Determine la mayor intensidad de La 
carga distribuida w que puede soportar la viga de modo que 
el esfuerzo Rexionante no exceda cr^ =22 ksi. 

6-78. La viga de acero tiene la sección transversal mostra¬ 
da. Si w =5 kip/páe, determine el esfuerzo ñexionante máxi¬ 
mo absoluto en la viga. 


•v 


w 



TTTTTTTl 

i 

,ijuiui 

k_J 


\ --3 pies- 

-3 pies- 

u 

r—"fi píos 1 --| 


fipul^ 


03 pulg 



2p)30pulg 
10 pulg 
zíz030pulg 


l*r«bs, 6-7708 


•6-81. Si la reacción del terreno sobre el durmiente de una 
vía puede suponerse uniformemente distribuida en toda su 
longitud como se muestra en la figura, determine el esfuerzo 
ffexionante máximo desarrollado en el durmiente. Éste tiene 
una sección transversal rectangular con grosor /=6 pulg. 
6-82. La reacció n del terreno sobre el durmiente de una vía 
puede suponerse uniformemente distribuida en toda su lon¬ 
gitud como se muestra en la figura. Si la madera tiene un es¬ 
fuerzo ñexionante permisible de <r^ T¡R =1.5 ksi, determine el 
grosor mínimo requerido / del área de la sección transversal 
rectangular del durmiente con una precisión de ¿ de pulg. 


15 kip 15 kip 



12 pula 



6-83. Determine el esfuerzo ñexionante máximo absoluto 
en el eje tubular si d,=160 mm y =200 mm. 

*6-84. El eje tubular debe tener una sección transversal 
de tal manera que su diámetro interior y diámetro exterior 
estén relacionados por d¡ = 0.8^. Determine estas dimen¬ 
siones requeridas si el esfuerzo ñexionante permisible es 
<Vmi = 155 MPa - 


15 kN/m 



6-85. La viga de madera tiene una sección transversal 
rectangular en la proporción mostrada. Determine su di¬ 
mensión requerida b si el esfuerzo ñexionante permisible es 

<Vm. = 10MPa - 


6-79. Si la viga ACB del problema 6-9 tiene una sección 
transversal cuadrada, de 6 x 6 pulg, determine el esfuerzo 
ñexionante máximo absoluto en la viga. 

*6-80. S el aguilón ABC de la grúa del problema 6-3 tiene 
una sección transversal rectangular con base de 25 pulg, de¬ 
termine su altura requerida h con una precisión de ¡ de pulg 
si el esfuerzo ñexionante permisible es<r r -_ =24 ksi. 


500 K/m 



b 
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646. Determine el esfuerzo flexionante máximo absoluto 
de un eje de 2 pulg de diámetro que se encuentra sometido 
alas fuerzas concentradas que se muestran en la figura. Las 
chumaceras en A y fí sólo soportan fuerzas verticales. 

647. Determine el diámetro más pequeño permisible para 
un eje que está sometido a las fuerzas concentradas que se 
muestran en la figura. Los cojinetes en A y fí sólo sopor¬ 
tan fuerzas verticales. El esfuerzo flexionante permisible es 

^perm — 22 lCSÍ. 


8001b 



*648. Si la viga tiene una sección transversal cuadrada de 
9 pulg por lado, determine el esfuerzo flexionante máximo 
absoluto en La viga. 



•649. Si la viga compuesta del problema 6-42 tiene una 
sección transversal cuadrada, determine su dimensión a si el 
esfuerzo flexionante permisible es <r fenn = 150 MPa. 

6-90. Si la viga del problema 6-28 tiene una sección trans- 
rersal rectangular con anchura ¿y altura A, determine el es¬ 
fuerzo flexionante máximo absoluto en la viga. 


691. Determine el esfuerzo flexionante máximo absoluto 
en el eje de 80 mm de diámetro, el cual se encuentra someti¬ 
do a las fuerzas concentradas, como se muestra en la figura. 
Las chumaceras en A y fí sólo soportan fuerzas verticales. 

*6-92. Determine el menor diámetro permisible para el 
eje que está sometido a las fuerzas concentradas, como se 
muestra en la figura. Las chumaceras en A y fí sólo sopor¬ 
tan fuerzas verticales. El esfuerzo flexionante permisible es 



•6-93. El hombre tiene una masa de 78 kg y permanece 
inmóvil en el extremo del trampolín. Si éste tiene la sección 
transversal mostrada en la figura, determine el esfuerzo nor¬ 
mal máximo desarrollado en el trampolín. El módulo de 
elasticidad del material es E = 125 GPa. Suponga que A es 
un pasador y fíes un rodillo. 



I*r4ib. 6-93 

694. Las dos barras de acero sólido están unidas entre sí 
en toda su longitud y soportan la caiga mostrada en la figu¬ 
ra, Suponga que el soporte en A es un pasador y en fíes un 
rodillo. Determine el diámetro requerido d para cada una 
de las barras si el esfuerzo flexionante permisible es <r = 
130 MPa. 

695. Resuelva el problema 6-94 si las barras se rotan 90 a 
de modo que ambas descansen sobre los soportes en A (pa¬ 
sador) y en B (rodillo). 

80 kN 
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*6-96. La silla se sostiene mediante un brazo que está ar¬ 
ticulado de manera que gira alrededor del eje vertical en A 
Si la caiga en la silla es de ISO Ib y el brazo es una sección 
de tubo hueco con las dimensiones mostradas en la figura, 
determine el esfuerzo fíexionante máximo en la sección a-a. 


6-99. Si la viga tiene una sección cuadrada de 6 pulg en 
cada lado, determine el esfuerzo fíexionante máximo abso¬ 
luto en la viga. 


180 Ib 



T 

3 pula. 


lpulg 

T 

15 pulg 

X 

|—0J» pulg 



•6-97. Una parte del fémur puede modelarse como un 
tubo con un diámetro interno de 0375 pulg y un diámetro 
exterior de 1.25 pulg. Determine la máxima fuerza estática 
elástica P que puede aplicarse a su centro. Suponga que el 
hueso se apoya en sus extremos sobre rodillos. El diagrama 
a-t para la masa del hueso que se muestra en la figura, es el 
mismo en tensión y en compresión. 


fffksi} 
230 


125 



Prob. 6-97 


*6-100. La viga de acero tiene la sección transversal que se 
muestra en la figura. Determine la mayor intensidad de la car¬ 
ga distribuida w 0 que puede soportar la viga de manera que 

el esfuerzo fíexionante máximo no sea superior a gj _ = 

22 ksi. 

•6-101. La viga de acero tiene la sección transversal que se 
muestra en la figura. Si w a =2 kip/pie, determine el esfuerzo 
fíexionante máximo en la viga. 


6-98. Si la viga del problema 6-18 tiene una sección trans¬ 
versal rectangular con una anchura de 8 pulg y una altura de 
16 pulg, determine el esfuerzo Rexionante máximo absoluto 
en la viga. 


-Spuig- 


16 pulg 


I*roh. 6-98 


iv 0 



Pmhs. 6-100/101 
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6-102. El bastidor o soporte principal en el chasis de un 
camión se somete a la carga uniforme distribuida mostrada. 
Determine el esfuerzo fiexionante en los puntos Ay B. 


•6-105. Si el esfuerzo fiexionante permisible en la viga de 
madera es er^=150 psi, determine la dimensión requerida 
b en su sección transversal con una precisión de \ de pulg. 
Suponga que el soporte en A es un pasador y el soporte en 
B es un rodillo. 

6-106. La viga de madera tiene una sección transversal rec¬ 
tangular con las proporciones mostradas. Si b =75 pulg, de¬ 
termine el esfuerzo fiexionante máximo absoluto en la viga. 


15 kip/píe 


FO 








-8 pies - 


B 


- M pies - 


0.75 pulg 6 P ul 


tpuJg 

M 

T3 


12 pulg 


-05 pulg 
■A 


I 

075 pulg 


Prtib. 6-102 


6-103. Determine la mayor caiga distribuida uniforme w 
que puede soportar la viga de manera que el esfuerzo fiexio- 
nante no sea superior a <r r _=5 MPa. 

*6-104. Si w =10 kN/m, determine el esfuerzo fiexionante 
máximo en la viga. Dibuje la distribución del esfuerzo que 
actúa sobre la sección transversal. 



75 mm 

ir 

Q3X50 


400Jbftie 




^b> 




r 

—3 pies—— 

-3 pies— 

3 pies—| 


□> 


IViíhs. 6-105/106 


6-107. Una viga está fabricada de un material que tiene un 
módulo de elasticidad en compresión diferente al módulo 
dado para la tensión. Determine la ubicación cdel eje neutro 
y deduzca una expresión para el esfuerzo de tensión máximo 
en la viga que tiene las dimensiones mostradas en la figura y 
que se encuentra sometida al momento fiexionante M. 

<6*106. La viga tiene una sección transversal rectangular 
y está sometida a un momento fiexionante M. Si el material 
del que está hecha tiene un módulo de elasticidad diferente 
para la tensión y la compresión como se muestra en la figu¬ 
ra, determine la ubicación c del eje neutro y el esfuerzo de 
compresión máximo en la viga. 



Prohs. 6-103/104 


Prnhs. 6-107/108 
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6.5 Flexión asimétrica 



* 




AI desarrollar la fórmula de la flexión se impuso la condición de que el área 
de la sección transversal fuese simétrica respecto a un eje perpendicular al 
eje neutro; además, el momento interno resultante M actúa a lo largo del eje 
neutro. Tal es el caso de las secciones “en T” o de canal que se muestran 
en la figura 6-29. Sin embargo, estas condiciones son innecesarias y en la 
presente sección se mostrará que la fórmula de la flexión también puede 
aplicarse a una viga con un área arbitraria en su sección transversal o a una 
viga con un momento resultante interno que actúa en cualquier dirección. 

Momento aplicado alrededor del eje principal. Considere 
que la sección transversal de la viga tiene una forma asimétrica como la 
mostrada en la figura 6-30o. Al igual que en la sección 6.4, el sistema de 
coordenadas derecho í.y.z se establecerá de manera que el origen se en¬ 
cuentre en el centroide C de la sección transversal, y el momento interno 
resultante M actúe a lo largo del eje +z. Se requiere que la distribución de 
esfuerzos que actúa sobre toda la superficie de la sección transversal tenga 
una fuerza resultante cero, el momento interno resultante alrededor del 
eje y es cero y el momento interno resultante respecto al eje z es igual a 
M.* Estas tres condiciones pueden expresarse de manera matemática con¬ 
siderando la fuerza que actúa sobre el elemento diferencia] dA ubicado en 
(0, y,z), figura 6-30a. Esta fuerza es dF=adA ,y por lo tanto se tiene 


F k = ZF X - 

0 = - 

J adA 

(6-14) 

(Mfdy = ZAf,; 

0 = - 

j z<r dA 

(6-15) 

(M k ) t = ZA/,; 

M = i 

ya dA 

(6-16) 


A 



(a) 


y 






1 



-o—- 

— 

M 


- 

J 


Distribución del esfuerzo flcxionante 
(vísta de perfil) 

(b) 


Figura 6-30 


'La condición de que los momentos respecto al eje y deben ser iguales a cero no se con¬ 
sideró en la sección 6,4. ya que la distribución del esfuerzoflexionante era simétrica con res¬ 
pecto al ejey, y una de las distribuciones de esfuerzo produce automática mente un momento 
cero con respecto al eje y, Vea la figura 6-24e, 
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Como se muestra en la sección 6.4, la ecuación 6-14 se cumple ya que el 
eje z pasa por el centroide del área. Además, como el eje z representa el eje 
neutro de la sección transversal, el esfuerzo normal varía linealmente des¬ 
de cero en el eje neutro hasta un máximo en y = c, figura 6-306. De ahí que 
la distribución del esfuerzo está definida por tr = -jy/cjo^. Cuando se 
sustituye esta expresión en la ecuación 6-16 y se integra, resulta la fórmula 
de la flexión = Mc/I. Al sustituirla en la ecuación 6-15, se obtiene 



la cual requiere 



Esta integral se llama el producto de inercia del área. Como se indica en 
d apéndice A, en efecto será igual a cero siempre que los ejes y y z se elijan 
como los ejes de inercia principales del área. Para un área de forma arbi¬ 
traria, la orientación de los ejes principales siempre se puede determinar 


usando las ecuaciones de transformación de inercia o mediante el círculo 


de inercia de Mohr, como se explica en el apéndice A, secciones A.4 y A.5. 
Sin embargo, si el área tiene un eje de simetría, los ejes principales pueden 
determinarse fácilmente puesto que siempre estarán orientados a lo largo 
del eje de simetría y en forma perpendicular a éste. 

Por ejemplo, considere los elementos de la figura 6-31. En cada uno de 
estos casos,y y z deben definir los ejes principales de inercia de la sección 
transversal a fin de cumplir las ecuaciones de la 6-14 a la 6-16. En la figura 
6-3la los ejes principales se encuentran por simetría, y en las figuras 6-316 
y 6-31c su orientación se determina utilizando los métodos del apéndice 
A. Como M se aplica alrededor de uno de los ejes principales (eje z), la 
distribución del esfuerzo se determina a partir de la fórmula de la flexión, 
cr = -A/y/7,, y se muestra para cada caso. 


y 


y 



<a> 


li^LLFil 6-31 
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Momento aplicado arbitrariamente. En ocasiones un elemen¬ 
to puede cargarse de modo que M no actúe sobre uno de los ejes princi¬ 
pales de la sección transversal. Cuando esto ocurre, el momento deberá 
primero descomponerse en sus componentes dirigidos a lo largo de los 
ejes principales, después puede usarse la fórmula de la flexión para de¬ 
terminar el esfuerzo normal causado por cada componente del momento. 
Por último, mediante el uso del principio de superposición, será posible 
determinar el esfuerzo normal resultante. 

Para mostrar esto, considere que la viga tiene una sección transversal 
rectangular y está sometida al momento M, figura 6-32 a. Aquí M forma 
un ángulo $ con el eje principal z. Se supondrá que & es positivo cuando 
esté dirigido desde el eje +z hada el eje +>', como se muestra en la figura. 
Al descomponer a M en sus componentes a lo largo de los ejes z y y, se 
tiene M z = M eos 0 y M y = M sen <9, como se muestra en las figuras 6-32b 
y 6-32c. Las distribudones de esfuerzos normales que producen M y sus 
componentes Rf. y se muestran en las figuras 6-32 d, 6-32e y 6-32/, don¬ 
de se supone que (tr,)^ > Por inspección, los esfuerzos máximos 

en tensión y compresión [(cr,)^ + (c^)^] Se producen en dos esquinas 
opuestas de la sección transversal, figura 6-32d. 

Al aplicar la fórmula de la flexión a cada componente del momento en 
las figuras 6-32¿> y 6-32c, y al sumar los resultados algebraicamente, enton¬ 
ces el esfuerzo normal resultante en cualquier punto de la secdón trans¬ 
versal, figura 6-32d, es 


a = 


"—T 



(6-17) 


En este caso, 

cr = el esfuerzo normal en el punto 
y, z = las coordenadas del punto medidas desde los ejes x,y, z, que 
tienen su origen en el centroide del área de la sección trans¬ 
versal y forman un sistema de coordenadas derecho. El eje x 
está dirigido hada afuera de la secdón transversal y los ejes y 
y z representan los ejes principales de los momentos de inerda 
máximo y mínimo, respectivamente 

M yi M z = las componentes del momento interno resultante, dirigidas a lo 
largo de los ejes prindpales y y z. Éstas serán positivas si están 
dirigidas a lo largo de los ejes +y y +z , en caso contrario serán 
negativas. O, dicho de Otro modo, M y = M sen Qy M z = 

M eos 0, donde 6 se mide en forma positiva desde el eje +z 
hada el eje +y 

/, / = los momentos principales de inercia calculados respecto a los 
ejes y y z, respectivamente. Vea el apéndice A 
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Los ejes x, y, z forman un sistema derecho y cuando se aplica 
esta ecuación deben asignarse Eos signos algebraicos adecuados a 
las componentes del momento y a las coordenadas. Cuando este 
es el caso, el esfuerzo resultante será de tensión si es positivo y de 
compresión si es negativo. 

Orientación del eje neutro- El ángulo a del eje neutro 
en la figura 6-32 d puede determinarse al aplicar la ecuación 6-17 
con <r = 0, ya que por definición no actúa esfuerzo normal sobre 
el eje neutro. Se tiene 


Ai,// 



Como M z = M cOS 0y M y = M sen $, entonces 


y = ^™tandjz (6-18) 

Esta ecuación define el eje neutro para la sección transversal. 
Como la pendiente de esta línea es tan a.=y¡z, entonces 



íe) 



(6-19) 


Aquí puede observarse que, a menos que /. — I, el ángulo 0 que 
define la dirección del momento M, figura 6-32a, no será igual a a, 
el ángulo que define la inclinación del eje neutro, figura 6-32¿. 


Puntos importantes 


La fórmula de la flexión puede aplicarse sólo cuando ésta se pro¬ 
duce alrededor de los ejes que representan los ejes principales de 
inercia para la sección transversal. Estos ejes tienen su origen en 
el centroide y se orientan a lo largo y en forma perpendicular a un 
eje de simetría, si es que existe alguno. 

• Si el momento se aplica sobre un eje arbitrario, entonces el mo¬ 
mento debe descomponerse en sus componentes a lo largo de 
cada uno de los ejes principales, y el esfuerzo en un punto dado 
se determina mediante la superposición del esfuerzo causado por 
cada una de las componentes del momento. 


+ 

y 
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EJEMPLO 


6.15 


La sección transversal rectangular que se muestra en la figura 6-33a está 
sometida a un momento flexionante de M = 12 kN ■ m, Determine él es¬ 
fuerzo normal desarrollado en cada esquina de la sección, y especifique 
la orientación del eje neutro. 

SOLUCIÓN 

Componentes del momento interno. Por inspección se obser¬ 
va que los ejes y y z representan los ejes principales de inercia puesto 
que son ejes de simetría para la sección transversal. Para cumplir un 
requisito, se establece el eje z como el eje principal para el momento de 
inercia máximo. El momento se descompone en sus componentes y y 
z, donde 

My = -|{12 kN ■ m) = -9.60 kN ■ m 
= |{12kN-m) = 7.20 kN-m 


Propiedades de la sección. Los momentos de inercia respecto a 
los ejes y y z son 

l y = ¿(0,4m)(0,2m) 3 = 0.2667{10 j3 ) m 4 
1* 

h = ¿{0.2 m)(0.4 mf = 1.067{10“ 3 ) m 4 
Esfuerzo flexionante. Por lo tanto, 

er 

v B 

ve 

v D 

Vé 

La distribución del esfuerzo normal resultante se ha trazado usando 
estos valores, figura 6-336. Debido a la aplicación de la superposición, 
la distribución es lineal como se muestra en la figura. 


h h 


7.20(10?) N-m(0.2 m) -9.60(10 3 ) N- m(-0.1 m) 


1.067(10 -3 ) m 4 
^(lO^N-m^m) 
1.067(10“ 3 ) m 4 
7.20{10 3 ) N ■ m{—0.2 m) 


0.2667(10^ 3 ) m 4 
—9.60{10 3 ) N ■ m(0.1 m) 


= 2.25 MPa Resp. 


0.2667{10“ 3 ) m 4 
-9.60(10?) N ■ m(0.1 m) 


= -4.95 MPa Resp. 


1.067{10 -3 ) m 4 0.2667{1(T 3 ) m 4 

7.20(10?) N- m(-0.2 m) -9.60(10?) N -m(-0.1 m) 


= -2.25 MPa Resp. 


1.067(10 -3 ) m‘ 


0.2667(10 -3 ) m 4 


= 4.95 MPa Resp. 
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i 




MPa 

A 

22$ MPa 
D 


(a) 


6-33 


ib) 


Orientación del eje neutro. La ubicación z del eje neutro (NA), 
figura 6-3 3b, puede establecerse mediante proporción. A Jo largo del 
borde BC, se requiere 

2.25 MPa _ 4,95 MPa 
Z (0.2 m - z) 

0.450 - 2.25z = 4.95z 

Z = 0.0625 m 

De la misma manera, también es la distancia desde D hasta el eje neu¬ 
tro en la figura 6-33£>. 

Asimismo, también se puede establecer la orientación del eje neutro 
mediante la ecuación 6-19, que se utiliza para especificar el ángulo a 
que forma con el eje z o con el eje principal máximo. De acuerdo con la 
convención de signos adoptada, $ debe medirse desde el eje +z hacia el 
eje + 3 \ Por comparación, en la figura 6-33c, 6 = -tan 53.1° (o bien 
0 = +306.9°). Por lo tanto, 


Ai = 12 kNm 



(C) 


tan ar = —tan 8 

h 

1.067(10“*) m 4 

tañar = ~ . —rtan{-53.1°) 

0.2667(10“*) m 4 v * 

a = -79.4° 


Resp. 


Este resultado se muestra en la figura ó-33c. Usando el valor de z 
calculado anteriormente, verifique que se obtiene la misma respuesta si 
se emplea la geometría de la sección transversal. 
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EJEMPLO 6.16 


400 flun 



La sección en Z de la figura 6-34o está sometida al momento flexionan- 
te de M = 20 kN ■ m. Con base en los métodos del apéndice A (vea los 
ejemplos A.4 o A.5), los ejes principales y y z se orientan de la manera 
mostrada para representar los momentos de inercia principales míni¬ 
mo y máximo, /, = Q.96Q(1CT 3 ) m 4 e I z = 7.54(1Q _3 ) m 4 , respectivamente. 
Determine el esfuerzo normal en el punto P y la orientación del eje 
neutro. 

SOLUCIÓN 

Para el uso de la ecuación 6-19, es importante que el eje z represente el 
eje principal par a el momento de inercia máximo. (Tenga en cuenta que 
la mayor parte del área se ubica fuera de este eje.) 

Componentes del momento interno. A partir de la figura 
6-34a, 


M y = 20 kN ■ m sen 57.1° = 16.79 kN ■ m 
= 20 kN ■ m eos 57.1° = 10.86 kN ■ m 


M = 20 khJ'tn 
/ 




Esfuerzo flexionante. En primer lugar deben determinarse las 
coordenadas y y z del punto P. Observe que las coordenadas y' y z'de 
P son (-0.2 m, 0.35 m). Si se usan los triángulos de construcción con 
distintos sombreados de la figura 6-34¿>, se tiene 

y P = -0.35 sen 32.9° - Ü2 eos 32.9° = -0.3580 m 
Zp = 0.35 eos 32.9° - 0.2 sen 32.9° = 0.1852 m 

Al aplicar la ecuación 6-17, 

M t yp M y zp 


O = - 



(10.86(10 3 )N-m)(-0.3580 m) (16.79(10 3 ) N ■ m) (0.1852 m) 


7.54(10 -3 ) m 4 


0960(10 -3 ) m 4 


= 3.76 MPa 


Resp. 


Orientación del eje neutro. El ángulo $ = 57.1° se muestra en la 
figura 6-34o. Así, 


tañar = 


7.54(10~ 3 ) m 
L0.960(10" 3 ) m' 
a = 85.3° 


i] 


tan 57.1° 


y - - Resp. 

El eje neutro está orientado como se muestra en la figura 6-34¿>. 
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PROBLEMAS FUNDAMENTALES 


H¡»20, Determine el esfuerzo flexionante desarrollado en 16-21, Determine el esfuerzo máximo en la sección trans¬ 
ías esquinas A y B. ¿Cuál es la orientación del eje neutro? \ersal de la viga. 

z 



16-20 


PROBLEMAS 


•6-109. La viga está sometida a un momento flexionante 
de M =20 kip ■ pie dirigido como se muestra en la figura. 
Determine el esfuerzo flexionante máximo en la viga y la 
orientación del eje neutro. 

frllO. Determine la magnitud máxima del momento fle- 
xionante M que puede aplicarse a la viga de modo que el 
esfuerzo flexionante en el elemento no exceda 12 k$i. 





lópulg 


6-11L Si el momento interno resultante que actúa sobre 
la sección transversal del puntal de aluminio tiene una mag¬ 
nitud de M = 520 N ■ m y está dirigido como se muestra en 
la figura, determine el esfuerzo flexionante en los puntos A 
y B. Para ello, también debe determinar la ubicación y del 
centroide C del área de la sección transversal del puntal. 
Además, especifique la orientación del eje neutro. 

*6-112» El momento interno resultante que actúa sobre la 
sección transversal del puntal de aluminio tiene una magni¬ 
tud de M =520 N ■ my está dirigido como se muestra en la 
%ura. Determine el esfuerzo flexionante máximo en el pun¬ 
tal. Para ello, debe terminarse la ubicación y del centroide 
C del área transversal. Además, especifique la orientación 
del eje neutro. 




Proba» 6-104/110 


¡*r«bs. 6-111/112 
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6-113. Considere el caso general de una viga prismática 
sometida a las componentes del momento flexionante M y 
como se muestra en la figura, cuando los ejes x, y, z pa¬ 
san por el centroide de la sección transversal. Si el material 
es elástico lineal, el esfuerzo normal en la viga es una fun¬ 
dón lineal de la posición en la que <r = a + by + cz. Usando 
las condiciones de equilibrio 0 = J Á <rdA t M y = S A z<rdAt 
A/ = f -yadA, determine las constantes a, b y q y de¬ 
muestre que el esfuerzo normal puede calcularse a partir 
de la ecuación ít = + M¿ y¡ )y + (M¿ y + M z l y¡ ) z \/ 

{I y f I - y yi 2 ), donde los momentos y productos de inercia 
están definidos en el apéndice A. 



6-114. La viga en voladizo está hecha con una sección de 
Z que tiene el área transversal mostrada en la figura. Si so¬ 
porta las dos cargas, determine el esfuerzo flexioname en el 
punto A de la pared de la viga. Use el resultado del proble- 
ma 6-113. 

6-115. La viga en voladizo está hecha con una sección de Z 
que tiene el área transversal mostrada en la figura. Si soporta 
las dos cargas, determine el esfuerzo flexioname en el pun¬ 
to B de la pared de la viga. Use el resultado del problema 
6-113. 


50 Ib 



Pruhs. 6-114/115 


*6-116. La viga de acero en voladizo con perfil en I de ala 
ancha está sometida a la fuerza concentrada P en uno de 
sus extremos. Determine la mayor magnitud de esta fuerza 
de modo que el esfuerzo flexionante desarrollado en A no 
supere er penn =180 MPa. 

•6-117. La viga de acero en voladizo con perfil en 1 de ala 
ancha está sometida a la fuerza concentrada de P = 600 N 
en uno de sus extremos. Determine el esfuerzo flexionante 
máximo desarrollado en La secdón A de la viga. 


200 «un 



6-118. Si la viga está sometida al momento interno de M = 
1200 kN • m, determine el esfuerzo flexionante máximo que 
actúa sobre la viga y la orientación del eje neutro. 

6-119. Si la viga está fabricada de un material que tiene un 
esfuerzo permisible en tensión y en compresión de (cr^J, = 
125 MPa y (<r ferin ) e =150 MPa, respectivamente, determine 
el momento interno M máximo permisible que puede apli¬ 
carse a la viga. 
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*6-120. El eje está apoyado en dos chumaceras Ay B que 
no ofrecen resistencia a las cargas axiales. Determine el diá¬ 
metro d requerido del eje si el esfuerzo flexionante permisi- 
ble para el material es a- perm =150 MPa. 


z 



•6-121. El eje de 30 mm de diámetro está sometido a las 
cargas vertical y horizontal de las dos poleas mostradas. Se 
apoya en dos chumaceras 4 y B que no ofrecen resistencia a 
las cargas axiales. Por otra parte, puede considerarse que el 
acoplamiento al motor en C no ofrece ningún tipo de apoyo 
al eje. Determine el esfuerzo flexionante máximo desarro¬ 
llado en el eje. 



6-122. Utilizando las técnicas descritas en el apéndice A, 
ejemplo A5 o A6, se determinó que la sección en Z tie¬ 
ne momentos principales de inercia de l f = 0.060(10“ 3 ) m 4 
eij= 0.471 (10~ 3 ) m 4 , calculados sobre los ejes principales 
dfe inercia y y z, respectivamente. Si la sección se somete a 
un momento interno de M = 250 N - m dirigido horizontal¬ 
mente como se muestra en la figura, determine el esfuerzo 
producido en el punto A. Resuelva el problema empleando 
la ecuación 6-17. 

6123. Resuelva el problema 6122, para ello use la ecua¬ 
ción desarrollada en el problema 6113. 


*6124. Utilizando las técnicas descritas en el apéndice A, 
ejemplo A.5 o A.6, se determinó que la sección en Z tie¬ 
ne momentos principales de inercia de = 0.060(10 -3 ) m 4 
e i, =0.471(KT 3 ) m 4 , calculados sobre los ejes principales 
de inercia y y z, respectivamente. Si la sección se somete a 
un momento interno de Af = 250 N - m dirigido horizontal- 
mente como se muestra en la figura, determine el esfuerzo 
producido en el punto B. Resuelva el problema empleando 
la ecuación 617. 



•6-125. Determine el esfuerzo flexionante en el punto A de 
la viga, y la orientación del eje neutro. Utilizando el método 
del apéndice A, se determinó que los momentos principa¬ 
les de inercia de la sección transversal son B=8M28 pulg 4 e 
/¿=2.295 pulg 4 , donde z' y y' son los ejes principales. Resuel¬ 
va el problema empleando la ecuación 617. 

6126. Determine el esfuerzo flexionante e n el p unto A de 
la viga usando el resultado obtenido en el problema 6113. 
Les momentos de inercia del área de la sección transversal 
sobre los ejes z y y son ^ = i y =5.561 pulg 4 y el producto de 
inercia del área de la sección transversal respecto a los ejes z 
y y es J =-3267 pulg 4 . (Vea el apéndice A.) 


z 
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*6.6 Vigas compuestas 

Las vigas fabricadas con dos o más materiales diferentes se conocen como 
vigas compuestas. Por ejemplo, una viga puede fabricarse de madera con 
fajas de acero en su parte superior e inferior, figura 6-35. Los ingenieros 
diseñan vigas de esta forma con el propósito de desarrollar un medio más 
eficiente para soportar las cargas. 

Como la fórmula de la flexión se desarrolló sólo para vigas que tienen 
un material homogéneo, ésta no puede aplicarse directamente para la de¬ 
terminación del esfuerzo normal en una viga compuesta. Sin embargo, en 
esta sección se desarrollará un método para modificar o “transformar” 
la sección transversal de una viga compuesta en una viga fabricada con 
un solo material. Una vez hecho esto, puede emplearse la fórmula de la 
flexión para el análisis de esfuerzos. 

Para explicar cómo se hace esto, considere una viga compuesta de dos 
materiales, 1 y 2, que tiene el área de la sección transversal mostrada en la 
figura 6-36a. Si se aplica un momento flexionante sobre esta viga, entonces, 
al igual que una viga homogénea, el área total de la sección transversal 
permanecerá plana después de flexionaise, y por ende las deformaciones 
normales variarán linealmente desde cero en el eje neutro hasta un máxi¬ 
mo en el material ubicado en el sitio más alejado de este eje, figura 6-3 6b. 
Siempre que el material sea elástico lineal, el esfuerzo normal en cualquier 
punto del material 1 se determina a partir de <r = y para el material 
2 se encuentra que la distribución de esfuerzos a partir de tr = E 2 e. Si el 
material 1 es más rígido que el material 2, entonces E i > E 2 por lo que 
la distribución de esfuerzos es similar a la mostrada en la figura 6-36c o 
6-3 6d. En particular, observe el aumento en el esfuerzo que se produce 
en la unión de los dos materiales. Aquí la deformación es la misma, pero 
como el módulo de elasticidad de los materiales cambia de manera súbita, 
por lo que ocurre lo mismo con el esfuerzo. La ubicación del eje neutro 
y el esfuerzo máximo puede determinarse con base en un procedimiento 
de prueba y error. Lo anterior requiere que se cumplan las condiciones de 
que la distribución del esfuerzo produzca una fuerza resultante cero en la 



Placas de acero 


N 



Hj>tiru 6-35 
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sección transversal y que el momento de la distribución del esfuerzo alre¬ 
dedor del eje neutro sea igual a M, 

Una manera más sencilla de cumplir estas dos condiciones es el uso del 
método de la sección transformada, que convierte la viga compuesta en una 
viga fabricada de un solo material. Por ejemplo, si se considera que la viga 
consiste enter amente del material 2 que es el menos rígido, entonces, la sec- 
rión transversal será similar a la mostrada en la figura ó-36«?. Aquí la altura 
h de la viga sigue siendo la misma, puesto que debe conservarse la distri¬ 
bución de la deformación de la figura 6-36 b. Sin embargo, la parte superior 
de la viga debe ensancharse a fin de soportar una carga equivalente a la rea¬ 
lizada por el material 1 más rígido de la figura 6-36d. La anchura necesaria 
puede determinarse considerando la fuerza dFque actúa sobre un área dA 
= dz dy de la viga en la figura 6-36a. Ésta es dF=adA = (E i e)dz dy. Si se 
supone que la anchura de un elemento correspondiente de altura dy en la 
figura 6-36e es n dz, entonces dF' = o'dA’ = (E 7 e)ndz dy. Al igualar estas 
fuerzas, de modo que produzcan el mismo momento alrededor del eje z 
(neutro), se tiene 


E je dz dy = E^en dz dy 


O bien 


n = — 


El 

El 


(6-20) 



Variación de la deformación normal 
(vistade perfil) 

(b) 



y 



Variación del esfuerzo flexioname 
(vista de perfil) 

(c) 


Variación del esfuerzo flexionante 


id) 


Hgttni 6-36 
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Variación del esfuerzo fisionante para 
la viga transformada al material (%> 

te> 



Variación del esfuerzo flesionante para la 
viga transformada al material (2) 

(h) 

6-36 (c«nt) 


Este número n adimensional se denomina factor de transformación. I ndi¬ 
ca que la sección transversal, con una anchura b en la viga Original, figura 
6-3óo, debe aumentarse en anchura hasta b 2 = nb en la región donde el 
material 1 se transforma en el material 2, figura 6-36e. 

De manera similar, si el material 2 menos rígido se transforma en el 
material 1 más rígido, la sección transversal será similar a la mostrada en 
la figura 6-36 f. Aquí la anchura del material 2 se ha cambiado a b t = n'b, 
donde rí = E 2 ¡E y En este caso el factor de transformación rí será menor 
que uno ya que E x > E T En otras palabras, se requiere menor cantidad del 
material más rígido para soportar el momento. 

Una vez que la viga compuesta se ha transformado en una viga de un 
solo material, la distribución del esfuerzo normal sobre la sección transver¬ 
sal transformada será lineal, como se muestra en la figura 6-36g O 6-3 6h. 
En consecuencia, es posible determinar el centroide (eje neutro) y el mo¬ 
mento de inercia del área transformada para después aplicar la fórmula de 
la flexión de la manera habitual, a fin de determinar el esfuerzo en cada 
punto de la viga transformada. El esfuerzo en la viga transformada será 
equivalente al esfuerzo en el mismo material de la viga real; sin embargo, 
el esfuerzo que se encuentre en el material transformado debe multipli¬ 
carse por el factor de transformación n (o n 1 ), como el área del material 
transformado, dA'=ndz dy.es n veces el área del material real dA =dzdy. 
Es decir, 

dF = <7 dA = o'dA' 
o dz dy = a'n dz dy 

o = no’ (6-21) 

En el ejemplo 6.17 se ilustra numéricamente la aplicación del método 
de la sección transformada. 
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*6.7 Vigas de concreto reforzado 


Todas las vigas sometidas a flexión pura deben resistir tanto esfuerzos de 
tensión como de compresión. Sin embargo, el concreto es muy susceptible 
al agrietamiento cuando se encuentra en tensión, y por lo tanto no resulta 
adecuado por sí mismo para resistir un momento flexionante.* Para evitar 
este inconveniente, los ingenieros colocan varillas de acero de refuerzo 
dentro de una viga de concreto en una ubicación donde el concreto se 
encuentre en tensión, figura 6-37 a. Para ser más eficaces, estas barras se lo¬ 
calizan tan lejos como sea posible de! eje neutro de la viga, de modo que el 
momento creado por las fuerzas desarrolladas en ellas sea mayor respecto 
al eje neutro. Además, se requiere que las varillas tengan algo de cubierta 
de concreto para protegerlas de la corrosión o pérdida de resistencia en 
caso de incendio. Los códigos utilizados para el diseño real de concreto 
reforzado suponen que la capacidad del concreto no soportará ninguna 
carga de tensión, ya que su posible agrietamiento es impredecible. Como 
resultado, se asume que la distribución de esfuerzos normales que actúan 
sobre el área de la sección transversal de una viga de concreto reforzado es 
similar a la mostrada en la figura 6-37 b. 

El análisis de esfuerzos requiere la ubicación del eje neutro y la deter¬ 
minación del esfuerzo máximo en el acero y el concreto. Para ello, primero 
se transforma el área del acero A nt en un área equivalente de concreto 
empleando el factor de transformación n = £ ac /£ conc . Esta relación, que da 
n>l, requiere una cantidad “mayor” de concreto para remplazar el acero. 
El área transformada es nA^ y la sección transformada es similar a la mos¬ 
trada en la figura 6-37c. Aquí d representa la distancia que hay desde la 
parte superior de la viga hasta la del acero (transformado), b es la anchura 
de la viga, y A' es la distancia aún desconocida desde la parte superior de la 
viga hasta el eje neutro. Para obtener A', se requiere que el centroide C del 
área de la sección transversal transformada se encuentre sobre el eje neu¬ 
tro, figura 6-37c. Por lo tanto, el momento de las dos áreas alrededor del 
qe neutro, 2 y A, debe ser cero, ya que y = 2 y A/2 A = 0. Por lo tanto. 




Una vez que se obtiene A r a partir de esta ecuación cuadrática, se encuen¬ 
tra la solución de la forma habitual para obtener el esfuerzo en la viga. En 
el ejemplo 6.18 se ilustra numéricamente la aplicación de este método. 


♦Una inspección del diagrama particular de esfuerzo-deformación en la figura3-11 revela 
que el concreto puede ser 12i veces más resis tente en compresión que en tensión. 



concreto se agrieta 
dentro de esta región. 


íb> 



N 


(O 

Figura 6-37 
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EJEMPLO 


6.17 


Una viga compuesta está fabricada de madera y reforzada con una fran¬ 
ja de acero situada en su parte inferior. Tiene el área de la sección trans¬ 
versal mostrada en la figura 6-38o. Si la viga se somete a un momento 
fiexionante de M = 2 kN ■ m, determine el esfuerzo normal en los pun¬ 
tos B y C. Considere que E w = 12 GPa y =200 GPa. 


0 mtn 


150 m m 



& 


M = 2tN-m 



Propiedades de la sección. Aunque la elección es arbitraria, aquí 
se transformará la sección en una viga fabricada completamente de ace¬ 
ro. Como el acero tiene una mayor rigidez que la madera > E w ), la 
anchura de la madera debe reducirse a una anchura equivalente para el 
acero. Por consiguiente, n debe ser menor que uno. Para que esto sea 
así, n = Ey/E ac , de modo que 

12 GPa 

6 ae = nby = 200 GP a ( 150 mm ) = 9 mm 

En la figura 6-386 se muestra la sección transformada. 

La ubicación del centroide (eje neutro), calculada desde un eje de 
referencia situado en la parte inferior de la sección, es 

SyA [0.01 m](0.02 m){0.150 m) + [0.095 m] (0.009 m){0.150 m) 


y = 


2A 


Í¡VM = 


0.02 m(0.150 m) + Ü009 m {0.150 m) 

Por lo tanto, el momento de inercia respecto al eje neutro es 


- 0.03638 m 


.12 


{0.150 m)(0.02 m) 3 + (0.150 m){0.02 m)(a03638 m - 0.01 m) 3 


~(0.009 m){0.150 m) 3 + (0.009 m)(0.150 m)(0.095 m - 0.03638 mf 

1Z 

= 9.358{10 -6 ) m 4 
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EJEMPLO 6.18 



bar ras de 1 pulg 
de diámetro 

00 


2pulg 


—12 pulg— 


N ■ 


i—r 

16pulg 

J — Á 


T7I 


A' = 12,65 pulg 2 


(b) 


1.72 ksi 



La viga de concreto reforzado tiene el área de la sección transversal 
mostrada en la figura 6-39a. Si se somete a un momento flexionante de 
M =60 kip ■ pie, determine el esfuerzo normal en cada una de las vari¬ 
llas de acero de refuerzo y el esfuerzo normal máximo en el concreto. 
Considere que £l c = 29(1Q 3 ) ksi y = 3.6(1Q 3 ) ksi. 

SOLUCIÓN 

Como la viga está fabricada de concreto, en el siguiente análisis no se 
tomará en cuenta Su resistencia para soportar un esfuerzo de tensión. 

Propiedades de la sección. El área total de acero, A ae = 2[-jt( 0.5 
pulg) 2 ] = 1.571 pulg 1 se transformará en un área equivalente de concre¬ 
to, figura 6-3 9b. Aquí 

29(10*) ksi 


A' = nA AC = 


: (1.571 pulg 2 ) = 12.65 pulg 


3.6(10*) ksi 


Se requiere que el centroide esté sobre el eje neutro. Así, 2 y A ~ 0, 


O bien 


12 pulg {/r') 


h 1 


Al despejar la raíz positiva, 


12.65 pulg 2 (16pulg - h') = 0 
h' 1 + 2.1 lh' - 33.7 = 0 

h' = 4.85 pulg 


Utilizando este valor de h\ el momento de inercia de la sección trans¬ 
formada respecto al eje neutro es 


/ = 


— (12 pulg )(4.85 pulg) 3 + 12 pulg (4.85 pulg) 


(^)1 


+ 12.65 pulg 2 (16 pulg - 4.85 pulg) 2 = 2029 pulg 4 
Esfuerzo normal. Al aplicar la fórmula de la flexión en la sección 
transformada, el esfuerzo normal máximo en el concreto es 

[60 kip ■ pie (12 pulg /pie)](4.85 pulg) 

(comcW “ 2029 pulg 4 - 1.72 ksi Resp. 

El esfuerzo normal resistido por la franja “de concreto” que sustituyó 
a la de acero, es 

[60 kip ■ pie (12 pulg /pie)](l6 pulg - 4.85 pulg) 


F 0QHC 


2029 pulg 4 


= 3.96 ksi 


Por lo tanto, el esfuerzo normal en cada una de las dos varillas de re¬ 
fuerzo es 

'29(10*) ksi' 


^"ae ^’ocmc 


/ 29(10*) ksi \ 
" \3¿(10*) ksi } 


„ .3.96 ksi = 31.9 ksi Resp. 

.6(10*) ksi,’ 

La distribución del esfuerzo normal se muestra gráficamente en la figu¬ 
ra 6-39c. 
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*6.8 Vigas curvas 


La fórmula de la flexión es aplicable para un elemento recto, ya que se 
demostró que la deformación normal dentro de dicho elemento varía li- 
ne ai mente desde el eje neutro. Sin embargo, si el elemento es curvo, esta 
suposición se vuelve inexacta, por lo que debe desarrollarse otro método 
para describir la distribución de esfuerzos. En esta sección se considerará 
d análisis de una viga curva, es decir, un elemento que tiene un eje curvo 
y está sometido a flexión. Entre los ejemplos típicos se incluyen ganchos y 
eslabones de cadena. En todos los casos, los elementos no son delgados, 
sino que tienen una curva cerrada y sus dimensiones transversales son 
grandes en comparación con su radio de curvatura. 

En el análisis siguiente se supone que la sección transversal es constante 
y que tiene un eje de simetría perpendicular a la dirección del momento M 
aplicado, figura 6-40a. Además, el material es homogéneo e isotrópico, y 
se comporta de manera elástico lineal cuando se le aplica la carga. Como 
en el caso de una viga recta, también se asumirá que las secciones transver¬ 
sales de los elementos siguen siendo planas después de aplicar el momento. 
Además, no se tomará en cuenta cualquier distorsión de la sección trans¬ 
versal dentro de su propio plano. 

Para realizar el análisis, en la figura 6-40a se identifican tres radios que 
se extienden desde el centro de curvatura O' del elemento. Aquí r hace 
referencia a la ubicación conocida del centroide para el área de la sección 
transversal, R se refiere a la ubicación no especificada del eje neutro y r 
localiza el punto arbitrario O elemento de área dA sobre la sección trans¬ 
versal. 



Este gancho de grúa representa un ejemplo 
típico de una viga curva, 


M 


Centroide 



ía> 

Maura 6-40 
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Si se aísla un segmento diferencial de la viga, figura 6-40 b, el esfuerzo 
tiende a deformar el material de manera que cada sección girará un ángulo 
S&/2, Ahora se determinará la deformación normal e en la franja (o línea) 
de material ubicada en r. Esta franja tiene una longitud original refigura 
6-4Q&. Sin embargo, debido a las rotaciones de <50/2, el cambio total en la 
longitud de la franja es igual a S0(ií - r). En consecuencia, e = 89(R—r)/r 
d&. Si se hace k = 80/d$ t que es la mism a para cualquier franja en particular, 
se tiene e= k(R—r)/r. A diferencia del caso de las vigas rectas, aquí se pue¬ 
de ver que la deformación normal es una función no lineal de r, de hecho, 
varía en forma hiperbólica. Esto ocurre aun cuando la sección transversal 
de la viga se mantiene plana después de la deformación. Si el material si¬ 
gue siendo elástico lineal, entonces a = Ee y por lo tanto 

ít = Eki^-y'-j ( 6 - 22 ) 

Esta variación también es hiperbólica y, como ya se ha establecido, es po¬ 
sble determinar la ubicación del eje neutro y relacionar la distribución del 
esfuerzo con el momento interno resultante M. 

Para obtener la ubicación R del eje neutro, se requiere que la fuerza 
interna resultante causada por la distribución del esfuerzo que actúa sobre 
la sección transversal sea igual a cero; es decir, 


F* = SF,; 


1 

H^) 


odA = 0 

dA = 0 


TABLA 6-1 

Forma 

a r 

b¡1 

£ 

bla^- 

1 


- r 2-—| 

Vi 

} ~j <,X) 

t r\ 

2c ( + 

1 V 

Mí 

l 

1 

*i1 

u 

1 

s~i 



Como Eky R son constantes, se tiene 


Al despejar R resulta 



(6-23) 


Aquí 

R = la ubicación del eje neutro, especificado desde el centro de 
curvatura O'del elemento 
A = el área de la sección transversal del elemento 
r— la posición arbitraria del elemento de área dA sobre la sección 
transversal, especificada desde el centro de curvatura O' del ele¬ 
mento 


La integral de la ecuación 6-23 se ha evaluado para secciones transver¬ 
sales con distintas geometrías y los resultados para algunas de las formas 
más comunes se presentan en la tabla 6-1. 
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Con e! fin de relacionar la distribución del esfuerzo con el momento 
(lesionante resultante, se requiere que el momento interno resultante sea 
igual al momento de la distribución del esfuerzo calculado respecto al eje 
neutro. A partir de la figura 6-40a, el esfuerzo <r, que actúa sobre el ele¬ 
mento de área dA y se ubica a una distancia y desde el eje neutro, crea un 
momento alrededor del eje neutro de dM = y(a dA). Para toda la sección 
transversal, se requiere que M = jyadA. Como y = R-r t y <restá definida 
por la ecuación 6-22, se tiene 

M = j (R- r)Ek(^-~^dA 

Mediante una expansión, se observa que Ek y R son constantes, entonces 

M = Ekí R 2 — - 2R dA + / rdA 
\ Ja r J A J A 

La primera integral es equivalente a AjR tal como se determinó a partir 
de la ecuación 6-23, y la segunda integral es simplemente el área A de la 
sección transversal. Si se toma en cuenta que la ubicación del centroide 
de la sección transversal se determina a partir de r = JrdA/A, la tercera 
integral puede sustituirse por f. Por lo tanto, 

M = EkA(r - R) 

Pot último, si se despeja Ekde la ecuación 6-22, se sustituye en la ecuación 
anterior y se despeja <r, resulta 



M(R - r ) 
Ar(r — R) 


(6-24) 


Aquí 

cr = el esfuerzo normal en el elemento 

M = el momento interno, determinado con base en el método de las 
secciones y las ecuaciones de equilibrio; se calcula alrededor del eje 
neutro de la sección transversal. Este momento es positivo si tiende 
a aumentar el radio de curvatura del elemento, es decir, tiende a 
enderezar el elemento 

A = el área de sección transversal del elemento 

R- h distancia medida desde el centro de curvatura hasta el eje neu¬ 
tro; se determina a partir de la ecuación 6-23 

r= la distancia medida desde el centro de curvatura hasta el centroide 
de la sección transversal 

r - la distancia medida desde el centro de curvatura hasta el punto 
donde debe determinarse el esfuerzo a 
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Vbriacián del esfuerzo fie ¡donante 
(vísta de perfil) 


A partir de la figura 6-40a, r = R — y. Además, la distancia constante y 
usualmente muy pequeña entre el eje neutro y el centroide es e = r - R. 
Cuando estos resultados se sustituyen en la ecuación 6-24, también se pue¬ 
de escribir 


My 

Ae(R - y) 


(6-25) 


<0 



B 



<y 

<e> 

lisura 6-40 (cent.) 


Estas dos ecuaciones representan dos formas distintas de la expresión 
conocida como fámula de la viga curva , que al igual que la fórmula de la 
flexión puede usarse para determinar la distribución del esfuerzo normal 
en un elemento curvo. Como ya se dijo, esta distribución es hiperbólica; en 
las figuras 6-4Qc y 6-4Qd se muestra un ejemplo. Como el esfuerzo actúa a 
lo largo de la circunferencia de la viga, en ocasiones se denomina esfuerzo 
circunferencial. Observe que debido a la curvatura de la viga, el esfuerzo 
circunferencial creará una componente correspondiente del esfuerzo ra¬ 
dial, denominado así porque la componente actúa en la dirección radial. 
Para mostrar cómo se desarrolla, considere el diagrama de cuerpo libre 
del segmento mostrado en la figura 6-40e. Aquí, el esfuerzo radial a r es 
necesario porque crea la fuerza dF r ,la cual es necesaria para equilibrar las 
dos componentes de las fuerzas circunferenciales ¿fFque actúan a lo largo 
de la línea O'B. 

Algunas veces. Eos esfuerzos radiales dentro de los elementos curvos 
pueden ser importantes, en especial si el elemento está hecho de láminas 
delgadas y dF tiene, por ejemplo, la forma de una sección en I. En este 
caso, el esfuerzo radial puede llegar a ser tan grande como el esfuerzo cir¬ 
cunferencial y, por lo tanto, el elemento debe diseñarse para resistir ambos 
tipos de esfuerzo. Sin embargo, en la mayoría de los casos estas tensiones 
no se toman en cuenta, sobre todo si el elemento tiene una sección sólida. 
Aquí, la fórmula de la viga curva da resultados que concueTdan de manera 
cercana con los encontrados mediante la experimentación o por medio de 
un análisis matemático basado en la teoría de la elasticidad. 

Por lo general, la fórmula de la viga curva se usa cuando la curvatura del 
elemento es muy pronunciada, como en el caso de los ganchos O anillos. 
Sin embargo, si el radio de curvatura es mayor que cinco veces la profundi¬ 
dad del elemento ,fórmula de la flexión suele utilizarse para determinar 
el esfuerzo. Por ejemplo, para las secciones rectangulares en las que esta 
relación es igual a 5, el esfuerzo normal máximo determinado mediante 
la fórmula de la flexión será aproximadamente 7 por ciento menor que 
su valor cuando se calcula por medio de la fórmula de la viga curva. Este 
error se reduce aún más cuando la relación del radio de curvatura sobre la 
profundidad es mayor a 5.* 


♦Vea. por ejemplo, Boresi, A. P. et ai., Advanced Mechantes of Materials. 3a. ed„ p. 333, 
1978, John Wiley Se Sons, Nueva York. 
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Puntos importantes 


La fórmula de la viga curva debe utilizarse para determinar el esfuerzo circunferencial en una viga cuando 
el radio de curvatura es menor a cinco veces la profundidad de la viga. 

' Debido a la curvatura de la viga, la deformación normal en ésta no varía linealmente con la profundidad 
como en el caso de una viga recta. En consecuencia, el eje neutro no pasa por el centroide de la sección 
transversal. 

• Por lo general, la componente del esfuerzo radial causada por la flexión puede pasarse por alto, en espe¬ 
cial si la sección transversal es una sección sólida y no está fabricada de láminas delgadas. 


Procedimiento de análisis 


Si se desea aplicar la fórmula de la viga curva, se sugiere aplicar el 
siguiente procedimiento. 

Propiedades de la sección. 

Determine el área A de la sección transversal y la ubicación r 
del centroide, medida desde el centro de curvatura. 

Encuentre la ubicación R del eje neutro mediante la ecuación 
6-23 O la tabla 6-1. Si el área de la sección transversal es “com¬ 
puesta” y consiste de n partes, determine JdA ¡r para cada parte. 
Entonces, a partir de la ecuación 6-23, para toda la sección, R = 
'2Af£(fdA/r). En todos los casos, R<r. 

Esfuerzo normal. 

• El esfuerzo normal situado en un punto r alejado del centro de 
curvatura se determina con base en la ecuación 6-24. Si la dis¬ 
tancia y al punto se mide desde el eje neutro, entonces encuen¬ 
tre e = r ~~R y use la ecuación 6-25. 

Como f — R suele producir un número muy pequeño, lo mejor 
es calcular r y R con la precisión suficiente para que la resta 
conduzca a un número e que tenga al menos cuatro cifras signi¬ 
ficativas. 

Si el esfuerzo es positivo será de tensión, y si es negativo será de 
compresión. 

La distribución del esfuerzo puede graficarse para toda la sec¬ 
ción transversal, o bien puede aislarse un elemento de volumen 
del material y utilizarlo para representar el esfuerzo que actúa 
en el punto de la sección transversal donde se ha calculado di¬ 
cho esfuerzo. 











La barra curva tiene la sección transversal que se muestra en la figura 
6-41 a. Si se somete a los momentos de flexión de 4kN ■ m, determine el 
esfuerzo máximo normal desarrollado en la barra. 



(a) 


Figuro 6-41 


SOLUCIÓN 

Momento interno. Cada sección de la barra está sometida al mis¬ 
mo momento resultante interno de 4 kN ■ m. Como este momento 
tiende a disminuir el radio de curvatura de la barra, es negativo. Así, 
M — —4 kN > m, 


Propiedades de la sección. Aquí se considerará que la sección 
transversal está compuesta por un rectángulo y un triángulo. El área 
total de la sección transversal es 

24 = (0.05 m) 2 + | (0.05 m) (0.03 m) = 3.250 (1Q“ 3 ) m 2 

La ubicación del centroide se determina con referencia al centro de cur¬ 
vatura, es decir el punto O', figura 6-41a. 


r = 


X7A 

XA 

[0.225 m](0.05 m)(0.05m) + [0.260 m] 1(0.050 m)(0.030 m) 


= 0123308 m 


3.250(10 -3 ) m 2 
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Es posible encontrar f A dA¡r para cada parte con base en la tabla 6-1. 
Para el rectángulo, 

f— = 0.05 míln ?'^” 1 ) = 0.011157 m 
Ja r \ 0.200 m / 

Y para el triángulo. 



{0.05 m)((1280 m) / 0.280 m\ 
{Q280 m - 0.250 m) v" 0.250 m) 


- 0L05 m = 0.0028867 m 


Así, la ubicación del eje neutro se determina a partir de 


R = 


XA 



3.250(10“ 3 ) m 1 
a011157 m + 0.0028867 m 


= 0.23142 m 


Observe que R < r tal como se esperaba. Además, los cálculos se rea¬ 
lizaron con una precisión suficiente de modo que (? — R) = 0.23308 m 
— 0.23142 m = 0.00166 m es ahora con una precisión de tres cifras sig¬ 
nificativas. 

Esfuerzo normal. El esfuerzo normal máximo se produce en A o 
bien en B. AJ aplicar la fórmula de la viga curva para calcular el esfuer¬ 
zo normal en B, r B =0.200 m, se tiene 



M(R - r B ) _ {-4 kN-m)(0.23142 m - 0.200 m) 
aB ~ Ar B {r - R) ~ 3.250(10“ 3 ) nr{0.200 m)(0.00166 m) 

= -116 MPa 

En el punto A, r A = 0.280 m, y el esfuerzo normal es 

M(R - r A ) (-4 kN ■ m){0.23142 m - 0.280 m) 

* A ~ Ar 4 {? - R) “ 3.250(UT 3 ) m 2 (0.280 m)(0.00166 m) 

= 129 MPa Resp. 



116 MPa 


129 MPa 


Por comparación, el esfuerzo normal máximo ocurre en A. En la figura 
6-41£> se muestra una representación bidimensional de la distribución 
del esfuerzo. 


<b) 

1'tgira 641 (coiitl 
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l-ígira 6*42 


6.9 Concentraciones de esfuerzo 

La fórmula de la flexión no puede usarse para determinar la distribu¬ 
ción de esfuerzos en las regiones de un elemento donde el área de la sección 
transversal cambia de manera súbita, ya que las distribuciones del esfuer¬ 
zo normal y de la deformación en la sección se vuelven no lineales. Los 
resultados sólo se pueden obtener mediante la experimentación o, en al¬ 
gunos casos, con la teoría de la elasticidad. Entre las discontinuidades más 
comunes se incluyen los elementos que tienen muescas en sus superficies, 
figura 6-42a, orificios para el paso de sujetadores u otros dispositivos, fi¬ 
gura 6-426, o cambios abruptos en las dimensiones externas de la sección 
transversal del elemento, figura 6-42c. El esfuerzo normal máximo en cada 
una de estas discontinuidades se produce en la sección tomada a través del 
área transversal más pequeña. 

Para el diseño, sólo suele ser importante conocer el esfuerzo normal 
máximo desarrollado en estas secciones, no la distribución del esfuerzo 
real. Al igual que en los casos anteriores de las barras cargadas axialmente 
y los ejes cargados en torsión, es posible obtener el esfuerzo normal máxi¬ 
mo debido a la flexión empleando un factor de concentración del esfuerzo 
K. Por ejemplo, en la figura 6-43 se dan los valores de K para una barra 
plana que tiene un cambio en su sección transversal usando filetes. Para 
utilizar este gráfico basta con encontrar la relaciones geométricas w/h y 
r/h, y luego determinar el valor correspondiente de K para una geometría 



r_ 

h 



0 (U 02 03 0,4 0i 


r_ 

h 


latirá 6-44 


Figura 6-43 
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particular. Una vez que se obtiene iT,el esfuerzo flexión ante máximo mos¬ 
trado en la figura 6-45 se determina a partir de 


=k M£ 


(6-26) 





Figw» 6-45 


Del mismo modo, la figura 6-44 puede usarse si la discontinuidad consiste 
en ranuras o muescas circulares. 

Al igual que en las cargas axial y de torsión, la concentración del esfuer¬ 
zo por flexión siempre debe tenerse en cuenta al disertar elementos de ma¬ 
teriales frágiles o aquellos que estarán sometidos a fatiga o cargas cíclicas. 
Además, tenga en cuenta que los factores de concentración del esfuerzo se 
aplican sólo cuando el material está sujeto a un comportamiento elástico. 
Si el momento aplicado causa la ccdencia del material, como en el caso de 
los materiales dúctiles, el esfuerzo se redistribuye en todo el elemento y el 
esfuerzo máximo que resulte será menor que el determinado con factores 
de concentración del esfuerzo. Este fenómeno se analiza en la siguiente 
sección. 



En las esquinas afiladas del dintel de esta 
ventana se producen concentraciones de 
esfuerzo causadas por la flexión, las cuales 
son responsables de la grieta que se ve en 
la esquí na. 


Puntos importantes 


Las concentraciones de esfuerzos ocurren en puntos donde hay 
un cambio súbito en la sección transversal, causado por muescas 
y orificios, porque aquí el esfuerzo y la deformación se vuelven no 
lineales. Cuanto más severo sea el cambio, mayor será la concen¬ 
tración de esfuerzos. 

Para el diseño O análisis, el esfuerzo normal máximo se produce 
en la sección transversal con el área más pequeña. Este esfuerzo 
puede obtenerse empleando un factor de concentración del es¬ 
fuerzo, K, que se ha determinado mediante la experimentación y 
sólo es una función de la geometría del elemento. 

Por lo general, la concentración de esfuerzos en un material dúctil 
sometido a un momento estático no tendrá que ser considerado 
en el diseño; sin embargo, si el material es frágil o se encuentra 
sometido a fatiga, entonces las concentraciones de esfuerzos se 
vuelven importantes. 
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EJEMPLO 6.20 


La transición en el área de la sección transveisal de la barra de acero 
se logra mediante filetes, como se muestra en la figura 6-46a. Si la barra 
está sometida a un momento flexión ante de 5 kN ■ m, determine el es¬ 
fuerzo máximo normal desarrollado en el acero. El límite de elasticidad 


es <r y =500 MPa. 


SOLUCIÓN 


5 kN-m 


124) mm 


-1- r — 16 mm 


30 mm 


El momento crea el mayor esfuerzo en la barra en la base del filete, 
donde el área de la sección transversal es más pequeña. El factor de 
concentración de esfuerzos puede determinarse con base en la figura 
6-43. A partir de la geometría déla barra, se tiene r —16 mm, h =80 mm, 
iv = 120 mm. Por lo tanto, 


5 kN-m 


00 


-í> 

20 mm 


$ 


r 

h 


16 mm 


= 0.2 - = 


120 mm 


= 1.5 


80 mm h 80 mm 

Estos valores dan K = 1.45. Al aplicar la ecuación 6-26, se tiene 

Me <5(ltf)N-m)(0.04m) 

<r mix = K-r- = (1.45) “ — - - -~ = 340 MPa Resp. 

I [^(ft020 m){0.08 m) 3 ] 

Este resultado indica que el acero sigue siendo elástico puesto que el 
esfuerzo está por debajo del esfueizo de cedencia (500 MPa). 

NOTA: La distribución del esfuerzo normal es no lineal y se muestra 
en la figura 6-46£>. Sin embargo, observe que por el principio de Saint- 
Venant, sección 4.1, estos esfuerzos localizados se suavizan y llegan a 
ser lineales al desplazarse (aproximadamente) una distancia de 80 mm 
o más a la derecha déla transición. En este caso,la fórmula de la flexión 
da tr ^ =234MP a, figura 6-46c. Adem ás, te nga en cuent aque I a opción de 
un filete de mayor radió reducirá significativamente tr^, ya que a me¬ 
dida que r aumente en la figura 6-43, K disminuirá. 




Figura 6-46 
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PROBLEMAS 


6-127. La viga compuesta está fabricada de aluminio 6061- 
T6 (A) y latón rojo C83400 (B). Determine la dimensión h 
de la franja de latón de modo que el eje neutro de la viga 
se ubique en la costura de los dos metales, ¿Qué momento 
máximo soportará esta viga si el esfuerzo fiexionante permi¬ 
sible para el aluminio es (o- = 128 MPa, y para el latón 

(<VJ*=35MPa? 

*6*128. La viga compuesta está fabricada de aluminio 
6Q61-T6 (A) y latón rojoC83400 (5). Si la altura h =40 mm ( 
determine el momento máximo que puede aplicarse a la 
viga si el esfuerzo fiexionante permisible para el aluminio es 
= m MPa > y el latón =35 MPa. 


Prohs. 6-127/128 

<6-129. El segmento A de la viga compuesta está fabrica¬ 
do de una aleación de aluminio 2014-T6 y el segmento B 
es de acero A-36. Si w = 0.9 kip/pie, determine el esfuerzo 
fiexionante máximo absoluto desarrollado en el aluminio y 
é acero. Dibuje la distribución del esfuerzo en la sección 
transversal. 

6-130. El segmento A de la viga compuesta está fabrica¬ 
do de una aleación de aluminio 2014-T6 y el segmento B es 
de acero A-36. Si el esfuerzo fiexionante permisible para el 
aluminio y el acero es = 15 ksi y (tr^^ =22 ksi, 

determíne la intensidad máxima permisible w de la carga 
uniformemente distribuida. 


6131. La viga de abeto Douglas está reforzada con franjas 
de acero A-36 en su centro y sus lados. Determine el esfuer¬ 
zo máximo desarrollado en la madera y el acero si la viga 
está sometida a un momento fiexionante de Af = 7,50 kip 
• pie. Dibuje La distribución del esfuerzo que actúa sobre la 
sección transversal. 


y 


05 pulg 05 pulg 05 pulg 



*6-132. La placa superior está fabricada de aluminio 2014- 
T6y se usa para reforzar una viga de plástico Kevlar 49. De¬ 
termine el esfuerzo máximo en el aluminio y en el Kevlar si 
la viga está sometida a un momento de M =900 Ib ■ pie. 

•6-133. La placa superior está fabricada de aluminio 
2014-T6 y se usa para reforzar una viga de plástico Kevlar 
49. Si el esfuerzo fiexionante permisible para el aluminio es 
(‘VtJjü =4í > 1^* y para el Kevlar es =8 ksi. Determi¬ 

ne el momento máximo M que puede aplicarse a la viga. 




3 pulg 
3 pulg 


3pulg 

Probs. 6-129/130 



05 pulg 

Probs. 6-132/133 


6pulg 


05 pulg 
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6-134, El elemento tiene un núcleo de Latón unido a una 
fundición de aceto. Si se aplica un momento de 8 kN ■ m en 
su extremo libre, determine el esfuerzo flexionante máximo 
en el elemento. £= 100 GPa, E =200 GPa. 

br ' AC 


•6-137. Si la viga está sometida a un momento interno de 
M = 45 kN ■ m, determine el esfuerzo flexionante máximo 
desarrollado en la sección A de acero A 36 y en la sección 
i?de aluminio 2014-T6. 


8kNm 



20 nn —— ; 

t00 im 

20 ii 


-m- 

20 mm- 20 mm 

100 mm 

Prob. 6-134 


6-135. El canal de acero se usa para reforzar la viga de 
madera. Determine el esfuerzo máximo en el acero y en la 
madera si la viga está sometida aun momento de Ai =850 Ib 
■ pie. £„ =29(10*) ksi, = 1600 ksi. 



Prob. 6-135 

*6-136. Una viga de abeto blanco se refuerza con franjas 
de acero A-36 en sus partes superior e inferior, como se 
muestra en la figura. Determine el momento flexionante M 
que puede soportar si =22 ksi y =2.0 ksi. 




Prob. 6-137 


6-13S. La viga de concreto está reforzada con tres varillas 
de acero con un diámetro de 20 mm. Suponga que el concreto 
no puede soportar cargas de tensión. Si el esfuerzo de com¬ 
presión permisible pata el concreto es =12.5 MPa y 

el esfuerzo permisible de tensión para el acero es = 

220 MPa, determine la dimensión (/requerida para que tan¬ 
to el concreto como el acero alcancen simultáneamente el 
esfuerzo permisible, A esta condición se le llama “equilibra¬ 
da”. Además, calcule el correspondiente momento interno 
máximo permisible M que se puede aplicar a la viga, los 
módulos de elasticidad para el concreto y el acero son E wn = 
25 GPa y E n =200GPa, respectivamente. 



Proh. 6-136 


IWi. 6-138 
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6-139. La viga está fabricada de tres tipos de plástico que 
se identifican y tienen los módulos de elasticidad mostrados 
en la figura. Determine el esfuerzo flexionante máximo en 
elPVC. 


•6-141. La viga de concreto reforzado se utiliza para so¬ 
portar La carga mostrada. Determine el esfuerzo normal 
máximo absoluto en cada una de las varillas de refuerzo fa¬ 
ldeadas con acero A-36 y el esfuerzo de compresión máxi¬ 
mo absoluto en el concreto. Suponga que el concreto tiene 
una alta resistencia a la compresión y no tome en cuenta su 
resistencia que soporta a tensión. 


5001b 5001b 



3pulg 


l*roh. 6-139 


*6-140. La losa pata piso está fabricada de concreto de 
baja resistencia e incluye una viga I de ala ancha, de acero 
A-36, unida mediante pernos de corte (no se muestran en la 
figura) para formar la viga compuesta. Si el esfuerzo flexio- 
nante permisible para el concreto es (<r ) cpn = 10 MPa, y 
el esfuerzo flexionante permisible para el acero es = 

165 MPa, determine el momento interno máximo permisible 
M que puede aplicarse a La viga. 



Proh. 6-140 


ioí 


Run 


> 


6-142. La viga de concreto reforzado se fabricó usando dos 
varillas de acero como refuerzo. Si desfuerzo de tensión per¬ 
misible para el acero es (¿rj^ = 40 ksi y el esfuerzo 
permisible del concreto a la compresión es (<r wlI( ) = 3 ksi, 
determine el momento M máximo que puede aplicarse a la 
sección. Suponga que el concreto no puede soportar un es- 
fiterzo de tensión. E k =29(10*) ksi, £ c(mc =3.8(10*) ksi. 




4pulg 


pu!g 
de diámetro 


ftob. 6-142 


6-143. Rara la viga curva de la figura 6-4Qs, demuestre que 
cuando el radio de curvatura tiende al infinito, la fórmu¬ 
la de la viga curva,ecuación 6-24, se reduce a la fórmula de la 
flexión, ecuación 6-13. 
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*6-144. El elemento tiene una sección transversal elíptica. 
Si está sometido a un momento de M =50 N ■ m, determine 
d esfuerzo en los puntos jI y B. ¿El esfuerzo en el punto.4', 
que se encuentra cerca de la pared del elemento, es igual al 
del punto j 4? Explique. 

*6-145. El ele mentó tiene una sección tra reversa! elíptica. 
Si el esfuerzo flexionante permisible es ít = 125 MPa, 
determine el momento máximo M que puede aplicarse al 
elemento. 


*6-148. La viga curva está sometida a un momento flexio¬ 
nante de M=900 N ■ m como se muestra en la figura. Deter¬ 
mine el esfuerzo en los puntos A y B, y muestre el esfuerzo 
sobre un elemento de volumen situado en cada uno de estos 
puntos. 

•6-149. La viga curva está sometida a un momento fle¬ 
xionante de M = 900 N - m. Determine el esfuerzo en el 
punto C. 


75 mm 



B 


Prnhs. 6-144/145 



6-146. Determine la mayor magnitud P de las fuerzas 
aplicadas si el esfuerzo flexionante permisible es (<r pei711 ) ( = 
50 MPa en compresión y (<r ), =120 MPa en tensión. 

6-147. Si P = 6 kN, determine los esfuerzos flexiottantes 
máximos en tensión y en compresión para la viga. 


75 mm 



6-150. El codo de la tubería tiene un radio exterior de 0.75 
pulg y un radio interior de 0.63 pulg. Si el ensamble se some¬ 
te a los momentos de M =25 Ib ■ pulg, determine el esfuerzo 
máximo desarrollado en la sección a-a. 



M =25 Ib'pulg 


Probsu 6-146/147 


¡Yoh, 6-1J0 

























Ó.9 Concentraciones de esfuerzo 


333 


6-151. El elemento curvo es simétrico y se encuentra so¬ 
metido a un momento de Ai = 600 Ib ■ pie. Determine el es¬ 
fuerzo flexionante en los puntos vi y B del elemento, además 
muestre el esfuerzo actuando sobre elementos de volumen 
ubicados en esos puntos. 


05 pulg 



*6-152. La barra curva usada en una máquina tiene una 
sección transversal rectangular. Si la barra está sometida a 
un par como el mostrado en la figura, determine los esfuer¬ 
zos máximos en tensión y en compresión que actúan sobre 
la sección a-a. Dibuje en tres dimensiones la distribución del 
esfuerzo sobre la sección. 


a 



Pml>. 6-152 


•6-153. El brazo en C suspendido del techo se emplea para 
sostener una cámara de rayos X usada en diagnósticos mé¬ 
dicos. Si la cámara tiene una masa de 150 kg, con su centro 
de masa en G, determine el esfuerzo fiexionante máximo en 
la sección A. 



6-154. La pinza circular de resorte produce una fuerza de 
compresión de 3 N sobre las placas. Determine el esfuerzo 
flexionante máximo producido en vi del resorte. Éste tiene 
una sección transversal rectangular como se muestra en la 
figura. 

6-155. Determine la fuerza de compresión máxima que la 
pinza de resorte puede ejercer sobre las placas si el esfuerzo 
fiexionante permisible para la pinza es <r { =4MPa, 










































334 


Capítulo 6 Flexión 


*6-156. Mientras está en vuelo, la costilla curva del jet se 
encuentra sometida a un momento esperado de Ai = 16 N ■ 
m en la sección, Determine el esfuerzo ñexionante máximo 
en esta sección de la costilla, y dibuje una vista tridimensio¬ 
nal de la distribución del esfuerzo. 



■6-157. Si el radio de cada muesca en la placa es r = 0,5 
pulg, determine el mayor momento que puede aplicarse. El 
esfuerzo ñexionante permisible para el material es <r = 
ISksi. 

6-158. La placa simétrica con muescas está sometida a 
flexión. Si el radio de cada muesca es r = 0.5 pulg y el mo¬ 
mento aplicado es Ai = 10 kip - pie, determine el esfuerzo 
ftexionante máximo en la placa. 


r- 

■—i 

r " ; 

¡ 

r 

i 

i 

125 

pulg 

_J 

_ 1 


IVciIk. 6-157/158 

6-159. La barra está sometida a un momento de M =40 N 
■ m. Determine el menor radio r de los filetes, de tal forma 
que el esfuerzo ñexionante permisible de = 124 MPa 
no sea superado. 

*6-160. La barra está sometida a un momento de M = 17.5 
N ■ m, Si r =5 mm, determine el esfuerzo ñexionante máxi¬ 
mo en el material. 


80 mm 


20 mm 

1 7 mm i 

s -!-% 

1 —i—* 



•6-161. La barra con muescas está simplemente apoyada y 
se somete a dos fuerzas P. Determine la mayor magnitud de 
P que puede aplicarse sin ocasionar la cedencia del material. 
La barra está fabricada de acero A-36 y cada muesca tiene 
un radio de r =0.125 pulg. 

6-162, La barra con muescas está simplemente apoyada 
yse sometealas dos cargas, cada una con una magnituddejP= 
100 Ib. Determine el esfuerzo ñexionante máximo desarro¬ 
llado en la barra y dibuje la distribución del esfuerzo ñexio¬ 
nante que actúa sobre la sección transversal en el centro de 
la barra. Cada muesca tiene un radio de r =0.125 pulg. 


P P 

1_ I _"íí^ 5 



-f^-T-7^— 

U5 pulg 

“T 

1.75 pulg 







20pulg 

20 pulg 

20 pulg 

20 pulg 


í’mlks, 6-161/162 


6-163. Determine la longitud L de la porción central de 
la barra de tal forma que los esfuerzos ñexionantes máxi¬ 
mos en A, B y C sean iguales. La barra tiene un grosor de 
10 mm. 


350 N 

60 mm I 40 mm 

7 mm | |_7 mm i 


j— 200 mm —|-—-j--j —|— 200 mm —| 

Ptub, 6-163 

*6-164. La barra escalonada tiene un grosor de 15 mm. 
Determine el momento máximo que puede aplicarse en 
sus extremos, si está hedía de un material con un esfuerzo 
ñexionante permisible de <r pt¡rm =200 MPa. 

45 m m 




Ptobs* 6-159/IAO 


l*roh. 6*164 
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*6.10 Flexión inelástica 


Las ecuaciones para determinar el esfuerzo normal debido a la flexión que 
$e han desarrollado hasta ahora sólo son válidas si el material se comporta 
de manera elástica lineal. Si el momento aplicado hace que el material 
ceda, entonces debe emplearse un análisis plástico a fin de determinar la 
distribución del esfuerzo. Para la flexión de elementos rectos deben cum¬ 
plirse tres condiciones. 


Distribución lineal de la deformación normal. Con base 
sólo en consideraciones geométricas, en la sección 6.3 se demostró que las 
deformaciones normales siempre varían linealmente desde cero en el eje 
neutro de la sección transversal hasta un valor máximo en el punto más 
alejado del eje neutro. 

Fuerza resultante igual a cero. Como sólo existe un momento 
interno resultante que actúa sobre la sección transversal, la fuerza resul¬ 
tante causada por la distribución del esfuerzo debe ser igual a cero. De¬ 
bido a que <x crea una fuerza de dF= adA sobre el área dA, figura 6-47, 
entonces para toda el área A de la sección transversal, se tiene 



F ft ='SF x \ jad A m 0 (6-27) 

Esta ecuación proporciona un medio para obtener la ubicación del eje 
neutro. 



Momento resultante. El momento resultante en la sección debe 
ser equivalente al momento causado por la distribución del esfuerzo res¬ 
pecto al eje neutro. Como el momento de la fuerza dF=adA alrededor 
del eje neutro es dM=y(adA), figura 6-47, entonces al sumar los resulta¬ 
dos en toda la sección transversal, se obtiene 


(M r ) s = ZAf,; M = Jj{<rdA) (6-28) 

Estas condiciones de geometría y carga se usarán ahora para mostrar la 
forma de determinar la distribución del esfuerzo en una viga, cuando ésta 
se encuentra sometida a un momento interno resultante que causa la ce- 
dencia del material. A lo largo del análisis se supondrá que el material tiene 
el mismo diagrama de esfuerzo-deformación tanteen tensión como en com¬ 
presión. Por simplicidad, se considerará primero que la viga tiene un área 
transversal con dos ejes de simetría; en este caso, un rectángulo con altura 
h y anchura b, como se muestra en la figura 6-48a. Se considerarán dos 
casos de carga que son de especial interés. 
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Cq 

H 


«. 1 
f Y*] 

r 

r 

i -Í3 

^ i 


Vi 

t 

\ 


y 


Distribución de la deformación 
{vista de perfil) 


ib) 


<7 



Diagrama esfuerzo-deformación 
{región elastoplástica) 

(c) 


Momento plástico. Algunos materiales, como el acero, tienden a 
exhibir un comportamiento elástico-perfectamente plástico cuando el es¬ 
fuerzo en el material llega a tr y . Si el momento aplicado M = M y es apenas 
suficiente para producir la cedencia en las fibras superiores e inferiores de 
la viga como se muestra en la figura 6-486, entonces es posible determinar 
M y usando la fórmula de la flexión <r y = M y (k/2)/[bh 3 fí2] o bien 


My ~ 



(6-29) 


Si el momento interno M > M y , el material en las partes superior e 
inferior de la viga comenzará a ceder, lo que ocasiona una redistribución 
del esfuerzo en la sección transversal hasta que se desarrolla el momento 
interno M requerido. Si esto causa una distribución del esfuerzo normal 
como la mostrada en la figura 6-486, entonces la correspondiente distri¬ 
bución normal del esfuerzo se determina a partir del diagrama esfuerzo- 
deformación de la figura 6-48c. Aquí, las deformaciones e,, € yt e 2 corres¬ 
ponden a situaciones de esfuerzo cr,, cr y , <r 2 , respectivamente. Cuando 
éstos y Otros esfuerzos como ellos Se trazan en la sección transversal, Se 
obtiene la distribución del esfuerzo mostrada en las figuras 6-484 o 6-48e. 
Aquí los “bloques” de esfuerzo en tensión y en compresión se componen 
cada uno de bloques rectangulares y triangulares. Las fuerzas resultantes 
que producen son equivalentes a sus volúmenes. 

1 

Ti = C\ = -yycryb 


Ti - C 2 - 



Debido a la simetría, se satisface la ecuación 6-27 y el eje neutro pasa por 
el centroide de la sección transversal como se muestra en la figura. El mo¬ 
mento M aplicado puede relacionarse con el esfuerzo de cedencia cr y me¬ 
diante la ecuación 6-28. A partir de la figura 6-4Se, se requiere 



M = T (b) + + T { yv + 5(2 - VI 

+ C 2 [yK + ;(f->v)] 

= 2(ij* <,,*)(§») + z[(* - jr y j<r,í,][í(| + jv)] 




<TY 

Vy 


Distribución del esfuerzo 
{vistade perfil) 

id) 


Cedencia 

plástica 


ffiglIFU fililí 
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O si se usa la ecuación 6-29 



(6-30) 


Como se observa en la figura 6-48e, M produce dos zonas de eedencia plás¬ 
tica y un núcleo elástico en el elemento. La frontera entre ellos se encuen¬ 
tra a una distancia ±y Y del eje neutro. A medida que aumenta la magnitud 
de M, y Y se aproxima a cero. Esto haría que el material fuese completa¬ 
mente plástico y entonces la distribución del esfuerzo sería similar a la 
mostrada en la figura 6-48/. A partir de la ecuación 6-30 oony y = 0, o si se 
encuentran los momentos de los “bloques” de esfuerzo alrededor del eje 
neutro, es posible escribir este valOT límite como 



(6-31) 


Mediante el uso de las ecuaciones 6-29 o 6-30 con y = 0, se tiene 



(6-32) 


Este momento se conoce como el momento plástico. Su valor se aplica 
sólo para una sección rectangular, dado que el análisis depende de la geo¬ 
metría de la sección transversal. 

Las vigas usadas en construcciones de acero se diseñan en ocasiones 
para resistir un momento plástico. Cuando éste es el caso, los códigos sue¬ 
len listar una característica de diseño para una viga llamada el factor de 
forma. El factor de forma se define como la relación 



(6-33) 


Este valor especifica la capacidad de momento adicional que una viga pue¬ 
de soportar más allá de su momento elástico máximo. Por ejemplo, a par¬ 
tir de la ecuación 6-32, una viga con sección transversal rectangular tiene 
un factor de forma de k = 1.5. Por lo tanto, esta sección soportará un mo¬ 
mento flexionante 50 por ciento más grande que su momento elástico 
máximo cuando se vuelva completamente plástica. 



<z v 

Momento plástico 
<0 


l isura 6-48 (conf.) 
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Esfuerzo residual. Cuando el momento plástico se retira de la viga, 
en ésta se desarrollará un esfuerzo residual. Con frecuencia, este esfuer¬ 
zo es importante al considerar la fatiga y otros tipos de comportamiento 
mecánico, por lo cual será necesario analizar un método para calcularlo. 
Con el fin de explicar cómo se hace esto, se supondrá que M p ocasiona 
que el material en las partes superior e inferior de la viga se deforme hasta 
e, e y ), como lo demuestra el punto B sobre la curva a-e en la figura 
6-49a. Al retirar este momento, el material recuperará parte de la defor¬ 
mación en forma elástica siguiendo la trayectoria discontinua BC. Como 
esta recuperación es elástica, se puede superponer sobre la distribución del 
esfuerzo en la figura 6-49¿> una distribución de esfuerzo lineal causada por 
la aplicación del momento plástico en la dirección opuesta, figura 6-49c. 
Aquí, el esfuerzo máximo denominado módulo de ruptura para la flexión, 
a r y puede determinarse a partir de la fórmula de la flexión cuando la viga 
está cargada con el momento plástico. Se tiene 



(n» 5 } (¿M 3 ) 



a ■ 


O-Y 

ñ 

. Carga 

elastoplástica ¡ 
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(a) 

Figira 6-49 
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figura 6-49 (cunt) 


Esta aplicadón inversa del momento plástico es posible aquí, puesto 
que la recuperadón elástica máxima de la deformación en las partes supe¬ 
rior e inferior de la viga es 2e y , como se muestra en la figura 6-49o. Esto 
corresponde a un esfuerzo máximo de 2<r y que es mayor al esfuerzo reque¬ 
rido de 1.5cr y , como se calculó anteriormente, figura 6-49c. 

La superposidón dél momento plástico, figura 6-49¿>,ysu eliminadón, fi¬ 
gura 6-49c, propoidonan la distribudón del esfuerzo residual que se m ues- 
tra en la figura 6-49d. Como ejerddo, utilice el componente “en bloque” 
triangular que representa esta distribudón del esfuerzo y demuestre que 
seobtiene una fuerza cero y un momento cerosobre el elemento, tal como se 
requiere. 

Momento último. Considere ahora el caso más general de una viga 
con una secdón transversal simétrica sólo con respecto al eje vertical, mien¬ 
tras que el momento se aplica alrededor del eje horizontal, figura ó-5Qa. Se 
supondrá que el material presenta endurecimiento por deformadón y que 
sus diagramas de esfuerzo-deformación en tensión y en compresión son 
diferentes, figura 6-50h. 

Si el momento M produce la cedenda de la viga, surge una dificultad 
para encontrar tanto la ubicación del eje neutro como el esfuerzo máximo 
que se produce en la viga. Esto se debe a que la secdón transversal es 
asimétrica respecto al eje horizontal y el comportamiento del esfuerzo- 
deformación del material no es el mismo en tensión que en compresión. 
Para resolver este problema, un procedimiento de prueba y error requiere 
los siguientes pasos: 

L Para un momento M dado, suponga la ubicadón del eje neutro y la 
pendiente de la distribución de la deformadón “lineal”, figura 6-50c. 

Z Establezca en forma gráfica la distribudón del esfuerzo sobre la sec¬ 
dón transversal del elemento usando la curva a-e para graficar los 
valores de esfuerzo correspondientes a los valores de la deformadón. 
La distribudón del esfuerzo resultante, figura 6-50íf, tendrá enton¬ 
ces la misma forma que la curva tr-e. 



a 
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Ubicación supuesta 
deJ eje neutro 

Pendiente supuesta 
para la distribución 
de la deformación 


Distribución de la deformación 
(vista de perfil) 


(C) 


er. 



cri 


Distribución del esfuerzo 
(vista de perfil) 

<d> 



í'igtra 6*50 (ctml) 


3L Determine los volúmenes encerrados por los “bloques” de esfuerzo 
en tensión y en compresión. (Como una aproximación, esto puede re¬ 
querir la división de cada bloque en sus regiones componentes.) La 
ecuación 6.27 requiere que los volúmenes de estos bloques sean igua¬ 
les, ya que representan la fuerza de tensión resultante T y la fuerza 
resultante de compresión C en la sección de la figura 6-50?. Si estas 
fuerzas son diferentes, debe hacerse un ajuste en cuanto a la ubicación 
del eje neutro (punto de deformación cero ) y el proceso se debe repe¬ 
tir hasta que se satisfaga la ecuación 6.27 (T = C). 

4, Una vez que T=C, los momentos producidos por T y C pueden calcu¬ 
larse alrededor del eje neutro. Aquí los brazos de momento para T y 
C se miden desde el eje neutro hasta los centroides de los volúmenes 
definidos por las distribuciones de esfuerzo, figura 6-5Qe. La ecuación 
6-28 requiere que M = Ty* + Cy ". Si esta ecuación no se cumple, la pen¬ 
diente de la distribución de la deformación debe ajustarse y los cálculos 
para T, C y el momento deben repetirse hasta que se logre un resulta¬ 
do satisfactorio. 

Como puede observarse, este procedimiento de prueba y error es muy 
tedioso y, por fortuna, no se realiza con mucha frecuencia en la práctica de 
la ingeniería. La mayoría de las vigas son simétricas respecto a dos ejes y 
están construidas con materiales en los que pueden suponerse diagramas 
de esfuerzo-deformación similares en tensión y en compresión. Cuando 
esto ocurre, el eje neutro pasa por el centroide de la sección transversal y, 
por consiguiente, se simplifica el proceso de relacionar la distribución del 
esfuerzo con el momento resultante. 


Puntos Importantes 


La distribución de la deformación normal a lo largo de la sección 
transversal de una viga se basa sólo en consideraciones geométri¬ 
cas y se ha encontrado que siempre permanece lineal. Sin impor¬ 
tar la caiga aplicada. Por otra parte, la distribución del esfuerzo 
normal debe determinarse a partir del comportamiento del ma¬ 
terial, o del diagrama de esfuerzo-deformación una vez que se ha 
establecido la distribución de la deformación. 

* La ubicación del eje neutro se determina a partir de la condición 
de que la fuerza resultante en la sección transversal debe ser 
cero. 

El momento intemo resultante en la sección transversal debe Ser 
igual al momento de la distribución del esfuerzo respecto al eje 
neutro. 

- El comportamiento perfectamente plástico supone que la distri¬ 
bución del esfueizo normal es constante a lo largo de la sección 
transversal, y que la viga continuará doblándose sin un incremen¬ 
to en el momento. Éste se denomina momento plástico. 
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EJEMPLO 6.21 


La viga de acero en I de ala ancha tiene las dimensiones mostradas 
en la figura 6-51 a. Si está fabricada de un material elástico perfectamen¬ 
te plástico con un límite de elasticidad a la tensión y a la compresión de 
a y = 36 ksi, determine el factor de forma para la viga. 

SOLUCIÓN 

Para determinar el factor de forma, primeio es necesario calcular los 
momentos elástico máximo M y y plástico máximo M p . 

M omento elástico máximo. En la figura 6-51¿ se muestra la dis¬ 
tribución del esfuerzo normal para el momento elástico máximo. El 
momento de inercia respecto al eje neutro es 


05 pulg 

tu* 


0,5 ptife 


. 3 

. 8 pulg 


9 pulg 


i pulg 




12 


(0.5 pulg) (9 pulg) : 


4- 2 


12 


(8 pulg) (0.5 pulg) 3 + 8 pulg(0.5 pulg) (4.75 pulg) 3 


(a) 


= 211.0 pulg 4 


Al aplicar la fórmula de la flexión, se tiene 


Me 


A/ K (5 pulg) 


My = 1519.5 kip 'pulg 


36 kip/pulg - m (|pii|g4 

Momento plástico. El momento plástico hace que el acero ceda 
en toda la sección transversal de la viga, de modo que la distribución 
del esfuerzo normal es como el mostrado en la figura 6-5le. Debido a 
la simetría del área de la sección transversal y como los diagramas de 
esfuerzo-deformación son iguales tanto en tensión como en compre¬ 
sión, el eje neutro pasa por el centroide de la sección transversal. Con 
el fin de determinar el momento plástico, la distribución del esfuerzo se 
divide en cuatro “bloques” rectangulares y la fuerza producida por cada 
“bloque” es igual al volumen de éste. Por lo tanto, se tiene 

Ci = T t = 36 kip/pulg 2 (0.5 pulg )(4.5 pulg) = 81 kip 
Ci = T t = 36 kip/pulg 2 (0.5 pulg)(8pulg) = 144 kip 

Estas fuerzas actúan a través del centroide del volumen para cada 
bloque. Al calcular los momentos de estas fuerzas respecto al eje neu¬ 
tro, se obtiene el momento plástico: 

M p = 2[(2.25 pulg) (81 kip)] + 2[{ 4.75 pulg){ 144 kip )] = 1732.5 kip ■ pul 
Factor de forma. Si se aplica la ecuación 6-33 resulta 



M v 


(b) 


k = 


Aíp 1732.5 kip-pulg 


= 1.14 


Resp. 


My 1519.5 kip -pulg 

NOTA: Este valor indica que una viga en I de ala ancha ofrece una 
sección muy eficiente para resistir un momento elástico. La mayor parte 
del momento se desarrolla en las alas, es decir, en los segmentos supe¬ 
rior e inferior, mientras que el alma o segmento vertical tiene una con¬ 
tribución muy pequeña. En este caso particular, la viga puede soportar 
un momento que sólo es 14 por ciento mayor al que puede resistir de 
manera elástica. 



36 ksi 


{c) 

Finirá 6-51 
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EJEMPLO 


6.22 


Una viga T tiene las dimensiones mostradas en la figura 6-52a. Si está 
fabricada de un material elástico perfectamente plástico con un esfuer¬ 
zo de oedenda en tensión y en compresión de <r y =250 MPa, determine 
el momento plástico que puede resistir la viga. 


15 mm 


1Ü0 mm 



-d) 


íígitru 6-52 

SOLUCIÓN 

En la figura 6-52 b se muestra la distribución del esfuerzo “plástico” que 
actúa sobre la sección transversal de la viga. En este caso, la sección 
transversal no es simétrica con respecto a un eje horizontal y, en con¬ 
secuencia, el eje neutro no pasará por el centroide de la sección trans¬ 
versal. Para determinar la ubicación del eje neutro, d, se requiere una 
distribución del esfuerzo que produzca una fuerza resultante cero en la 
sección transversal. Si se supone que d 120 mm, se tiene 

dA = 0; T - Cj - C 2 = 0 

250 MPa {0.015 m){d) - 250 MPa {0L015 m){CLl2Q m - d) 

- 250 MPa {0.015 m) {0.100 m) = 0 
d = 0.110 m < (1120 m OK 
A partir de este resultado, las fuerzas que actúan en cada segmento 
son 

T = 250 MN/m 2 {0.015 m){Q.110 m) = 412.5 kN 

Ci = 250 MN/m 2 {0.015 m){0.010 m) = 37,5 kN 

C 2 = 250 MN/m 2 {0.015 m){0.100 m) = 375 kN 

Por lo tanto, el momento plástico resultante alrededor del eje neu¬ 
tro es 

M p = 412.5 kN ( 0,11 2 ° m ) + 37.5 kN^^y^ + 375 kN^O.01 m + 

M p = 29.4 kN ■ m Resp. 
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EJEMPLO 6.23 


La viga de acero en I de ala ancha que se muestra en la figura 6-53aestá 
sometida a un momento completamente plástico Si se elimina este 
momento, determine la distribución del esfuerzo residual en la viga. 
El material es elástico perfectamente plástico y tiene un esfuerzo de 
cede neta de <r v = 36 ksi, 

SOLUCIÓN 

En la figura 6-53h se muestra la distribución del esfuerzo normal en la 
viga causado por M p . Cuando se retira M p , el material responde elástica¬ 
mente. La eliminación de M p requiere su aplicación en sentido inverso 
y, por lo tanto, conduce a la suposición de una distribución del esfuerzo 
elástico como se muestra en la figura 6-53c. El módulo de ruptura <7 r se 
calcula a partir de la fórmula de la flexión. Si se usa = 1732.5 kip ■ 
pulg e /=211.0 pulg* del ejemplo 6.21, se tiene 


0"más ““ 


Me 


a r = 


1732.5 kip ■ pulg {5 pulg) 
211.0 pulg 4 


= 41.1 ksi 


Como era de esperar, a r < 2cr y . 

La superposición de esfuerzos proporciona la distribución del es¬ 
fuerzo residual mostrada en la figura 6-53<f. Observe que el punto de 
esfuerzo normal cero Se determinó por proporción, es decir, de acuerdo 
con las figuras 6-53 b y 6-53c, es necesario que 

41.1 ksi 36 ksi 


5 pulg 

y 


y 

4.38 pulg 


36 ksi 


<7 r — 41*t ksi 


Oi pulg 


K 


0,5 pulg 


ypulg 


05 pulg 

8 pulg 


ía) 


5.05 ksi 



{vista de perfil) 

(b> 


{vista de perfil) 

<c> 

Hgurii 6-53 


id) 
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EJEMPLO 6.24 


3 pulg 


0.05 


0.010 -ü 


— 


uL, om ¿ 


K 0,05 

Distribución de la deformación 
<b) 

Figura 6-54 


La viga de la figura 6-54 a está fabricada de una aleación de titanio con 
un diagrama de esfuerzo-deformación que puede aproximarse parcial¬ 
mente por medio de dos líneas rectas. Si el comportamiento del ma¬ 
terial es el mismo tanto en tensión como en compresión, determine el 
momento flexionante que puede aplicarse a la viga y que causará que 
el material en las partes superior e inferior de la viga esté sometido a 
una deformación de 0.050 pulg/pulg. 

o-(ksi) 




M 


2pulg 





-«(pulg/pulg) 


{«) 


SOLUCIÓN 


Por inspección del diagrama de esfuerzo-deformación, se dice que el 
material presenta un “comportamiento elastoplástioo con endureci¬ 
miento por deformación”. Como la sección transversal es simétrica y 
los diagramas <r-€ en tensión y en compresión son iguales, el eje neutro 
debe pasar por el centroide de la sección transversal. La distribución de 
la deformación, que siempre es lineal, se muestra en la figura 6-54¿>. En 
particular, el punto donde ocurre la deformación elástica máxima (0.010 
pulg/pulg) se determina por proporción, de modo que 0.05/1.5 pulg = 
0.010/y o y = 0.3 pulg. 

En la figura ó-54c, se muestra la distribución del esfuerzo normal 
correspondiente que actúa sobre la sección transversal. El momento 
producido por esta distribución puede calcularse al determinar el “vo¬ 
lumen” de los bloques de esfuerzo. Para ello se subdividirá esta distri¬ 
bución en dos bloques triangulares y un bloque rectangular, tanto en las 
regiones de tensión como en las de compresión, figura 6-54 d. Como la 
viga tiene 2 pulg de anchura, las resultantes y su ubicación se determi¬ 
nan de la manera siguiente: 

T\ = C\ = ^{1.2 pulg)(40 kip/pulg 2 ){2 pulg) = 48kip 

yi = 0.3 pulg + |{i.2 pulg) = 1.10 pulg 
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T 1 = C 1 = (1.2 pulg) (150 kip/pulg 2 ){2 putg) = 360 kip 
y 1 = 0.3 pulg + | {1.2 putg) = 0.90 pulg 

T } = C 3 = ^{0.3 pulg){150 kip/pulg 2 ){2 pulg) = 45 kip 

y 3 = | (0.3 pulg) = 0.2 pulg 

Por lo tanto, el momento producido por esta distribución del esfuerzo 
normal respecto al eje neutro es 


190 ksi 



Distribución del esfuerzo 


M = 2[48 kip (1.10 pulg) + 360 kip {&90 pulg) + 45 kip (0.2 pulg)] 
= 772 kip ■ pulg Resp. 


SOLUCIÓN II 

En vez de utilizar la técnica sem¡gráfica anterior, también es posible en¬ 
contrar el momento de manera analítica. Para ello es necesario expresar 
la distribución del esfuerzo de la figura 6-54c, en función de la posición y 
a lo largo de la viga. Observe que cr =/(e) está dada en la figura 6-54o. 
Además, de acuerdo con la figura 6-546, la deformación normal puede 
determinarse en función de la posición y mediante triángulos semejan¬ 
tes; es decir, 


<c> 


1 


\ 

i"* 

—i — T* 4 ■ ’ 

, 05 pulg 

i 

T 

-V’ 


T 

ti pulg 


/ 150 ksi 
40 ksi 


(4) 


e = -^jy 0 s y s 1,5 pulg 

Al sustituir esto en las funciones <r-e mostradas en la figura 6-54a, re¬ 
sulta 


<r = 500y 0 ^ y 0.3 pulg (1) 

<r = 33.33v + 140 0.3 pulg ^ y ^ 1.5 pulg (2) 

A partir de la figura 6-54e, el momento causado por a que actúa en 
la franja de área dA = 2dyes 

dM = y(<rdA ) = ya(2dy ) 

Por consiguiente, si se usan las ecuaciones 1 y 2, el momento para toda 
la sección transversal es 



(e) 

ilgiira 6-54 (ciml.) 


M 


[ j-aspuls /■í.spuig '« 

2 / 500/ dy + 2 (33.3/ + 140/ dy 

J0 Jo 3 pulg J 


= 772 kip ■ pulg 


Resp. 
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PROBLEMAS 


•6-165. La viga está fabricada de un materia I elastoplástico 
para el cual <r r = 250 MPa. Determine el esfuerzo residual 
en las partes superior e inferior de la viga luego de aplicar y 
retirar el momento plástico M^. 



6-166. El elemento I de ala ancha está fabricado con un 
material elastoplástico. Determine el factor de forma. 



r 


6-167, Determine el factor de forma para la sección trans¬ 
versal. 

*6-168. La viga está fabricada de material elástico perfec¬ 
tamente plástico. Determine los momentos elástico máximo 
y plástico máximo que pueden aplicarse a la sección trans¬ 
versal. Considere a = 2 pulg y <r r =36 ksi. 



*6-169. La viga de caja está fabricada de un material elásti¬ 
co perfectamente plástico para el cual <r r =25Q MPa. Deter¬ 
mine el esfuerzo residual en las partes superior e inferior de 
la viga, luego de aplicar y retirar el momento plástico M p . 



Prnb, 6-166 


l*roh. 6-169 
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6-170. Determine el factor de forma para la viga I de ala *6-172. La viga está fabricada de un material elástico per- 
ancha. Netamente plástico. Determine los momentos elástico má¬ 

ximo y plástico máximo que pueden aplicarse a la sección 
transversal. Considere <r K =36 k$i. 





6-171. Determine el factor de forma para la sección trans¬ 
versal de la viga. 


•6-173. Determine el factor de forma para la sección trans¬ 
versal de la viga H, 
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6-174, La viga H está fabricada de un materialelastoplásti- 
co para el cual <r y =250 MPa. Determine el esfuerzo residual 
en las partes superior e inferior de la viga luego de aplicar y 
retirar el momento plástico M . 


*6-176. La viga está fabricada de un material elástico per¬ 
fectamente plástico. Determine los momentos elástico má¬ 
ximo y plástico máximo que pueden aplicarse a la sección 
transversal. Considere <r > ,=36ksi. 




6-175. Determine el factor de forma de la sección trans¬ 
versal. 


•6-177. Determine el factor de forma para la sección trans¬ 
versal del tubo. 
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6-178. La viga está fabricada de un material elástico per¬ 
fectamente plástico. Determine el tactor de forma para el 
tubo con paredes gruesas. 


<6-180. El elemento está fabricado de un material elasto- 
plástico. Determine los momentos elástico máximo y plás¬ 
tico máximo que pueden aplicarse a la sección transversal. 
Considere b =4 pulg, h =6 pulg, <r Y =36 ksi. 



Prob. 6-178 



6-179. Determine el factor de forma para el elemento. 


•6-181. La viga está fabricada de un material que puede 
suponerse perfectamente plástico en tensión y elástico per¬ 
fectamente plástico en compresión, Determine el momento 
fiexionante máximo Mque puede soportar la viga de modo 
que el material compresivo en el borde exterior comience a 
ceder. 



Prob. 6-179 


IVnb. 6-181 
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6-182. La viga de caja está fabricada de un material elasto- 
plástico para el cual <r r =25 ksi. Determine la intensidad de 
la carga distribuida H- q que producirá (a) el mayor momento 
elástico y (b) el mayor momento plástico. 


*6-184» La viga está fabricada de un poliéster que tiene la 
curva de esfuerzo-deformación mostrada. Si la curva puede 
representarse mediante la ecuación <r = [20 tan^lSe)] tai* 
donde tan _1 (15e) está en radianes, determine la magnitud 
de la fuerza P que puede aplicarse a la viga sin causar que la 
deformación máxima en sus fibras de la sección crítica exce- 
da íjnjji =0.003 pulg/pulg. 


w# 



H h- 


6puJg 

Yruh. 6-182 


P 


i 


M 

1-8 pies 

8 pies- i 


2pu1g 

H H 

D I 4 P«'e 


±a (ksi) 



e (pulg/pulg) 


6-183. La viga de caja está fabricada de un material elasto- 
plástico para el cual <r r =36 ksi. Determine la magnitud de 
cada fuerza concentrada P que producirá (a) el mayor mo¬ 
mento elástico y (b) el mayor momento plástico. 


•6-185. La barra de plexiglás tiene una curva de esfuerzo- 
deformación que puede aproxim arse mediante los segmentos 
<fc recta mostrados en la figura. Determine el mayor mo¬ 
mento M que puede aplicarse a la barra antes de que falle. 


J5 


-ópies- 


-fípíes- 


-6 pies 


-i 


6pulg 


lOpulg 


12pulg 


—I I— 

5pulg 



Prah. 6-183 


Pv«h. 6-185 
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6-186. El diagrama de esfuerzo-deformación para una 
aleación de titanio puede aproximarse mediante las dos 
líneas rectas, Si un puntal fabricado con este material se 
encuentra sometido a flexión, determine el momento resis¬ 
tido por el puntal si el esfuerzo máximo alcanza un valor de 
(a) <r A y (b) <j B . 


<6-188. La viga tiene una sección transversal rectangular y 
está fabricada de un material elastoplástico con un diagra¬ 
ma de esfuerzo-deformación como el mostrado en la figura. 
Determine la magnitud del momento M Que debe aplicarse 
a la viga, con el fin de crear una deformación máxima en sus 
fibras exteriores de =0.0QS. 



€ (pUlg/pUlg) 



±er (MPa) 



Pn.li. 6-188 


6-187. Una viga está fabricada de plástico polipropileno 
y tiene un diagrama de esfuerzo-deformación que puede 
aproximarse mediante la curva que se muestra en la figura. 
Si la viga se somete a una deformación máxima en tensión y 
en compresión de e = 0.02 mm/mm, determine el momento 
máximo M, 



•6-189. La barra está fabricada de una aleación de alumi¬ 
nio con un diagrama de esfuerzo-deformación que puede 
aproximarse mediante los segmentos de recta mostrados. Si 
se supone que este esquema es el mismo tanto en tensión 
como en compresión, determine el momento que soportará 
la barra si la deformación máxima en las fibras superiores e 
inferiores de la viga es =0.03. 



Pruh, 6-189 
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REPASO DE CAPÍTULO 


Los diagramas de fuerza cortante y de 
momento son representaciones gráfi¬ 
cas de la fuerza cortante y el momento 
internos dentro de una viga. Pueden 
construirse al seccionar la viga a una 
distancia arbitraria x desde el extre¬ 
mo izquierdo, usar las ecuaciones de 
equilibrio para encontrar Vy M como 
funciones de* y, por último, graficar los 
resultados. Es necesario seguir una con¬ 
vención de signos para los valores po¬ 
sitivos de la carga distribuida, la fuerza 
cortante y el momento. 


w(x) 


íTTTmrn 


Carga distrjb uida externa positiva 
V V 


¡ t 


Fuetea cortante interna positiva 
M M 

) < 

Momento interno positivo 


También es posible trazar los diagramas 
de fuerza cortante y de momento al ob¬ 
servar que, encada punto, la pendiente 
del diagrama de fuerza cortante es igual 
a la intensidad de la carga distribuida 
en el punto. 


Del mismo modo, la pendiente del 
cfiagrama de momento es igual a la 
fuerza cortante en el punto. 


El área bajo el diagrama de carga dis¬ 
tribuida entre los puntos representa el 
cambio en la fuerza cortante. 


El área bajo el diágrama de fuerza cor¬ 
tante representa el cambio en el mo¬ 
mento. 


La fuerza cortante y el momento en 
cualquier punto pueden obtenerse me¬ 
lante el método de las secciones. El 
momento máximo (o mínimo) ocurre 
donde la fuerza cortante es cero. 


w = 


dV 

dx 


V = 


dM 

dx 


A V = jw dx 


AM = ¡Vdx 
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Un momento ftexionante tiende a 
producir una variación lineal de la de¬ 
formación normal dentro de una viga 
recta. Siempre que el material sea ho¬ 
mogéneo y elástico lineal, el equilibrio 
puede utilizarse para relacionar el mo¬ 
mento interno en la viga con la distri¬ 
bución del esfuerzo. El resultado es la 

formula de la flexión, ,. 

Me 

0"máx — t 


donde /y ese determinan desde el eje 
neutro que pasa por el centroide de la 
sección transversal. 


Si el área de la sección transversal de la 
viga no es simétrica respecto a un eje 
que es perpendicular al eje neutro, en¬ 
tonces se producirá una flexión asimé¬ 
trica. El esfuerzo máximo puede deter¬ 
minarse con base en fórmulas, o el pro¬ 
blema se puede resolver considerando 
la superposición de la flexión provoca¬ 
da por las componentes del momento 
y M ; respecto a los ejes principales 
<k inercia para el área. 


Las vigas fabricadas de materiales com¬ 
puestos pueden “transformarse” para 
que su sección transversal se considere 
como si estuviera fabricada con un solo 
material. Para ello, el factor de trans¬ 
formación n, que es una relación de los 
módulos de elasticidad de los materia¬ 
les, se utiliza para cambiar la anchura 
b de la viga. 

Una vez que la sección transversal 
se transforma, la tensión en la viga pue¬ 
de determinarse de la forma habitual 
mediante la fórmula de la flexión. 


4 


+ 





y 
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Las vigas curvas se deforman de tal 
modo que el esfuerzo normal no varía li¬ 
nealmente desde el eje neutro. Siempre 
que el material sea homogéneo, elástico 
lineal y que tenga una sección transver¬ 
sal con un eje de simetría, puede usarse 
la fórmula de la viga curva para deter¬ 
minar el esfuerzo flexionante. 


M(R - r) 
Arf? - T) 


O 


My 

Ae(R ~ y) 


Ai 



En los elementos que tienen un cambio 
abrupto en su sección tra nsversal se pro¬ 
ducen concentraciones de esfuerzo, por 
ejemplo, causadas por orificios o mues¬ 
cas. El esfuerzo flexionante máximo en _ 

estos sitios se determina mediante un / 

factor de concentración del esfuerzo K, 
que se encuentra a partir de las gráficas 
surgidas de la experimentación. 




Si el momento flexionante ocasiona que 
el esfuerzo en el material exceda su lí¬ 
mite elástico, entonces la deformación 
normal seguirá siendo lineal; sin embar¬ 
go, la distribución del esfuerzo variará 
de acuerdo con el diagrama de esfuer¬ 
zo-deformación, Los momentos plásti¬ 
co y último que soporta la viga pueden 
determinarse mediante las condiciones 
de que la fuerza resultante debe ser 
cero y el momento resultante debe ser 
equivalente al momento de la distribu¬ 



ción del esfuerzo. 


Vy 


Si un momento plástico o último aplica¬ 
do sobre un elemento se retira, el mate¬ 
rial responderá elásticamente y se indu¬ 
cirán esfuerzos residuales en la viga. 
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PROBLEMAS CONCEPTUALES 



P64 


l’íi-l. La sierra de acero pasa sobre la rueda motm de la 
¿erra de banda. Usando las mediciones y los datos apropia¬ 
dos, explique cómo se determina el esfuerzo flexionante en 
la hoja de la sierra. 



P&3 

HS-X Vientos huracanados ocasionaron la falla de esta 
señal de carretera al doblar los tubos de apoyo en sus co¬ 
nexiones con la columna. Si se supone que los tubos están 
fabricados de acero A-36, utilice dimensiones razonables 
para la señal y los tubos, y trate de estimar la menor presión 
uniforme del viento que actúa sobre la cara de la señal y que 
causó la cedenda de los tubos. 



P6-2 

Wi*2. Este brazo de grúa en un barco tiene un momento 
de inercia que varía entoda su longitud. Dibuje el diagrama de 
momento para el brazo a fin de explicar por qué tiene el abu¬ 
sa miento mostrado. 




Í’fi-4 

P6-4, Estas tijeras de jardín 
fueron fabricadas con un ma¬ 
terial inferior. Utilice una car¬ 
ga de 501b aplicada en forma 
normal a las hojas y dimensio¬ 
nes apropiadas para las tijeras, 
a fin de determinar el esfuerzo 
flexionante máximo absoluto 
del material y demostrar por 
qué se produjo la falla en el 
punto crítico del mango. 
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PROBLEMAS DE REPASO 


6-190. La viga está fabricada de tres tablones clavados en¬ 
tre sí, como se muestra en la figura. Si el momento que actúa 
sobre la sección transversal es M =650 N ■ m, determine la 
fuerza resultante que produce el esfuerzo flexionante en el 
tablón superior. 

6-191. La viga está fabricada de tres tablones clavados e n- 
tre sí, como se muestra en la figura. Determine el esfuerzo 
máximo en tensión y en compresión para la viga. 



<6-192. Determine la distribución del esfuerzo flexionante 
en la sección a-a de la viga. Dibuje en tres dimensiones la 
distribución que actúa sobre la sección transversal. 



r~ 

n 

100 mm 


1_ 

i [ 

] í mm J 





75 im 


♦6-193. La viga compuesta consta de un núcleo de made¬ 
ra y dos placas de acero. Si el esfuerzo flexionante permi¬ 
sible para la madera es (<7^)^ = 20 MPa y para el acero 
es = 130 MPa, determine el momento máximo que 

puede aplicarse a la viga. =11 GPa, E M =200 GPa. 

6-194. Resuelva el problema 6-193 si el momento se aplica 
alrededor del eje y en vez del eje t, como se muestra en la 
figura. 



6-195. Un eje está hecho de un polímero y tiene una sec¬ 
ción transversal parabólica. Si resiste un momento interno de 
M =125 N -m, determine el esfuerzo flexionante máximo de¬ 
sarrollado en el material (a) usando la fórmula de la flexión 
y (b) mediante integración. Dibuje una vista tridimensional 
de la distribución del esfuerzo que actúa sobre el área de 
la sección transversal, Sugerencia:El momento de inercia se 
determina a partir de la ecuación A-3 del apéndice A. 



Prnb. 6-192 


ftnb, 6-195 
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*6-196. Determine el esfuerzo ftexionante máximo en la 
sección a-a de la manija de la cortadora de cable. Se aplica 
una f uerza de 45 Ib a las manijas. El área de la sección trans¬ 
versal se muestra en la figura. 



•6-197. La viga curva está sometida a un momento (lesio¬ 
nante de M =85 N- m, como se muestra en la figura. Deter¬ 
mine el esfuerzo en los puntos Ay By muestre el esfuerzo 
sobre un elemento de volumen situado en estos puntos. 


Af = «5 K m 



6-198. Dibuje los diagramas de fuerza cortante y de mo¬ 
mento para la viga. Asimismo, determine la fuerza cor¬ 
tante y el momento en la viga como funciones de je, donde 
O^jc^ópies. 


SOkip'pie 


fikip 

i 


-4 pies- 


2 kip/pie 


-6 píes- 


6-199. Dibuje los diagramas de fuerza cortante y de mo¬ 
mento para el eje si éste se encuentra sometido a las cargas 
verticales de la banda, el engrane y el volante. Los cojinetes 
en A y B ejercen sólo reacciones verticales sobre el eje. 


300 N 



150 N 

i*r«h. 6-199 


*6-209. Un elemento tiene la sección transversal triangular 
que se muestra en la figura. Determine el mayor momento 
interno M que se puede aplicar a la sección transversal, sin 
exceder los esfuerzos permisibles en tensión y en compre¬ 
sión de (ír |wrm ),=22 ksi y (íTp^Jj=15 ksi, respectivamente. 



•6-201. El puntal tiene una sección transversal cuadrada de 
a por a y está sometido al momento ftexionante M aplicado 
en un ángulo 6 como se muestra en la figura. Determine el 
esfuerzo ílexionante máximo en términos dea, Ai y 0. ¿Qué 
ángulo 0 resultará en el esfuerzo ftexionante más grande en 
el puntal? Especifique La orientación del eje neutro para este 
caso. 



Prnk 6-198 


ftofe, 6-201 






























































Los durmientes de esta vía actúan como vigas que soportan cargas cortantes transversales muy grandes. En consecuen¬ 
cia, si están fabricados de madera tenderán a partirse en sus extremos, donde las cargas cortantes son mayores. 
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Esfuerzo cortante 
transversal 


OBJETIVOS DEL CAPÍTULO 

En este capítulo, se desarrollará un método para determinar el esfuerzo 
cortante en una viga que tiene una sección transversal prismática y que 
está fabricada de un material homogéneo qué se comporta de forma 
elástica lineal. El método de análisis empleado se limitará a casos espe- 
dales de la geometría de la sección transversal. A pesar de esto, el mé¬ 
todo tiene muchas aplicaciones en una amplia gama dentro del análisis 
y el diseño en ingeniería. Se analizarán los conceptos de flujo cortante y 
esfuerzo cortante para vigas y elementos de pared delgada. El capítulo 
termina con un estudio Sobre el centro cortante. 


7.1 Fuerza cortante en elementos rectos 

En general, una viga soportará tanto una fuerza cortante cómo un momen¬ 
to. La fuerza cortante V es el resultado de una distribución del esfuerzo 
cortante transversal que actúa sobre la sección transversal de la viga. Sin 
embargo, debido a la propiedad complementaria de la fuerza cortante, 
este esfuerzo creará los esfuerzos cortantes longitudinales correspondien¬ 
tes que actuarán a lo largo de los planos longitudinales de la viga, como se 
muestra en la figura 7-1. 


Esfuerzo 

cortante 

transversal 



Figura 7-1 
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Tablas que no están unidas entre s( 
<*>> 


H¡»uni 7-2 


Tablas unidas entre sí 
(b) 



Los conectares cortantes están soldados 
“por puntos ” a este piso metálico corrugado 
de modo que cuando se vierta concreto so¬ 
bre ellos, los conectares evitarán que la losa 
de concreto se deslice sobre la superficie 
metálica. De esta forma, los dos materiales 
actúan como una losa compuesta. 


Para ilustrar este efecto, considere una viga que está hecha con tres ta¬ 
blas, figura 7-2a. Si las superficies superior e inferior de cada tabla son lisas, 
y las tablas no están unidas entre sí, entonces la aplicación de la carga P 
hará que cada tabla se deslice con respecto a las otras cuando la viga se 
somete a flexión. Sin embargo, si las tablas están unidas entre sí, entonces 
Eos esfuerzos cortantes longitudinales que actúan entre las tablas impedi¬ 
rán su deslizamiento relativo, y por lo tanto la viga actuará como una sola 
unidad, figura 7-2 b. 

Como resultado del esfuerzo cortante, se desarrollarán deformaciones 
angulares y éstas tenderán a distorsionar la sección transversal de una ma¬ 
nera bastante compleja. Por ejemplo, considere la barra corta de la figura 
7-3a fabricada con un material altamente deformable y marcada con líneas 
horizontales y verticales que forman una cuadrícula. Cuando se aplica una 
fuetea cortante V, ésta tiende a deformar las líneas de la cuadrícula si¬ 
guiendo el patrón que se muestra en la figura 7-3£>. Esta distribución no 
uniforme de la deformación cortante hará que la sección transversal se 
alabe. 
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(a) Ames de la deformación 



ílgnrji 7-3 
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Como resultado, cuando una viga está sometida tanto a flexión como 
a cortante, la sección transversal no permanecerá plana como se supuso 
en el desarrollo de la fórmula de la flexión. Aunque esto sea así, por lo 
general puede suponerse que el alabeo de la sección transversal debido a 
la fuerza cortante es lo suficientemente pequeño para poderlo pasar por 
dio. Este supuesto es particularmente cierto para el caso más común de 
una viga delgada ; es decir, una viga que tiene un peralte pequeño en com¬ 
paración con su longitud. 


7.2 Fórmula del esfuerzo cortante 

Debido a que la distribución de la deformación cortante no es fácil de defi¬ 
nir, como en el caso de la carga axial, la torsión y la flexión, se desarrollará 
la fórmula del esfuerzo cortante de manera indirecta. Para ello se consi¬ 
derará el equilibrio de fuerzas horizontales de una porción del elemento 
tomado de la viga mostrada en la figura 7-4 a. En la figura 7-4£> se presenta 
un diagrama de cuerpo libre del elemento. Esta distribución se debe a los 
momentos flexionantes M y M + dM. Se han excluido los efectos de V, 
V+dVy ir(j) en el diagrama de cuerpo libre poique estas cargas son ver¬ 
ticales y, por lo tanto, no participan en una suma de fuerzas horizontales. 
De hecho, el elemento de la figura 7-4 b satisface a SE = 0 ya que la distri¬ 
bución del esfuerzo en cada lado del elemento forma sólo un momento de 
par y por lo tanto una fuerza resultante cero. 




(b> 

Bgurji 7-4 
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A’ 


Sección plana 


Área = 


Ahora considere la porción superior sombreada del elemento que se 
ha seccionado en y r desde el eje neutro, figura 7-4 a. Este segmento tiene 
una anchura t en la sección y los dos lados de la sección transversal tie¬ 
nen un área A' cada uno. Debido a que los momentos resultantes en cada 
lado del elemento difieren en dM, puede observarse en la figura 7-4c que 
SE = 0 no se cumplirá a menos que un esfuerzo cortante longitudinal t 
actúe sobre la cara inferior del segmento. Se supondrá que este esfuerzo 
cortante es constante en toda la anchura t de la cara inferior. Actúa sobre 
el área tdx. Al aplicar la ecuación del equilibrio de fuerzas horizontales y 
al usar la fórmula de la flexión, ecuación 6-13, se tiene 


SE* = 0; v’dA’ - f <r dA‘ - r{t dx) = 0 
Ja* Ja* 

J^M±dMy dA , _ jjtLy iA , _ T{ldx ) - 0 

(^f)L ydA ‘ =T ( tdx ^ 


(7-1) 


Si se despeja r, resulta 


T 


n 



dA' 


Esta ecuación puede simplificarse si se observa que V = dM/dx (ecua¬ 
ción 6-2). Además, la integral representa el momento del área A' respecto 
al eje neutro. Esto se indicará mediante el símbolo Q. Como la ubicación 
del centroide del área A' se determina a partir de y’ = f A ,y dA'/A\ tam¬ 
bién se puede escribir 


Q = ydA’ = y A 1 (7-2) 

A* 




(c) 


ll^uru 7-4 


Vista tridimensional 


Vista de perfil 
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Por lo tanto, el resultado final es 



(7-3) 


Aquí, como se muestra en la figura 7-5, 

t = el esfuerzo cortante en el elemento, en el punto situado a una 
distancia y' desde el eje neutro. Se supone que este esfuerzo es 
constante y, por lo tanto, se promedia en toda la anchura t del 
elemento. 

V = la fuerza cortante resultante interna, determinada con base en el 
método de las secciones y las ecuaciones de equilibrio 

/ = el momento de inercia de roda la sección transversal calculada 
respecto al eje neutro 

(= la anchura del área de la sección transversal del elemento, medida 
en el punto donde se determinará r 

Q = y’A ', donde A' es la parte superior (o inferior) del área de la 
sección transversal del elemento, por encima (o debajo) del plano 
de sección donde se mide í, y y ’.es la distancia desde el eje neutro 
hasta el centroide de A r 

La ecuación anterior se conoce como la fórmula del esfuerzo córrante. 
Aunque en la obtención de esta fórmula se consideraron sólo los esfuerzos 
cortantes que actúan sobre el plano longitudinal de la viga, la fórmula $e 
aplica también para encontrar el esfuerzo cortante transversal en la sec¬ 
ción transversal de la viga. Es necesario recordar que estos esfuerzos son 
complementarios y numéricamente iguales. 

Por otra parte, como en la derivación anterior se usó la fórmula de la 
flexión, se requiere que el material tenga un comportamiento elástico li¬ 
neal y el mismo módulo de elasticidad tanto en tensión como en compre¬ 
sión. 




Hgiim 7-5 
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Tbiíi 





Limitaciones en el uso de la fórmula del esfuerzo cortante. 

Uno de los supuestos principales que se utilizaron en el desarrollo de la 
fórmula del esfuerzo cortante es que el esfuerzo cortante se distribuye uni¬ 
formemente en toda la anchura t de la sección. En otras palabras, el esfuer¬ 
zo cortante promedio se calcula a lo ancho. Es posible comprobarla veraci¬ 
dad de esta hipótesis mediante su comparación con un análisis matemático 
más preciso basado en la teoría de la elasticidad. Por ejemplo, si la sección 
transversal de la viga es rectangular, la distribución del esfuerzo cortante 
a través del eje neutro calculada a partir de la teoria de la elasticidad varia 
como se muestra en la figura 7-6. El valor máximo, se produce a los 
lados de la sección transversal, y su magnitud depende de la relación bjh 
(anchura/peralte). Para las secciones que tienen bjh = 0.5, es sólo 
alrededor de 3 por ciento mayor que el esfuerzo cortante calculado a par¬ 
tir de la fórmula del esfuerzo cortante, figura 7-6a. Sin embargo, para las 
secciones planas, digamos bjh = 2, r' mto es aproximadamente 40 por ciento 
mayor que figura 7-6£>. El error es aún mayor cuando la sección se 
vuelve más plana, o a medida que la relación bjh se incrementa. Cierta¬ 
mente, los errores de esta magnitud son intolerables si se utiliza la fórmula 
del esfuerzo cortante para determinar el esfuerzo cortante en el ala de la 
viga I de ala ancha mostrada en la figura 7-7. 

También debe señalarse que la fórmula del esfuerzo cortante no da 
resultados exactos cuando se Utiliza para determinar el esfuerzo cortante 
en la unión alma-ala de una viga I de ala ancha, ya que éste es un punto 
de cambio súbito en la sección transversal y aquí se produce una concen¬ 
tración de esfuerzos. Afortunadamente, estas limitaciones para aplicar 
la fórmula del esfuerzo cortante a las alas de una viga I de ala ancha no 
son importantes en la práctica de la ingeniería. Con mucha frecuencia, 
los ingenieros sólo deben calcular el esfuerzo cortante promedio máxi¬ 
mo en la viga, el cual se produce en el eje neutro, donde la relación bjh 
(anchura/peralte) para el alma es muy pequeña y, por ende, el resultado 
calculado es muy cercano al esfuerzo cortante máximo real como se ex¬ 
plicó anteriormente. 



(¡¡'tira 7*7 
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Otra limitación importante en el uso de la fórmula del esfuerzo cortante 
puede ilustrarse al hacer referencia a la figura 7-8a, la cual muestra un elemen¬ 
to con una sección transversal que tiene una frontera irregular o no rectangu¬ 
lar. Si se aplica la fórmula del esfuerzo cortante para determinar el esfuerzo 
cortante (promedio) r a lo largo de la línea AB, éste tendrá una dirección 
vertical hacia abajo como se muestra en la figura 7-86. Sin embargo, conside¬ 
re un elemento de material tomado en el punto límite B, figura 7-8c. Aquí, 
r en la parte frontal del elemento se descompone en las componentes / y r" 
que actúan de manera perpendicular y paralela a la frontera. Por inspección, 
r' debe ser igual a cero, ya que su correspondiente componente longitudinal 
t \ en la superficie de frontera libre de esfuerzo, debe ser igual a cero. Por lo 
tanto, para cumplir esta condición de frontera, el esfuerzo cortante que actúa 
sobre este elemento en realidad debe estar dirigido en forma tangencial a la 
frontera. En consecuencia, la distribución del esfuerzo cortante a través de 
la línea AB está dirigida como se muestra en la figura 7-8 d. Aquí, los valores 
específicos para el esfuerzo cortante deben obtenerse usando la teoría de la 
elasticidad. Sin embargo, observe que es posible aplicar la fórmula del esfuer¬ 
zo cortante para obtener el esfuerzo cortante que actúa a través de cada una 
de las líneas en gris de la figura 7-8 a. Estas líneas intersecan las tangentes a 
la frontera en ángulos rectos y, como se muestra en la figura 7-8e, el esfuerzo 
cortante transversal es vertical y constante a k> largo de cada línea. 

Para resumir los puntos anteriores, la fórmula del esfuerzo cortante no 
da resultados exactos cuando se aplica en elementos con secciones trans¬ 
versales cortas o planas, o en los puntos donde la sección transversal cambia 
de manera súbita. Tampoco debe aplicarse a través de una sección que in¬ 
terseca la frontera del elemento en un ángulo diferente de 90°. En cambio, 
para estos casos el esfuerzo cortante debe determinarse con métodos más 
avanzados basados en la teoría de la elasticidad. 



TnTTTTTl 


Y 

B 


Distribución del esfuerzo 
cortante a partir de la fórmula 
del esfuerzo cortante 
(b) 


Superficie externa 
libre de esfuerzo 



íc) 



f 



(d) 


* 


mimn 



Figura 7-8 
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Puntos Importantes 


Las fuerzas cortantes en las vigas producen distribuciones de esfuerzo-deformación no lineales sobre la 
sección transversal, lo que ocasiona que ésta se alabe. 

Debido a la propiedad complementaria del esfuerzo cortante, el esfuerzo cortante desarrollado en una 
viga actúa sobre la sección transversal de la viga y a lo largo de sus planos longitudinales. 

'La fórmula del esfuerzo cortante se obtuvo al considerar el equilibrio de fuerzas horizontales de las distri¬ 
buciones longitudinales del esfuerzo cortante y del esfuerzo llexionante que actúan sobre una poTÓón de 
un segmento diferencial de la viga. 

La fórmula del esfuerzo cortante debe utilizarse en elementos rectos prismáticos fabricados de un ma¬ 
terial homogéneo que tiene un comportamiento elástico lineal. Además, la fuerza cortante resultante 
interna debe estar dirigida a lo largo de un eje de simetría para el área de la sección transversal. 

* La fórmula del esfuerzo cortante no debe emplearse para determinar el esfuerzo cortante en secciones 
transversales cortas o planas, en puntos donde existen cambios súbitos de la sección transversal O en pun¬ 
tos que están sobre una frontera inclinada. 


Procediml«nto de análisis 


Para aplicar la fórmula del esfuerzo cortante, se sugiere el siguiente procedimiento: 

Fuerza cortante interna. 

Seccione el elemento perpendicularmente a su eje en el punto donde debe determinarse el esfuerzo 
cortante y obtenga la fuerza cortante interna V en la sección. 

Propiedades de la sección. 

Determine la ubicación del eje neutTO y encuentre el momento de inercia I de toda el área de la sección 
transversal respecto al eje neutro. 

Pase una sección horizontal imaginaria a través del punto en que debe determinarse el esfuerzo cortan¬ 
te. Mida la anchura / del área transversal en esta sección. 

La porción del área situada por encima o por debajo de esta anchura es A\ Determine Q usando 
Q = y'A'. Aquí y'.es la distancia al centroide de A', medida desde el eje neutro. Lo anterior puede 
ser útil si se observa que A' es la parte del área de la sección transversal del elemento que “se mantiene 
sobre éste” debido a los esfuerzos cortantes longitudinales. Vea la figura 7-4c. 

Esfuerzo cortante. 

Utilizando un conjunto consistente de unidades, sustituya Eos datos en la fórmula del esfuerzo cortante 
y calcule el esfuerzo cortante r. 

Se sugiere que la dirección del esfuerzo cortante transversal r se establezca sobre un elemento de vo¬ 
lumen del material ubicado en el punto donde se calcula. Esto puede hacerse al observar que t actúa 
sobre la sección transversal en la misma dirección que V. A partir de esto, pueden establecerse los es¬ 
fuerzos cortantes correspondientes que actúan sobre los otros tres planos del elemento. 
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EJEMPLO 7.1 


El eje sólido y el tubo que se muestran en la figura 7-9a están sometidos 
a la fuerza cortante de 4 kN. Determine el esfuerzo cortante que actúa 
sobre el diámetro de cada sección transversal. 

SOLUCIÓN 

Propiedades de la sección. Con base en la tabla que aparece en 
la página final de este libro (al reverso de la contraportada), el momen¬ 
to de inercia de cada sección, calculada respecto a su diámetro (o eje 
neutro), es 

W.= \irc 4 = ^(0.05 m) 4 = 4.909(1(T 6 ) m 4 

I ubo = \ir(4 ~ el) = ^r[(Q.05 m) 4 - (0.02 m) 4 ] = 4.783(10“ 6 ) m 4 


El semicírculo superior (en gris más oscuro) que se muestra en la figura 
7-96, por endm a (o por debajo) de cada diámetro representa Q t poique 
esta área se “ mantiene sobre el elemento” mediante el esfuerzo cortan¬ 
te longitudinal a lo largo del diámetro. 


4kN 



e«» -i,yA--g /w¿ 


m-m) 

4(0.05 m) ^(0.05 m)^ _ 4(0,02 m) ^(0,02 m) 1 ^ 


3v 

= 78.0(10 -6 ) m 3 


Esfuerzo cortante. Al aplicar la fórmula del esfuerzo cortante, 
donde t = 0.1 m para la sección sólida y t = 2(0.03 m) = 0.06 m para el 
tubo, se tiene 

._ VQ _ 4(1Q 3 ) N(S3.33(10~ 6 ) m 3 ) _ 

T * m ° lt 4.909(10“ 6 ) m 4 (0.I m) 

VQ 4(ia 1 )N(7S.0(10- 6 )m 3 ) . 

Ttub0 U 4.783(10“ 6 ) m 4 (0.06 m) ' 3 

NOTA: Como se analizó en las limitaciones de la fórmula del esfuerzo 
cortante, los cálculos realizados aquí son válidos porque el esfuerzo cor¬ 
tante a lo largo del diámetro es vertical y, por lo tanto, tangente a la fron¬ 
tera de la sección transversal. Un elemento de material sobre el diámetro 
está sometido a “cortante puro” como se muestra en la figura 7-96. 


50 mm 



<a> 



(b> 

figura 7-9 
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EJEMPLO 7.2 


Tiniür 


Distribución del esfuerzo cortante 

íc) 

ffgitru 7-10 


Determine la distribución del esfuerzo cortante sobre la sección trans¬ 
versal de la viga mostrada en la figura 7-10a. 




SOLUCIÓN 

La distribución puede determinarse al encontrar el esfuerzo cortante 
en una altura arbitraria y desde el eje neutro, figura 7-106, para después 
graficar esta función. Aquí, el área en gris m ás oscura A' se utilizará para 
Q* Por lo tanto, 

»-i? 


Al aplicar la fórmula del esfuerzo cortante, se tiene 



r = 


4 


It 


(h b#)b 


bh 




( 1 ) 


Este resultado indica que la distribución del esfuerzo cortante so¬ 
bre la sección transversal es parabólica. Como se muestra en la figura 
7-10c, la intensidad varía desde cero en la parte superior e inferior, y = 
± 6/2, hasta un valor máximo en el eje neutro, y= 0. En específico, como 
el área de la sección transversal es A = bh, entonces, en y = 0 se tiene 


Tmá* = L5™ 


( 2 ) 


•También se puede utilizar el área debajo de y [A 1 = b{h/2 +_y)], pero para hacerlo se 
tequíete un poco más de manipulación algebraica. 
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Figura 7-10 (cu til.) 



La falla cortante típica en esta viga 
de madera se produjo en el soporte y 
aproximadamente a través del centro 
de su seodón transversal. 


Este mismo valor para puede obtenerse directamente de la fórmu¬ 
la del esfuerzo cortante, r = VQ/It, teniendo en cuenta que ocurre 
donde Q es mayor , dado que V, I y / son constantes. Por inspección, Q 
será un máximo cuando $e considere toda el área por encima (o por de¬ 
bajo) del eje neutro; es decir, A' = bh/2y y’ = h¡£. Por lo tanto, 

VQ _ V(h/4m/2) V 
f " c ‘ " ' [¿W‘ * 


Por comparación, es 50 por ciento mayor que el esfuerzo cortante 
promedio, determinado a partir de la ecuación 1-7; es decir, Tp^ = V/A. 

Es importante observar que r . también actúa en la dirección longi¬ 
tudinal de la viga, figura 7-10d. Este es el esfuerzo que puede provocar 
lafalla en una viga de madera,como se muestra enla figura 7-10c. Aquí.la 
partición horizontal de la madera comienza a ocurrir a través del eje 
neutro en los extremos de la viga, porque ahí las reacciones verticales 
someten ala viga a un gran esfuerzo cortante y la madera tiene una baja 
resistencia al esfuerzo cortante a lo largo de sus fibras, las cuales están 
orientadas en la dirección longitudinal. 

Resulta instructivo mostrar que cuando la distribución del esfuerzo 
cortante, ecuación 1, se integra sobre la sección transversal se obtiene la 
fuerza cortante resultante V. Para hacer esto, se elige una tira diferen¬ 
cial de área dA ~bdy, figura 7-lQc,y como r actúa de manera uniforme 
sobre esta tira, se tiene 
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EJEMPLO 7.3 



A' 

1 V- 


Una viga de acero 1 de ala ancha tiene las dimensiones mostradas en la 
figura 7-1 la. Si está sometida a una fuerza cortante V = 80 kN, trace 
la distribución del esfuerzo cortante que actúa sobre el área de la sec¬ 
ción transversal de la viga. 


té = 1.13 MPa 




V = 80 kN 


SOLUCIÓN 




22.6 MPa 
MPa 


(b) 


(a) 


Gomo el alma y el ala son elementos rectangulares, entonces al igual 
que en el ejemplo anterior, la distribución del esfuerzo cortante es pa¬ 
rabólica y en este caso varía de la forma mostrada en la figura 7-11 b. 
Debido a la simetría, sólo deben determinarse los esfuerzos cortantes 
en los puntos B', B y C. Para mostrar cómo se obtienen estos valores, 
primero es necesario encontrar el momento de inercia del área de la sec¬ 
ción transversal respecto al eje neutro. Si se trabaja en metros, resulta 


I = 

+ 2 


—{0.015 m){0.200 m) 3 


— (0.300 m)(0.02 m) 3 + (0.300 m)(0.02 m)(0.110 m) 2 


1- A-lOA-, 

1 

r UJiJU m 

t__1 

T 

,100 m 

J 

* 

B 

fl ' 0 




= 155.6(10^) m 4 

Para el punto B\ t B = 0.300 m y A' es el área en gris oscuro de la 
figura 7-1 le. Así, 

Qa = y'A' = [0.110 m](0.300 m)(0.02m) = 0.6Ó0{10“ 3 ) m 3 
de modo que 

VQ B SOflO 3 ) N(0.660(10“ 3 ) m 3 ) 


T¡}‘ = 


= 1.13 MPa 


Jí* 155.6(10^) m 4 (0.300 m) 

Para el punto B, t B ~ 0.015 m y Q B - Q a ,, figura 7-1 le. Por consi- 


<c> 

Figura 7-U 


guíente 


VQb 80(10*) N{0.660(10" 3 ) m 3 ) „ _ 

Tfi 7í á 155.6 (10 -6 ) m 4 (0.015 m) ' “ 




































7.2 Fórmula del esfuerzo cortante 


371 


Observe, con base en el análisis realizado en “Limitaciones en el uso de 
la fórmula del esfuerzo cúrtante”, que Eos valores calculados para y 
t b en realidad son engañosos. ¿Por qué? 


0.02 m 



id) 

Finura 7-11 (cuntí 


Para el punto C, t c = 0.015 m, y A' es el área en gris oscuro que se 
muestra en la figura 7-11 d. Si se considera que esta área está compuesta 
por dos rectángulos, se tiene 


Q c = 2 y'A' = [0.110 m](0.300 m){0.02 m) 
+ [0.05 m](0.015 m){ 0.100 m) 

= 0.735(10^) 


Así, 


T C 


VQq _ 80(10 3 ) N[0.735{10~ 3 ) m 3 ] 
~lt C 155.6(10“*) m 4 {0.015 m) 


= 25.2 MPa 


NOTA: Con base en la figura 7-11&, observe que la mayor parte del 
esfuerzo cortante se produce en el alma y es casi uniforme en todo su 
peralte, variando desde 22.6 hasta 25.2 MPa. Es por esta razón que, 
para el diseño, algunos códigos permiten el cálculo del esfuerzo cor¬ 
tante promedio en la sección transversal del alma en vez de emplear 
la fórmula del esfuerzo cortante. Esto se analizará más adelante en el 
capítulo 11. 
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EJEMPLO 



150 mm 


N- 


~1 30 mm 

A ¡ 

150 mm 


i 


— 30 mm 
ía> 

26 kN 


La viga mostrada en la figura 7- 12o está construida con dos tablas. De¬ 
termine el esfuerzo cortante máximo en el pegamento necesario para 
mantener las tablas juntas, a lo largo del borde en el que están unidas. 

SOLUCIÓN 

Fuerza cortante interna. En la figura 7-12£> se muestran las reac¬ 
ciones en ios apoyos y el diagrama de fuerza cortante para la viga. Se 
observa que el esfuerzo cortante máximo en la viga es de 19.5 kN. 

Propiedades de ía sección. El centroide y, por lo tanto, el eje 
neutro se determinarán a partir del eje de referencia situado en la parte 
inferior del área de la sección transversal, figura 7-12a. Si se trabaja en 
unidades de metros, resulta 



_ _ 2y4 
24 


y = 


[0.075 m](0.150 m)(a030 m) + [0.165 m](0.030 m)(0.150 m) 


= 0.120 m 


65 kN 


V (kN) 


19,5 kN 




(0.150 m)(0.030 m) + (0.030 m)(0.150 m) 

Por lo tanto, el momento de inercia respecto al eje neutro, figura 7-12a, es 

I = ¿(0.030 m)(0.150 m) 3 + (0.150 m)(0.030 m)(0.120 m - 0.075 m) 2 

¿(0.150 m)(0.030 m) 3 + (0.030 m)(0.150 m)(0.165 m - 0.120 ra) 2 
= 27.0(10^) m 4 

La tabla superior (ala) se mantiene sobre la tabla inferior (alma) por 
medio del pegamento, el cual está aplicado sobre el grosor t = 0.03 m. 
En consecuencia, 4' se define como el área de la tabla superior, figura 
7-12». Se tiene 

Q = y’A’ = [0.180 m - 0.015 m - 0.120 m](0.03 m)(0.150 m) 

= 0.2025(10“ 3 ) m 3 

Esfuerzo cortante. Con los datos anteriores y aplicando la fórmu¬ 
la del esfuerzo cortante se obtiene 



VQ 19.5Í10 3 ) N(0.2025(10“ 3 ) m 3 ) 

T míx = —r— =--—7 -—t- --— = 4.88 MPa 

6 It 27.0(ir 6 ) m 4 (0.030 m) 


Resp. 


Ilguru 7-12 


En la figura 7-12c se muestra el esfuerzo cortante que actúa en la parte 
superior de la tabla inferior. 

NOTA: La resistencia del pegamento a este esfuerzo cortante longitu¬ 
dinal es lo que evita que las tablas se deslicen en el soporte derecho. 






































7.2 Fórmula del esfuerzo cortante 


373 


PROBLEMAS FUNDAMENTALES 


1-7-1. S la viga está sometida a una fue mi cortante de 
V =100 kN, determine el esfuerzo cortante desarrollado en 
el punto A. Represente el estado de esfuerzo en A sobre 
un elemento de volumen. 


17-4, Si la viga está sometida a una fuerza cortante de 
V=20 kN, determine el esfuerzo cortante máximo desarro- 
Dado en La viga. 



FM 


17-2. Determine el esfuerzo cortante sobre los puntos A 
y B de la viga si ésta se encuentra sometida a una fuerza 
cortante de V =600 kN. 



17-.;. Determine el esfuerzo cortante máximo absoluto de¬ 
sarrollado en la viga. 



3puig 




mm 


F7-4 


17-5. Si la viga está fabricada de cuatro placas y se encuen¬ 
tra sometida a una fuerza cortante de V=20 kN, determine 
el esfuerzo cortante máximo desarrollado en la viga. 
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PROBLEMAS 


•7-1. Si la viga I de ala ancha se somete a una fuerza cor¬ 
tante de V =20 kN, determine el esfuerzo cortante sobre el 
alma en A. Indique las componentes del esfuerzo cortante 
sobre un elemento de volumen ubicado en este punto. 

7-2. S la viga I de ala ancha se somete a una fuerza cor¬ 
tante de V =20 kN, determine el esfuerzo cortante máximo 
en la viga. 

7-3. Si la viga I de ala ancha se somete a una fuerza cortan¬ 
te de V = 20 kN, determine la fuerza cortante resistida por 
d alma de la viga. 


200 mm 



*7-4. Si la viga en T se somete a una fuerza cortante verti¬ 
cal de y =12 kip, determine el esfuerzo cortante máximo en 
la viga. Además, calcule el salto del esfuerzo cortante en la 
unión ABde 1 ala con el alma. Trace la variación de la intensi¬ 
dad del esfuerzo cortante sobre toda la sección transversal. 

•7-5. Si la viga en T se somete a una fuerza cortante verti¬ 
cal de V = 12 kip, determine la fuerza cortante vertical resis¬ 
tida por el ala. 



7-6. Si la viga se somete a una fuerza cortante de V =15 kN, 
determine el esfuerzo cortante del alma en A y B. Indique 
las componentes del esfuerzo cortante sobre un elemento 
de volumen ubicado en estos puntos. Demuestre que el 
eje neutro se ubica en y = 0.1747 desde la parte inferior e 
4^=0,2182 (lQ-3) m 4 . 


200 mm 



Prob, 7-6 


7-7. Si la viga 1 de ala ancha se somete a una fuerza cor¬ 
tante de V =30 kN, determine el esfuerzo cortante máximo 
en la viga. 

*7-8. Si la viga I de ala ancha se somete a una fuerza cor¬ 
tante de V = 30 kN, determine la fuerza cortante resistida 
por el alma de la viga. 


200 «un 



Prot*. 7-4/5 


Proba. 7-7/8 
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•7-9. Determine la mayor fuerza cortante V que puede 
sostener el elemento sí el esfuerzo cortante permisible es 
r =8 k$i. 

perjn v 

%10. Si la fuerza cortante aplicada V -18 kip, determine el 
esfuerzo cortante máximo en el elemento. 



Prohs. 7-9/19 


7-11. La viga de madera tiene un esfuerzo cortante permi¬ 
sible de t =7 MPa. Determine la fuerza cortante máxima 
Vque puede aplicarse a la sección transversal. 


50 mm 50 aun 


■100 mm—I—-1 



l’rok 7-11 


*7-12, La viga tiene una sección transversal rectangular y 
está hecha de madera con un esfuerzo cortante permisible 
de = 200 psi. Determine la fuerza cortante máxima V 
que puede desarrollarse en la sección transversal de la viga. 
Además, grafique la variación del esfuerzo cortante sobre la 
sección transversal. 



7-13. Determine el esfuerzo cortante máximo en el pun¬ 
tal si éste se encuentra sometido a una fuerza cortante 
V =20 kN. 

7-14. Determine la fuerza cortante máxima V que puede 
soportar el puntal si el esfuerzo cortante permisible para el 
material es r ftnB = 40 MPa. 



mm 


mm 


Prut*. 7-13/14 


7-15. Trace la distribución del esfuerzo cortante sobre la 
sección transversal de una barra que tiene un radio c. ¿En 
qué factor es mayor el esfuerzo cortante máximo que el es¬ 
fuerzo cortante promedio que actúa sobre la sección trans¬ 
versal? 



Prob. 7-15 


*7-16. Un elemento tiene una sección transversal en forma 
de triángulo equilátero. Si está sometido a una fuerza cor¬ 
tante V, determine el esfuerzo cortante máximo promedio 
en el elemento empleando la fórmula del esfuerzo cortante. 
¿En realidad debería usarse la fórmula del esfuerzo cortan¬ 
te para predecir este valor? Explique. 



Prob. 7-12 


Prob. 7-16 
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•7-17. Determine el esfuerzo cortante máximo en el puntal 
si está sometido a una fuerza cortante de V =600 kN. 

7-18. Determine la fuerza cortante máxima V que puede 
soportar el puntal si el esfuerzo cortante permisible para el 
material es t = 45 MPa. 

7-19. Gra fique la intensidad del esfuerzo cortante distribu i- 
do sobre la sección transversal del puntal si éste se encuentra 
sometido a una fuerza cortante de V =600 kN. 



Probs. 7-17/18/19 


*7-20. La barra de acero está sometida a una fuerza cor¬ 
tante de 30 kip. Determine el esfuerzo cortante máximo en 
la barra. 

•7-21. La barra de acero está sometida a una fuerza cor¬ 
tante de 30 kip. Determine el esfuerzo cortante en el punto 
A, Muestre el resultado sobre un elemento de volumen en 
este punto. 


7-22. Determine el esfuerzo cortante en el punto B, ubica¬ 
do sobre el alma de un puntal en voladizo, en la sección a-a. 

7-23. Determine el esfuerzo cortante máximo que actúa 
sobre la sección a-a del puntal en voladizo. 



*7-24. Determine el esfuerzo cortante máximo que actúa 
sobre la viga T, en la sección critica donde la fuerza cortante 
interna es máxima. 

•7-25. Determine el esfuerzo cortante máximo que actúa 
sobre la viga T, en el punto C. Muestre el resultado sobre un 
elemento de volumen en ese punto. 



UlkN/in 


.1111 ITTtt-^ 


& 


■ 3 m-1—li m—]—15 m—| 


150 mm 


Hl 


T 

150 mm 


3o"mm 
— 30 mm 


Pnihs, 7*20/21 


Frota 7-24/25 
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7-26. Determine el esfuerzo cortante máximo que actúa 
sobre la viga de fibra de vidrio, en la sección donde la fuerza 
cortante interna es máxima. 



n 


4pulg 0.75 pulg 

Prah. 7-26 


7-27. Determine el esfuerzo cortante en los puntos C y D 
ubicados sobre el alma de la viga. 

*7-28. Determine el esfuerzo cortante máximo que actúa 
sobre la viga en La sección crítica donde la fuerza cortante 
interna es máxima. 


3 kip/píe 



Ptohs. 7-27/28 


7-29. Escriba un programa de computadora que pueda 
usarse para determinar el esfuerzo cortante máximo en una 
viga, la cual tiene la sección transversal mos trada en la figura 
y está sometida a una carga distribuida constante especifica 
w y a una fuerza concentrada P. Muestre una aplicación del 
programa usando los valores L = 4m, <i =2 m, P = 1.5 kN„ 
rfj =0, d 2 =2 m, w =400 N/m, ^ =15 mm, / 2 =2Q mm, b =50 
mm y h = 150 mm. 



L - 

J’rtrb. 7-29 


7-30. La viga tiene una sección transversal rectangular y 
está sometida a una carga P que es lo suficientemente grande 
como pa ra desarrollar un mome nto completamente plástico 
M p = PL en el soporte fijo. Si el material es elastoplástico, 
entonces el momento Af = Px crea una región de cedencia 
plástica, a una distancia x<L, con un núcleo elástico asocia¬ 
do a una altura 2/. Esta situación se ha descrito mediante la 
ecuación 6-30 y el momento M se distribuye sobre la sección 
transversal, como se muestra en la figura 6-48e. Demuestre 
que el esfuerzo cortante máximo desarrollado en La viga está 
dado por r mí¡x = |(P/j 4'), donde A' =2!/f>, el área de la sec¬ 
ción transversal del núcleo elástico. 


P 



7-3L La viga de la figura 6-48/está sometida a un momen¬ 
to completamente plástico M^. Demuestre que los esfuerzos 
cortantes longitudinales y transversa Les en la viga son iguales 
a cero. Sugerencia: Considere un elemento de la viga como 
se muestra en la figura 7-4c. 
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7.3 Flujo cortante en elementos 
compuestos 


A veces en la práctica de la ingeniería, los elementos se “construyen" a 
partir de varias partes componentes a fin de lograr una mayor resistencia 
a las caigas. En la figura 7-13 se muestran algunos ejemplos. Si las cargas 
causan flexión en los elementos.es necesario utilizar sujetadores tales como 
clavos, tomillos, material de soldadura o pegamento para evitar que Eos 
componentes se deslicen entre sí, figura 7-2. Para diseñar estos sujetadores 
o determinar su espaciamiento, es necesario conocer la fuerza cortante que 
debe ser resistida por el sujetador. Esta carga, cuando se mide como una 
fuerza por unidad de longitud de la viga, se conoce como flujo cortante q.* 
La magnitud del flujo cortante puede obtenerse mediante un desarrollo 
similar al que se hizo para encontrar el esfuerzo cortante en la viga. Para 
mostrar esto, se considerará la determinación del flujo cortante a lo largo 
de la unión donde el segmento de la figura 7- 14a está conectado al ala de 
la viga. Como se muestra en la figura 7-14¿>,en este segmento deben actuar 
tres fuerzas horizontales. Dos de esas fuerzas, F y F+ dF, se desarrollan 
mediante esfuerzos normales causados por los momentos M y M+dM, res¬ 
pectivamente. La tercera fuerza, que para el equilibrio debe ser igual a dF, 
actúa en la unión y debe estar soportada por el sujetador. Si se observa que 
¿Fes el resultado de dM, entonces, al igual que en la ecuación 7-1, se tiene 



La integral representa a Q, es decir, el momento del área A' del segmento 
en la figura 7-14£> respecto al eje neutro de toda la sección transversal. 
Como el segmento tiene una longitud dx, el flujo cortante, O la fuerza por 
unidad de longitud a lo largo de la viga, es q = dF/dx. Por lo tanto, al dividir 
ambos lados de la ecuación entre dx y teniendo en cuenta que V = dMjdx , 
ecuación 6-2, es posible escribir 


Aquí 



(7-4) 


q = el flujo cortante, medido como una fuerza por unidad de longitud a 
lo largo de la viga 

V = la fuerza cortante interna resultante, determinada mediante el 
método de las secciones y las ecuaciones de equilibrio 
I = el momento de inercia de toda la sección transversal calculada 
respecto al eje neutro 

Q = y‘A ' donde A' es el área de la sección transversal del segmento 
que se conecta a la viga en la unión donde debe calcularse el flujo 
cortante, y y', es la distancia desde el eje neutro hasta el centroide 
deA f 


*EI uso de la palabra “flujo" en esta terminología será significativo en lo que respecta al 
análisis de la sección 7.5. 
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<a> 


ffgttra 7-14 


La aplicación de esta ecuación sigue el mismo “procedimiento de análi¬ 
sis” que el indicado en Ea sección 7.2 para la fórmula del esfuerzo cortante. 
Es muy importante identificar correctamente a Q para determinar el flujo 
cortante en una junta particular en la sección transversal. Algunos ejem¬ 
plos servirán para ilustrar cómo se debe hacer esto. Considere las seccio¬ 
nes transversales de viga que se muestran en la figura 7-15. Los segmentos 
en gris oscuro están conectados a la viga por medio de sujetadores y en los 
planos de conexión (identificados por las líneas negras gruesas), el flujo 
cortante q se determina utilizando un valor de Q calculado a partir de A' y 
y'.indicados en cada figura. Este valor de q será resistido por un sujetador 
único en la figura 7-15a, por medio de dos sujetadores en la figura l-\5b y 
mediante tres dispositivos de sujeción en la figura 7-15c. En otras palabras, 
el sujetador de la figura 7-15a soporta el valor calculado de q, y en las figu¬ 
ras 7-1 5b y 7-15c cada sujetador soporta q¡2 y q¡, 3, respectivamente. 



Puntos Importantes 


El flujo cortante es una medida de la fuerza por unidad de longitud 
a lo largo del eje de una viga. Este valor se obtiene de la fórmula 
del esfuerzo cortante y se usa para determinar la fuerza cortante 
desarrollada en los sujetadores y el pegamento que mantienen 
unidos los distintos segmentos de una viga compuesta. 
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EJEMPLO 7.5 


La viga está construida a partir de cuatro tablas pegadas como se muestra 
en la figura 7-16a. Si está sometida a una fuerza cortante de V =850 IcN, 
determine el flujo cortante en B y Cque debe resistir el pegamento. 

SOLUCIÓN 

Propiedades de la sección. El eje neutro (centroide) se medirá 
desde la parte baja de la viga, figura 7-16o. Al trabajar con unidades 
métricas se obtiene 

'SyA _ 2[0.15 m]{0.3 m)(0.01 m) + [0.205 m](0.125 m)(0.01 m) + [0.305 m](0.250 m)(0.01 m) 
y “ Ya 2(0.3 m)(0.01 m) + 0125 m(0.01 m) + 0250 m(0.01 m) 


= 0.1968 m 


1=2 


Así, el momento de inercia respecto al eje neutro es 
^{ftOl m){0.3 m) 3 + (0.01 m)(0.3 m)(0.1968m - 0.150 m) 2 


‘250 rum¬ 


io mm 


V = g50 kN 


10 mm- 


-10 mm 


B^ 

1 

1 

¥b 


le _ C* | 



f A‘c J 

”I>n 






—(0.125 m)(0.01 m) 3 + (0.125 m)(0.01 m)(0.205 m - 0.1968 m) 2 

^(0.250 m)(0.01 m) 3 + (0.250 m)(0.01 m)(0.305m - 0.1968 m) 2 
= 87.52(10“*) m 4 

A Como el pegamento en B y B' de la figura 7-16¿> “mantiene” la tabla 
superior en la viga, se tiene 

Qb = ykA's = [0.305 m - 0.1968 m](0.250 m)(0.01 m) 

= 0.271 (10“ 3 ) m 3 

De la misma manera, el pegamento en C y C “mantiene” la tabla inte¬ 
rior en la viga, figura 7-16¿> y, por consiguiente 

Qc = y'c A C = [0-205 m - 0.1968 m](0.125 m)(0.0I m) 

= 0.0102ó(10“ 3 ) m 3 

Flujo cortante. Para ByB F $e tiene 

VQg 850(10 3 ) N(ft271(10~ 3 ) m 3 ) 


q'& = 


/ 87.52(10“*) m 4 

Y para C y C, 

VQ C 850( 10 3 ) N (0.01026 (10“ 3 ) m 3 ) 


QC = 


= 2.63 MN/m 


= 0.0996 MN/m 


m 

íi^Lira 7-16 


87.52(10“*) m 4 

Como se usan dos juntas para asegurar cada tabla, el pegamento por 
metro de longitud de la viga en cada junta debe ser suficientemente 
fuerte para resistir la mitad de cada valor calculado para q\ Así, 

q& = 1.31 MN/m y qc = 0.0498 MN/m Resp. 
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EJEMPLO 7.6 


Una viga de caja se construye con cuatro tablones clavados entre sí, 
como se muestra en la figura 7-17a. Si cada clavo puede soportar una 
fuerza cortante de 30 ib, determine la separación máxima s de los clavos 
en B y C para que la viga soporte la fuerza de 80 Ib. 

SOLUCIÓN 

Fuerza cortante interna. Si la viga se secciona en un punto ar¬ 
bitrario sobre su longitud, la fuerza cortante interna necesaria para el 
equilibrio siempre Será V =80 Ib, por lo que el diagrama de fuerza cor¬ 
tante es como se muestra en la figura 7-17¿>. 

Propiedades de la sección. El momento de inercia del área de la 
sección transversal respecto al eje neutro puede determinarse al conside¬ 
rar un cuadrado de 7.5 X 7.5 pulg menos un cuadrado de 4.5 x 4.5 pulg. 

I = ™(7.5 pulg) (7.5 pulg) 3 - “(4.5 pulg) (4.5 pulg) 3 = 229.5 pulg 4 

El flujo cortante en B se determina usando la Q B encontrada en el 
área gris más oscura que se muestra en la figura 7-17c. Es esta porción 
“simétrica” de la viga la que debe “mantenerse” con el resto de la viga 
mediante clavos en el lado izquierdo y por medio de las fibras del tablón 
del lado derecho. 

Así, 

Qb = y’ A ' = [3 puig](7.5 pulg) (1.5 pulg) = 33.75 pulg 3 

Del mismo modo, el flujo cortante en C puede determinarse mediante 
el área “simétrica" sombreada en gris oscuro que se muestra en la figura 
7-17 d. Se tiene 

Qc = y' A> = [3 puig](4.5 pulg) (1.5 pulg) = 20.25 pulg 3 
Flujo cortante. 

80 lb(33.75 pulg 3 ) 


qn = 


qc = 


VQb 

I 

VQ C 


229.5 pulg 4 
80 Ib (20.25 pulg 3 ) 


= 11.76 Ib/pulg 


= 7.059 Ib/pulg 


s B = 


Y para C, 


(11.76/2) Ib/pulg 


s c = 


301b 


(7.059/2) Ib/pulg 


SO Ib 



-i — 


13 pulg C 

(“6pulg—^ j \— 1 13 pulg 

Tí' 

T H-J 

T'-Spu'g 


(a) 


V{lb) 


fiO 


fl>) 


ripie) 


229.5 pulg 4 

Estos valores representan la fuerza cortante por unidad de longitud 
de la viga que debe ser resistida por los clavos en B y las fibras en B\ 
figura 7-17c, y los clavos en C y las fibras en C, figura 1-lld, respectiva¬ 
mente. Como en cada caso, el flujo cortante es resistido en dos superfi¬ 
cies y cada clavo puede resistir 30 Ib, para B la separación es 

301b 



= 5.10 pulg Use sb = 5 pulg Resp. 


= 8.50 pulg Use se ~ 8.5 pulg Resp. 



1-tyuru 7*17 
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EJEMPLO 


En una viga que puede construirse como se muestra en el Caso I o bien 
como en el Caso n, figura 7-18, se usan clavos con una resistencia cor¬ 
tante total de 40 Ib. Si los clavos están separados a 9 pulg, determine la 
mayor fuerza cortante vertical que se puede soportar en cada caso de 
modo que los sujetadores no fallen. 



Como la sección transversal es la misma en ambos casos, el momento de 
inercia respecto al eje neutro es 


I = Y2 (3pU ' gK5pUlg)3-2 


— {1 pulg) (4 pulg) 3 


= 20.58 pulg 4 


Caso I. En este disedo, una sola fila de clavos mantiene el ala supe¬ 
rior o inferior sobre el alma. Para una de estas alas, 

Q = y’A' = [2.25 pulg](3pulg(0.5 pulg)) = 3.375 pulg 3 

de modo que 

VQ 
<¡ = ~r 


401b V(3.375pul¿) 


9 pulg 20.58 pulg 4 
V = 27.1 Ib 


Resp. 


Caso II . Aquí, una hilera de clavos mantiene una de las tablas latera¬ 
les sobre el alma. Por lo tanto, 

Q = y'A' = [2.25 pulg] (1 pulg(0.5 pulg)) = 1.125 pulg 3 

VQ 

q = 


40 Ib y(1.125 pulg 3 ) 


9 pulg 20.58 pulg 4 
V = 81.3 Ib 


Resp. 
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PROBLEMAS FUNDAMENTALES 


1-7-6. Dos tablas idénticas están empernadas entre sí para 
formar una viga. Determine, con una precisión de 1 mm, la 
máxima separación permisible s entre los pernos si cada uno 
tiene una resistencia cortante de 15 kN. La viga está someti¬ 
da a una fuerza cortante de V -50 kN. 

17-7. Dos tablas idénticas están empernadas entre $f para 
formar una viga. Si la separación entre los pernos es s =100 
mm y cada uno tiene una resistencia cortante de 15 kN, de¬ 
termine la fuerza cortante máxima V que la viga puede re¬ 
sistir. 



17-6/7 


17-8. Dos placas gruesas idénticas con 20 mm de grosor 
se empernan a las alas superior e inferior para formar una 
viga compuesta. Si la viga se somete a una fuerza cortante de 
V = 300 kN, determine la separación máxima permisible s 
de los pernos, con una precisión de 1 mm. Cada perno tiene 
una resistencia cortante de 30 kN. 



i-7-8 


17-9. Las tablas están unidas entre sí para formar una viga 
compuesta. Si la viga se somete a una fuerza cortante de 
V =20 kN, determine la separación máxima permisible de los 
pernos con una precisión de 1 mm. Cada perno tiene una 
resistencia cortante de 8 kN. 



17-9 


17- lo. Las tablas están unidas entre sí para formar la viga 
compuesta. Si la viga se somete a una fuerza cortante de 
V= 15 kip, determine la separación máxima permisible de los 

pernos con una precisión de ¿de pulg. Cada perno tiene una I- 

resistencia cortante de 6 kip. 



(15 pulg 


4pul^/ 


F7-10 
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PROBLEMAS 


* 7 - 32 . La viga está construida con dos tablas unidas en las 
partes superior e inferior, mediante dos hileras de clavos es¬ 
paciados cada 6 pulg. Si cada clavo puede soportar una fuer¬ 
za cortante de 500 Ib, determine la máxima fuerza cortante 
V que puede aplicarse a la viga. 

•7-33. La viga está construida con dos tablas unidas en las 
panes superior e inferior, mediante dos hileras de clavos es¬ 
paciados cada 6 pulg. Si se aplica una fuerza cortante interna 
de V =600 Ib sobre las tablas, determine la fuerza cortante 
resistida por cada clavo. 



Probo. 7-32/33 


7-34. La viga está construida con dos tablas unidas median¬ 
te tres hileras de clavos espaciados a s = 2 pulg de distancia. 
Si cada clavo puede soportar una fuerza cortante de 450 Ib, 
determine la fuerza cortante máxima y que puede aplicarse 
a la viga. El esfuerzo cortante permisible para la madera es 
^perm = 3QG p§i. 

7-35. La viga está construida con dos tablas unidas me¬ 
tíante tres hileras de clavos. Si el esfuerzo cortante permi¬ 
sible para la madera es = 150 psi, determine la fuerza 
cortante máxima V que puede aplicarse a La viga. Además, 
encuentre la separación máxima s de los clavos si cada uno 
puede resistir 650 Ib en corte. 



*7-36. La viga está fabricada a partir de dos elementos es¬ 
tructurales equivalentes en T y dos placas. Cada placa tiene 
una altura de 6 pulg y un grosor de 0.5 pulg. Si se aplica una 
fuerza cortante de V =50 kip a la sección transversal, deter¬ 
mine la separación máxima de los pernos. Cada perno puede 
resistir una fuerza cortante de 15 kip. 

•7-37. La viga está fabricada a partir de dos elementos es¬ 
tructurales equivalentes en T y dos placas. Cada placa tiene 
una altura de 6 pulg y un grosor de 0,5 pulg. Si los pernos 
están espaciados a s = 8 pulg, determine la fuerza cortante 
máxima V que puede aplicarse a la sección transversal. Cada 
perno puede resistir una fuerza cortante de 15 kip. 



Proba. 7-36/37 


7-38. La viga está sometida a una fuerza cortante de V = 
2 kN. Determine el esfuerzo cortante promedio desarrolla¬ 
do en cada clavo si éstos se encuentran separados a 75 mm 
sobre los lados de la viga. Cada clavo tiene un diámetro de 
4 mm. 



Prtihs. 7-34/35 


Proh.7-38 
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7-39. Una viga está construida con tres tablas unidas en¬ 
tre sí, como se muestra en la figura. Determine la fuerza 
cortante desarrollada en cada perno si éstos se encuentran 
separados a s =250 mm y la fuerza cortante aplicada es de 
V=35 kN. 



PhiU 7-39 


*7-40. La viga de doble alma se construye a partir de dos 
hojas de madera contrachapada que se fijan a piezas de ma¬ 
dera en sus partes superior e inferior. Si cada elemento de 
sujeción puede soportar 600 Ib en corte simple, determine 
la separación s requerida entre los sujetadores para sopor¬ 
tar la carga P =3000 Ib. Suponga que A está articulada y que 
Bes un rodillo. 

*7-41. La viga de doble alma se construye a partir de dos 
hojas de madera contrachapada que se fijan a piezas de ma¬ 
dera en sus partes superiore inferior. El esfuerzo ñexionante 
permisible de la madera es íf^ =8 ksi y el esfuerzo cortan¬ 
te permisible es T^ rm = 3 ksi. Si los sujetadores están sepa¬ 
rados a 5=6 pulg y cada uno puede soportar 600 Ib en corte 
simple, determine la carga máxima P que puede aplicarse a 
la viga. 


742. La viga en T se clava de la manera mostrada en la 
figura. Si cada clavo puede soportar una fuerza cortante de 
950 Ib, determine la máxima fuerza cortante V que puede 
soportar la viga y la máxima separación s correspondiente 
entre los clavos con una precisión de ¿ de pulg. El esfuerzo 
cortante permisible para la madera es t = 450 pei. 



Prob, 742 


743. Determine el esfuerzo cortante promedio desarrolla¬ 
do en los clavos dentro de la región AB de la viga. Los clavos 
se ubican a los lados de la viga y están separados a 100 mm 
entre sí. Cada clavo tiene un diámetro de 4 mm, Considere 
P=2 kN. 

*744. Los clavos están a ambos lados de la viga y cada uno 
puede resistir una fuerza cortante 2 kN. Además de la carga 
distribuida, determine la carga máxima P que puede apli¬ 
carse al extremo de la viga. Los clavos están separados por 
100 mm y el esfuerzo cortante permisible para la madera es 

v- =3MPa - 


2 kN/m 


1 

llllllik 


A 

--15 m-- 

B i 

- -15 m --- 



—E |—íípulg—[ |— 
05 pulg 05 pulg 


P 




'""T 200 


mm 


Prohs 7-40/41 


Frutos 7*43/44 
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•7-45. La viga se construye con cuatro tablones clavados 
entre sí. Los clavos están a ambos lados de la viga y cada uno 
puede resistir una fuerza cortante 3 kN. Determine la carga 
máxima P que puede aplicarse al extremo de la viga. 




Prot». 7-45 


7-46. Una viga compuesta de madera está hecha con cua¬ 
tro tablas, cada una con una sección transversal rectangular. 
Escriba un programa de computadora que pueda usarse 
para determinar el esfuerzo cortante máximo en la viga 
cuando está sometida a la fuerza cortante V. Muestre una 
aplicación del programa para un conjunto específico de di¬ 
mensiones. 



7-47. La viga está construida con cuatro tablas clavadas 
entre sí, como se muestra en la figura. Si cada clavo puede 
soportar una fuerza cortante de 100 Ib, determine las separa¬ 
ciones requeridas s y s' si la viga está sometida a una fuerza 
cortante de V =700 Ib. 



7-47 


*7-4». La viga de caja está construida con cuatro tablones 
que se sujetan mediante clavos espaciados a lo largo de la 
viga a cada 2 pulg. Si cada clavo puede resistir una fuerza 
cortante de 50 Ib, determine la mayor fuerza cortante V que 
se puede aplicar a la viga sin causar la falla de los clavos. 



7-49. La viga de madera en T está sometida a una carga 
que consiste en n fuerzas concentradas, Si se conoce la 
fuerza cortante permisible l^ avo para cada uno de los cla¬ 
vos, escriba un programa de computadora que especifique el 
espaciamiento de los clavos entre cada carga. Muestre una 
aplicación del programa usando los valores L = 15 pies, a, = 
4 pies, = 600 Ib, a, = 8 pies, P 2 = 1500 Ib, h Y = 1.5 pulg, 
h x = 10 pulg, b 2 =8 pulg, K = 1 pulg y =200 Ib. 



Prob, 7-46 


lVah.7-49 
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7.4 Flujo cortante en elementos 
de pared delgada 

En esta sección se mostrará cómo aplicar Ea ecuación de flujo cortante q = 
VQ¡1 para encontrar la distribución del flujo cortante en toda el área de la AL 
sección transversal de un elemento. Se supondrá que el elemento tiene pa¬ 
redes delgadas, es decir, que el grosor de la pared es pequeño comparado 
con su altura O anchura. Como se muestra en la siguiente sección, este aná- 
Isis tiene aplicaciones importantes en el diseño estructural y mecánico. 

Al igual que el esfuerzo cortante, el flujo cortante actúa en los planos 
longitudinal y transversal del elemento. Para mostrar cómo se establece su 
dirección en la sección transversal, considere el segmento dx de la viga 1 
de ala ancha en la figura 7-19o. Los diagramas de cuerpo libre de dos seg¬ 
mentos, B y C, tomados del ala superior se muestran en las figuras 7-19¿> y 
7-19c. La fuerza t/Edebe actuar sobre la sección longitudinal a fin de equi¬ 
librar las fuerzas normales F y F+dF creadas por los momentos M y M + 
dM, respectivamente. Ahora bien, si los elementos SyCen las esquinas 
de cada segmento se retiran, entonces las componentes transversales q ac¬ 
túan en Ea sección transversal, como se muestra en las figuras 7-19£>y 7-19c. 
Mediante este método, demuestre que los flujos cortantes en los puntos 
correspondientes B' y C del ala inferior, figura 7-1 9d, están dirigidos como 
se muestra en la figura. 

Aunque también es cierto que V+dV creará componentes verticales de 
flujo cortante en este elemento, aquí no se tomarán en cuenta sus efectos. 
Esto se debe a que esta componente, al igual que el esfuerzo cortante, es 
aproximadamente igual a cero en todo el grosor del elemento. En este caso, 
d ala es delgada y la parte superior e inferior de las superficies del elemen¬ 
to están libres de esfuerzo, figura 7-19e. En resumen, sólo se considerará la 
componente de flujo cortante que actúa paralela a los lados del ala. 





V + dV 


(a) 




F+dF 


<b) 





supone que es cero 
a través del grosor del ala. 
,/f porque sus partes superior 
e inferior están libres de 
esfuerzo 


<d> 


Se supone que q es 
constante a través 
del grosor del ala 



(e) 


F + dF 


íc) 


Figura 7-19 
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Después de haber determinado la dirección del flujo cortante en cada 
ala, ahora es posible encontrar su distribución a lo largo del ala superior 
derecha de la viga mostrada en la figura 7-20 a. Para ello, considere el flujo 
cortante q, que actúa sobre el elemento dx gris oscuro, el cual se encuentra 
a una distancia arbitraria x de la línea central déla sección transversal déla 
figura 7-20b. Aquí, Q = y’A‘ = [d/2](b/2 - jr)í, de modo que 


<7 = 



V\d/2\{bf2 ~ x)t Vtdíb \ 
- - 1 -“ \ 2 ~ X ) 


(7-5) 


Por inspección, esta distribución varía de forma lineal a partir de q = 0 en 
x = b¡2 hasta (q m ¿,) f = Vtdb/41 en x = 0. (La limitación de x = 0 es posi¬ 
ble aquí porque se supone que el elemento tiene “pared delgada”, por lo 
que el grosor del alma no se toma en cuenta). Debido a la simetría, un 
análisis similar genera la misma distribución de flujo cortante en los otros 
segmentos del ala, de modo que los resultados son los mostrados en la 
figura 7-20 d. 

La fuerza total desarrollada en cada segmento del ala puede determi¬ 
narse por integración. Como la fuerza sobre el elemento dx de la figura 
7-20 b es dF=q dx , entonces 




Vtdtí 1 

16/ 


Este resultado también puede encontrarse al determinar el área bajo el 
triángulo de la figura l-2Qd. Por consiguiente, 



Vtdb 1 

16/ 


Estas cuatro fuerzas se muestran en la figura 7-20e, donde puede observar¬ 
se a partir de su dirección que se mantiene el equilibrio de fuerzas horizon¬ 
tales de la sección transversal. 
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(e) 


Distribución del flojo cortante 
(d> 

figura 7*20 (c«nl.) 

Es posible realizar un análisis similar para el alma, figura 7-20c. Aquí q 
debe actuar hacia abajo y en el elemento dy se tiene Q = 2 y'A‘ = \d¡ 2] 
(bt) + [y + (1/2) (d/2 -y)]t(d/2 - y) = btd/2 + (f/2)(rf 2 /4 - /), de 
modo que 


q = 


VQ 

I 



(7-6) 


Para el alma, el flujo cortante varía de una forma parabólica desde 
i ? =2 (‘?m 4 ,)/ = Vtdb/21 en y = d/2 hasta = (Vtd/I)(b/2 + d/8) en y = 

0, figura 7-20¿. 

Al integrar para determinar la fuerza en el alma, F w , se tiene, 



Eso posible la simplificación si se observa que el momento de inercia para 
d área de la sección transveisal es 


1=2 


12 


bt* + bt 


S)'B 


td* 


Si no se toma en cuenta el primer término, dado que el grosor de cada ala 
es pequeño, entonces 


-t(» + 5*) 


Al sustituir esto en la ecuación anterior, se observa que F w = V, tal como 
se esperaba, figura 7-20e. 
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Flujo cortante $ 
Figura 7-21 


A partir del anáfisis anterior, deben observarse tres puntos importantes. 
En primer lugar, el valor de q cambia a través de la sección transversal, ya 
que Q será diferente para cada segmento de área A' en el cual se determi¬ 
na. En particular, q variará linealmente a lo largo de los segmentos (alas) 
que son perpendiculares a la dirección de V, y de manera parabólica a lo 
largo de los segmentos (alma) que están inclinados respecto a V o que son 
paralelos a ésta. En segundo lugar, q siempre actuará de manera paralela 
a las paredes del elemento, puesto que la sección en la que se calcula q se 
toma perpendicular a las paredes. Y en tercer lugar, el sentido direccio- 
nal de q es tal que la fuerza cortante parece “fluir" a través de la sección 
transversal, hacia adentro en el ala superior de la viga, “combinándose" 
y luego “fluyendo” hacia abajo a través del alma, puesto que debe con¬ 
tribuir a la fuerza cortante V, y luego “separándose” y “fluyendo” hacia 
fuera en el ala inferior. Si es posible al “visualizar” este “flujo” se obtendrá 
una forma sencilla de establecer no sólo la dirección de q , sino también la 
dirección correspondiente de r. En la figura 7-21 se muestran otros ejem¬ 
plos de cómo se dirige q alo largo de los segmentos de los elementos con 
pared delgada. En todos los casos, prevalece la simetría respecto a un eje 
que está alineado con V. Como resultado, q “fluye” en una dirección tal que 
proporcionará la fuerza vertical V y, sin embargo, también cumplirá el 



Puntos Importantes 


La fórmula del flujo cortante q = VQfl puede utilizarse para de¬ 
terminar la distribución del flujo cortante a lo largo de un ele¬ 
mento con pared delgada, siempre que la fuerza cortante V actúe 
a lo largo de un eje de simetría o eje principal de inercia centroi- 
dal para la sección transversal. 

Si un elemento está hecho con segmen tos de pared delgada, sólo es 
importante el flujo cortante paralelo a las paredes del elemento. 

El flujo cortante varía linealmente a lo largo de los segmentos que 
son perpendiculares a la dirección de la fuerza cortante V. 

• El flujo cortante varía en forma parabólica a lo largo de los seg¬ 
mentos que están inclinados o que son paralelos respecto a la di¬ 
rección de la fuerza cortante V. 

En la sección transversal la fuerza cortante “fluye” a lo largo de 
los segmentos, de modo que resulte en la fuerza cortante vertical 
V y, aún así, cumpla el equilibrio de las fuerzas horizontales. 
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EJEMPLO 7.8 


La viga de caja de pared delgada que se muestra en la figura 7-72a está 
sometida a una fuerza cortante de 10 kip. Determine la variación del 
flujo cortante en toda la sección transversal. 

SOLUCIÓN 

Por simetría, el eje neutro pasa por el centro de la sección transversal. 
Para los elementos de pared delgada se usan las dimensiones déla línea 
central para el cálculo del momento de inercia. 

I = ¿(2pulg)<7pulg) 3 + 2[(5pu!g)(lpulg){3.5pulg) 2 ] = 179.7pulg 

Sólo se debe determinar el flujo cortante en los puntos B, C y D. 
Para el punto B, el área A' ~ 0, figura 7-22 b t ya que es posible pensar 
que se encuentra ubicada completamente en el punto B. Por otra parte, 

A' también puede representar toda el área de la sección transversal, en 
cuyo caso Q B = y‘A‘ = 0 puesto que y’ = 0. Como Q s = 0, entonces 

qn = 0 

Para el punto C, el área A' se muestra en gris más oscuro en la figura 
7-22 c. En este caso, se han usado las dimensiones medias porque el pun¬ 
to C está sobre la línea central de cada segmento. Se tiene 

Q c = y A’ = {3.5 pulg){5 pulg){l pulg) = 17.5 pulg 3 

Como hay dos puntos de unión, 

'10 kip( 17.5pulg 3 )' 




179.7 pulg 4 


0- 


0.487 kip/pulg 


El flujo cortante en D se determina empleando los tres rectángulos 
en gris oscuro que se muestran en la figura 7-22 d. Una vez más, si se 
usan las dimensiones de la línea central 



(b) 



IpT^Mpu'sH 

<c> 

K5pulgH 


N- 


35 


3 5 pulg 


<<D 


Q 0 = Xy’A’ = 2 


3.5 pulg 


(1 pulg)(3,5 pulg) + [3.5 pulgj(5 pulg)(I pulg) = 29.75 pulg 3 


Como hay dos puntos de unión, 

'10 kip{29.75 pulg 3 ) 


1 (VQo\ 1( ] 

q » = l{—) = 2 V 


179.7 pulg 4 


^ = 0.828 kip/pulg 




Con estos resultados y con la simetría de la sección transversal, es 
posible graficar la distribución del flujo cortante en la figura 7-22e. La 
distribución es lineal a lo largo de los segmentos horizontales (perpen¬ 
diculares a V) y parabólica a lo largo de los segmentos verticales (pa¬ 
ralelos a V). 


N 






—0.4ÍÍ7 kip/puJg 


■^\(WS2S kip/pulg 

¿A 




tí 


0>4#7 kip/pulg 


<e> 

Fipirji 7*22 
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*7.5 Centro cortante para elementos 
abiertos de pared delgada 

En la sección anterior, se supuso que la fuerza cortante interna V se apli¬ 
caba a lo largo de un eje principal de inercia centroidal que también re¬ 
presentaba un eje de simetría de la sección transversal. En esta sección 
se considerará el efecto de la aplicación de la fuerza cortante a lo largo 
de un eje centroidal principal que no es un eje de simetría. Al igual que 
antes, sólo se analizarán los elementos abiertos de pared delgada, por lo 
que se usarán las dimensiones de la línea central en las paredes de tales 
elementos. Un ejemplo típico de este caso es la sección de canal mostrada 
en la figura 7-23a. La sección se encuentra en voladizo con un soporte fijo 
y está sometida a la fuerza P. Si la fuerza se aplica una vez alo largo del eje 
vertical asimétrico que pasa por el centroide C de la sección transversal, el 
canal no sólo se doblará hada abajo, sino que también se torcerá en sentido 
horario como se muestra en la figura. 



(, "1- rrriv. 


(9nHfe)w 


(í-h)/ 

Distribución del flujo cortante 
(b) 



Hfj¡urii 7-23 
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Para entender por qué se tuercen los elementos, es necesario mostrar 
la distribución del flujo cortante a lo largo dé las alas y el alma del canal, 
figura 7-236. Cuando esta distribución se integra sobre las áreas de las alas 
y el alma, se obtienen fuerzas resultantes de F f e n cada ala y una fuerza de 
V= P en el alma, figura 7-23c. Si los momentos de estas fuerzas se suman 
respecto al punto A, puede observarse que el momento de torsión o torca 
creado por las fuerzas del ala es el responsable por la torsión del elemento. 
El giro real es en sentido horario cuando se observa desde el frente de la 
viga, como en la figura 7-23o, ya que las fuerzas “de equilibrio” internas 
reactivas En causan la torsión. Por lo tanto, para evitar esta torsión es nece¬ 
sario aplicar P en un punto O situado a una distancia excéntrica e del alma 
del canal, figura 7-23¿. Se requiere - F f d= Pe, o bien 



Ffd 

e = ~F 

Mediante el método descrito en la sección anterior, F¡ puede evaluar¬ 
se en términos de P (= V) y las dimensiones de las alas y el alma. Una 
vez hecho esto, P se cancelará al sustituirse en la ecuación anterior, y será 
posible expresar e simplemente como una función de la geometría de la 
Sección transversal (vea el ejemplo 7.9). El punto O ubicado de esta forma 
se denomina catiro cortante o centro de flexión. Cuando P se aplica en el 
centro cortante, la viga se dobla sin torease, como se muestra en la figura 
7-23e. Con frecuencia, los manuales de diseño presentan la ubicación de 
este punto para una serie de vigas con secciones transversales de pared 
delgada que se usan de manera normal en la práctica de la ingeniería. 

A partir de este análisis, debe señalarse que el centro cortante siempre 
se encuentra sobre un eje de simetría del área de la sección transversal de 
un elemento. Por ejemplo, si el canal se gira 90° y P se aplica en A, figura 
7-24a, no se presentará una torsión porque el flujo cortante en el alma y 
las alas para este caso es simétrico y, por consiguiente, las fuerzas resultan¬ 
tes en los elementos no crearán ningún momento alrededor de A, figura 
7-246. Por supuesto, si un elemento tiene una sección transversal con dos 
ejes de simetría, como en el caso de una viga I de ala ancha, entonces el 
centro cortante coincide con la intersección de estos ejes (el centroide). 



Demostración de la forma en que una viga 
en voladizo se dobla cuando es cargada a 
través del centroide (arriba) y a través del 
centro cortante (abajo). 



Ffgma 7-24 






























394 


Cap ítü lo 7 Esfu erzo cortante transv ersa l 



Puntos Importantes 


El centro cortante es el punto de una viga a través del cual puede 
aplicarse una fuerza que causará que la viga se doble pero no se 
tuerza. 

El centro cortante siempre se encontrará sobre un eje de simetría 
de la sección transversal. 

La ubicación del centro cortante sólo es una función de la geome¬ 
tría de la sección transversal y no depende de la carga aplicada. 


ProcodImlento de análisis 


La ubicación del centro cortante de un elemento abierto con pared 
delgada, para el cual la fuerza cortante está en la misma dirección 
que un eje principal centroidal de la sección transversal puede de¬ 
terminarse mediante el siguiente procedimiento. 

Resultantes de flujo cortante. 

Por observación, determine la dirección del flujo cortante a través 
de los diferentes segmentos de la sección transversal y dibuje las 
resultantes de fuerza sobre cada segmento de dicha sección. (Por 
ejemplo, vea la figura 7-23c.) Como el centro cortante se determi¬ 
na al tomar los momentos de estas resultantes de fuerza respecto 
a un punto (.4), elija ese punto en una ubicación que elimine los 
momentos de tantas resultantes de fuerza como sea posible. 

Se deben calcular las magnitudes de las resultantes de fuerza 
que crean un momento alrededor de A. Para cualquier segmento 
esto se hace mediante la determinación del flujo cortante q en un 
punto arbitrario del segmento, para después integrar q sobre la 
longitud de dicho segmento. Observe que V creará una variación 
lineal del flujo cortante en los segmentos que son perpendiculares 
a V, y una variación parabólica del flujo cortante en los segmen¬ 
tos que son paralelos o inclinados respecto a V. 

Centro cortante. 

Sume los momentos de las resultantes del flujo cortante respecto 
al punto A e iguale este momento con el de V alrededor de A. 
Resuelva esta ecuación para determinar el brazo de momento o la 
distancia excéntrica e, que ubica la línea de acción de V desde A. 

Si existe un eje de simetría para la sección transversal, el centro 
cortante se encuentra en el punto donde este eje interseca la línea 
de acción de V. 
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EJEMPLO 7.9 


Determine la ubicación del centro cortante para la sección de canal con 
pared delgada que tiene las dimensiones mostradas en la figura 7-25a. 


SOLUCIÓN 

Resultantes del flujo cortante. Una fuerza cortante vertical des¬ 
cendente V aplicada a la sección ocasiona que la fuerza cortante fluya 
a través de las alas y el alma como se muestra en la figura 7-25b. Esto 
produce las resultantes de fuerza F f y V, en las alas y el alma, que se 
muestran en la figura 7-25c. Se tomarán momentos respecto al punto A 
de modo que sólo debe determinarse la fuerza i^en el ala inferior. 

El área de la sección transversal se puede dividir en tres componentes 
rectangulares (un alma y dos alas). Como se supone que cada componen¬ 
te es delgado, el momento de inercia del área respecto al eje neutro es 


/ = 


12 


í/t 3 + 2 





A partir de la figura 7-2 5d, q en la posición arbitraria x es 


\ — b —H 

h 



00 



Distribución del flujo cortante 


VQ _ V{h¡2)[b - x]t V{b - x ) 

~T “ (f^/2)[(/t/6) + b] ~ hKh/6) + b] 


Por lo tanto, la fuerza F. es 


-/ 


q dx = 


h[(h/6) 


T 


dx = 


Vb 1 


2h[{h/6) + b] 


a _5. 


p = v 

"7~l A 


Este mismo resultado también se puede obtener si primero se en¬ 
cuentra (q^^f ,figura 7-256,y después se determina el área triangular 

2^(^rtt4*)/ = Ff 

Centro cortante. Al sumar los momentos respecto al punto A , fi¬ 
gura 7-25c, se requiere 


r 

t 


— u 




(O 


Ve = F f h = 


Vb 2 h 


2h[{h/6) + b] 


Por lo tanto, 


JV- 


e = 


W 3 ) + 26 ] 


Resp. 


r 


-jH \-dx 

-b — 


Como Se dijo anteriormente, e depende sólo de la geometría de la 
sección transversal. 


(d) 

figura 7-25 


'wiH 
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EJEMPLO 


7.10 


Determine la ubicación del centro cortante para el ángulo con lados 
iguales que se muestra en la figura 7-26a. Además, encuentre la fuerza 
cortante intema resultante en cada lado. 



{c> 

Hgura 7*26 

SOLUCIÓN 

Cuando se aplica en la sección una fuerza cortante vertical hacia abajo 
V, el flujo cortante y las resultantes de éste se dirigen de la manera 
mostrada en las figuras 7-266y 7-26c, respectivamente. Tenga en cuenta 
que la fuerza Fen cada lado debe ser igual, ya que para lograr el equi¬ 
librio, la suma de sus componentes horizontales debe ser igual a cero. 
Además, las líneas de acción de ambas fuerzas se cruzan en el punto O; 
por lo tanto, este punto debe ser el centro cortante ya que la sum a de ios 
momentos de estas fuerzas y V respecto a O es cero, figura 7-26c. 

La magnitud de F puede determinarse al encontrar primero el flujo 
cortante en la ubicación arbitraria s a lo largo del lado superior, figura 
7-26d. Aquí 


Q ■’ 4( (í> " J) + §)’ ■ ^f(* "i)* 
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lisura 7-26 (cerní.) 


El momento de inercia del ángulo respecto al eje neutro debe determi¬ 
narse a partir de “los principios básteos”, ya que los lados están inclina¬ 
dos con respecto al eje neutro. Para el elemento de área¿M = tds, figura 
7-2óe, se tiene 


1= i/ dA=2 i[v jí* - 4* * = ‘(y* ■ ^ +1 ■ ■f 

Por lo tanto, el flujo cortante es 



La variación de q es parabólica, y alcanza un valor máximo cuando 
s = b como se muestra en la figura 7-26Ó. Por lo tanto, la fuerza Fe S 

F ~ l‘ !dsm vhl°{ b -i) ds 



= —pV Resp. 

V2 

NOTA: Este resultado puede verificarse fácilmente porque la suma 
de las componentes verticales del la fuerza Een cada lado debe ser igual 
a Vy, como se dijo anteriormente, la suma de las componentes horizon¬ 
tales debe ser igual a cero. 
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PROBLEMAS 


7-50. Una fuerza cortante de V =300 kN se aplica a la tra¬ 
be de caja. Determine el flujo cortante en los puntos Ay B. 

7-51. Una fuerza cortante de V =450 kN se aplica a la tra¬ 
be de caja. Determine el flujo cortante en los puntos Cy D. 



Probo, 7-50/51 


* 7 - 52 . Una fuerza cortante de V =18 kN se aplica a la tra¬ 
be de caja simétrica. Determine el flujo cortante en Ay B. 

•7-53. Una fuerza cortante de V =18 kN se aplica a la tra¬ 
be de caja. Determine el flujo cortante en C. 


7-54. El puntal de aluminio tiene 10 mm de grosor y la sec¬ 
ción transversal mostrada en la flgura. Si se somete a una 
fuerza cortante de V=150 N ( determine el flujo cortante en 
los puntos A y B, 

7-55. El puntal de aluminio tiene 10 mm de grosor y la sec¬ 
ción transversal mostrada en la figura. Si se somete a una 
fuerza cortante de V ~ 150 N, determine el flujo cortante 
máximo en el puntal. 



10 mm 10 mm 

Pruhs, 7-54/55 


*7-56. La viga está sometida a una fuerza cortante de V =5 
kip. Determine el flujo cortante en los puntos^ y B. 

•7-57. La viga se construyó a partir de cuatro placas y está 
sometida a una fuerza cortante de V =5 kip. Determine el 
flujo cortante máximo en la sección transversal. 


10 

30 

10 


10 

10 




05pulg^ 

2pulgJ 


Probs. 7-52/53 


Probs, 7-56/57 
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742. Determine la variación del esfuerzo cortante sobre 
la sección transversal del tubo con pared delgada como una 
función de la elevación y y demuestre que =2V/A, don¬ 

de A = 2wl, Sugerencia: Elija un elemento diferencial 
área dA = Rt do. Usando dQ ~ydA, formule Q para 
sección circular desde 0 hasta (ir - 0) y demuestre que Q = 
2R 2 t eos 0, donde eos 0 = VR 2 - f/R. 


Proba. 7-58/59 

♦74flt El ángulo está sometido a una fuerza cortante de V= 
2 kip. Dibuje la distribución del flujo cortante a lo largo de la 
pata AB. Indique los valores numéricos en todos los picos. 


Pnih, 7-60 

*741. El ensamble está sometido a una fuerza corta nte ver¬ 
tical de V=7 kip. Determine el Rujo cortante en los puntos A 
y B y el flujo cortante máximo en la sección transversal. 


7-58. El canal está sometido a una fuerza cortante de V = 
75 kN. Determine el flujo cortante desarrollado en el punto A. 

759. H canal está sometido a una fuerza cortante de 
V =75 kN. Determine el flujo cortante máximo en el canal. 


Rim 


Oipulg 


05 pulg 


l’mb.741 


ft-ob. 742 


743. Determine la ubicación e del centro cortante, punto 
O, para el elemento de pared delgada que tiene la sección 
transversal mostrada en la figura, donde b 2 > b v Los seg¬ 
mentos del elemento tienen el mismo grosor /. 


¡- bi - 1 — bi —| 

Pwb. 743 


*744. Determine la ubicación e del centro corta nte, punto 
O, para el elemento de pared delgada que tiene la sección 
transversal mostrada en la figura. Los segmentos del ele¬ 
mento tienen el mismo grosor/. 


Fruí). 744 
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•7-65. Determine la ubicación edel centro cortante, punto 
O, para el miembro de pared delgada que tiene un corte a 
lo largo de uno de sus lados, Cada elemento tiene un grosor 
constante /. 



7-66. Determine la ubicación e del centro cortante, punto 
O, para el elemento de pared delgada que tiene la sección 
transversal mostrada en la figura. 


Prnti, 7-6* 

7-67. Determine la ubicación edel centro cortante, punto 
O, para el elemento de pared delgada que tiene la sección 
transversal mostrada en la figura, Los segmentos del ele¬ 
mento tienen el mismo grosor t. 


*7-68. Determine la ubicación e del centro cortante, punto 
O, para la viga que tiene la sección transversal mostrada en 
la figura. El grosor es t. 


Prob.7-68 

•7-69. Determine la ubicación e del centro cortante, punto 
O, para el elemento de pared delgada que tiene la sección 
transversal mostrada en la figura. Los segmentos del ele¬ 
mento tienen el mismo g rosor t. 




F 

° \—e —1 


h 

F 


h-6— 


Prob.7-69 

7-70. Determine la ubicación e del centro cortante, punto 
O, para el elemento de pared delgada que tiene la sección 
transversal mostrada en la figura. 





Proh. 7-67 


Prob- 7-70 












































Repaso de capítulo 


401 



REPASO DE CAPITULO 


El esfuerzo cortante transversal en vigas se determina de 
manera indirecta mediante la fórmula de la flexión y la re¬ 
lación entre el momento y la fuerza cortante (V= dM/dx). 
El resultado es la fórmula del esfuerzo cortante 


VQ 

It 


En particular, el valor de Q es el momento del área A' res¬ 
pecto del eje neutro, Q = y’A’. Esta área es la parte de la 
sección transversal que se “mantiene” en la viga, por enci¬ 
ma (o por debajo) del grosor t donde debe determinarse t. 



Si la viga tiene una sección transversal rectangular , enton¬ 
ces la distribución del esfuerzo cortante es parabólica, con 
un valor máximo en el eje neutro, El esfuerzo cortante 

V 

máximo puede determinarse mediante t = 1.5 —. 



Los elementos de sujeción, tales como clavos, tomillos, pe¬ 
gamento o soldaduras, se usan para conectar las partes de 
una sección “compuesta”. La fuerza cortante resistida por 
estos sujetadores se determina a partir del flujo cortante, 
q, o fuerza por unidad de longitud, que debe ser soportado 
por la viga. El flujo cortante es 


4 = 


VQ 

1 
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Si la viga está fabricada con segmentos de pared delgada, 
entonces se puede determinar la distribución del Rujo cor¬ 
tante a lo largo de cada segmento. Esta distribución varía 
linealmente a lo largo de los segmentos horizontales y en 
forma parabólica a lo largo de los segmentos inclinados o 
urticales. 








i 




■ fe mí*)v 








Distribución del flujo cortante 


Siempre que se conozca la distribución del flujo cortante 
en cada elemento de una sección abierta con pared del¬ 
gada, es posible determinar la ubicación O del centro cor¬ 
tante de la sección transversal empleando un equilibrio de 
momentos. Cuando se aplica una carga a través del punto 
O sobre el elemento, éste se doblará pero no se torcerá. 
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PROBLEMAS DE REPASO 


7-71. Dibuje la intensidad de la distribución del esfuerzo 
cortante que actúa sobre el úrea de la sección transversal de 
la viga y determine la fuerza córtame resultante que actúa 
sobre el segmento AB. La fuerza cortante que actúa en la 
sección es V =35 kip. Demuestre que 1^=872.49 pulg 4 . 



*7-72. La viga se fabricó a partir de cuatro tablones cla¬ 
vados entre sí. como se muestra en la figura. Determine la 
tuerza cortante que debe resistir cada clavo a lo largo de las 
tablas lateral C y superior i) si los clavos se colocan unifor¬ 
memente espaciados con s =3 pulg. La viga está sometida a 
uta fuerza cortante de V=A5 kip. 



*7-73. H elemento se somete a una fuerza cortante de 
V=2 kN, Determine el flujo cortante en los puntos A, Ay C. 
Cada segmento de pared delgada tiene un grosor de 15 mm. 



774. La viga se construyó pegando cuatro tablones sobre 
las uniones que se muestran en la figura. Si el pegamento 
puede soportar 75 lb/pulg, ¿cuáles la máxima fuerza cortan¬ 
te vertical V que puede soportar la viga? 

7-75. Resuelva el problema 7-74 si la viga se gira 90° desde 
la posición mostrada. 



Pnihs. 7-74/75 





























El gancho acodado que sostiene a esta góndola (cabina) para esquiadores está sometido a las cargas combinadas de la 
tuerca axial y el momento flexionante. 
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OBJETIVOS DEL CAPÍTULO 

Este capítulo sirve como un repaso de los análisis del esfuerzo que se 
han desarrollado en los capítulos anteriores sobre carga axial, torsión, 
flexión y fuerza cortante. Se analizará la solución de problemas en los 
que varias de estas cargas internas ocurren simultáneamente sobre la 
sección transversal de un elemento. Sin embargo, antes de hacer esto el 
capítulo comienza con un estudio del esfuerzo desarrollado en recipien¬ 
tes a presión de pared delgada. 


8.1 Recipientes a presión 
de pared delgada 


Con frecuencia, en la industria se usan recipientes cilindricos o esféricos 
para servir como calderas o tanques. Cuando está bajo presión, el material 
del que están hechos se somete a una carga en todas direcciones. Aunque 
éste sea el caso, el recipiente puede analizarse de manera sencilla siempre 
y cuando tenga una pared delgada. En general, “pared delgada" se refiere 
a un recipiente que tiene una relación del radio interior sobre el grosor de 
la pared con un valor de 10 O más (r/t 3: 10). En específico, cuando r/t = 10 
los resultados de un análisis de pared delgada predicen un esfuerzo que es 
aproximadamente 4 por ciento menor que el esfuerzo máximo real en el 
recipiente. Para relaciones r/t mayores, este error será aún menor. 

Siempre que la pared del recipiente sea “delgada”, la distribución de 
esfuerzos en todo su grosor no variará significativamente, por lo que se 
supone que es uniforme o constante. Considerando este supuesto, ahora 
se analizará el estado de esfuerzo en recipientes a presión cilindricos y 
esféricos de pared delgada. En ambos casos, la presión en el recipiente 
se entiende como la presión manométrica, es decir, mide la presión por 
encima de la presión atmosférica, ya que se supone que la presión atmos¬ 
férica existe tanto dentro como fuera de la pared del recipiente antes de 
presuiizarlo. 



Los recipientes cilindricos a presión, como 
este tanque de gas, tienen tapas semíesféri¬ 
cas en vez de planas a fin de reducir el es¬ 
fuerzo en el tanque. 
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(a) 


Recipientes cilindricos. Considere que el recipiente cilindrico de 
la figura 8-la tiene un grosor de pared t, un radio interior r y está sometido 
a una presión manométrica p que se genera en el recipiente por el gas que 
contiene. Debido a esta carga, un pequeño elemento del recipiente que está 
suficientemente alejado de los extremos y orientado como se muestra en la 
figura 8-la, se encuentra sometido a esfuerzos normales <7, en la dirección 
circunferencial o anular, y cr 2 en la dirección longitudinal o axial. 

El esfuerzo anular puede determinarse considerando que el recipiente 
está seccionado por los planos a, b y c. En la figura 8-16 se muestra un 
diagrama de cuerpo libre del segmento posterior junto con el gas conte¬ 
nido. Aquí sólo se muestran las cargas en la dirección x. Estas cargas se 
desarrollan por el esfuerzo anular uniforme cr,, que actúa sobre la pared 
del recipiente y la presión que actúa sobre la cara vertical del gas. Para el 
equilibrio en la dirección je, se requiere 


2.F X ~ 0; 2[íti( íffy)] - p(2rdy) = 0 




(8-1) 


El esfuerzo longitudinal puede determinarse considerando la porción 
izquierda de la sección b del cilindro, figura 8-la. Como se muestra en la 
figura 8-lc, crj actúa de manera uniforme en toda la pared y p actúa en 
la sección del gas contenido. Como el radio medio es aproximadamente 
igual al del radio interior del recipiente, el equilibrio en la dirección y re¬ 
quiere 



2 F y = 0; ít 2 (2irrí) - p^r 1 ) = 0 



{c> 

11» ura 8.1 



(8-2) 


En las ecuaciones anteriores, 

£Tj, ir, = el esfuerzo normal en las direcciones anular y longitudinal, 
respectivamente. Se supone que cada uno es constante en 
toda la pared del cilindro, y cada uno somete al material a 
tensión 

p = la presión manométrica interna generada por el gas contenido 
r = el radio interior del cilindro 
t = ei grosor de la pared {rjt ^ 10) 
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En comparación,tengaencuenta que el esfuerzo anular o circunferencial 
es dos veces mayor que el esfuerzo longitudinal o axial. En consecuencia, 
cuando se fabrican recipientes cilindricos a presión a partir de placas la¬ 
minadas, las juntas longitudinales deben estar diseñadas para soportar el 
doble del esfuerzo que las juntas circunferenciales. 

Recipientes esféricos. Un recipiente esférico a presión puede ana¬ 
lizarse de una manera similar. Para hacer esto, considere que el recipiente 
tiene un grosor de pared t, radio interior r y se encuentra sometido a una 
presión mano métrica i nteriorp, figura 8-2a. Si el recipiente se secciona por 
la mitad, el diagrama de cuerpo libre resultante es el mostrado en la figura 
8-2 b. Al igual que un cilindro, el equilibrio en la dirección y requiere 



Esta foto muestra el cañón de una escopeta 
que se tapó con residuos justo antes de dis¬ 
parar. La presión de) gas debida a la carga 
incrementó de tal forma el esfuerzo circun¬ 
ferencial dentro del barril, que se produjo 
la ruptura. 


1.F y = 0; ai(2TTrt) - ptVr 2 ) = 0 



(8-3) 


Este es el mismo resultado que el obtenido para el esfuerzo longitudinal 
en el recipiente cilindrico a presión. Además, con base en el análisis, este 
esfuerzo será el mismo sin importar la orientación del diagrama de cuer¬ 
po libre hemisférico. En consecuencia, un pequeño elemento del material 
está sometido al estado de esfuerzo mostrado en la figura 8-2 a. 

El análisis anterior indica que un elemento de material tomado de un 
recipiente a presión con forma cilindrica O esférica está sometido a esfuer¬ 
zo biaxial, es decir, al esfuerzo normal existente en sólo dos direcciones. 
En realidad, la presión también somete al material a un esfuerzo radial , 
£t 3 , que actúa a lo largo de una línea radial. Este esfuerzo tiene un valor 
máximo igual a la presión p en el interior de la pared y disminuye a través 
de ésta hasta un valor de cero en la superficie exterior del recipiente, de¬ 
bido a que ahí la presión manométrica es nula. Sin embargo, para los re¬ 
ripie ntes de pared delgada no se tomará en cuenta este componente radial 
del esfuerzo, debido a que el supuesto limitante de r¡t = 10 resulta en que 
rr 2 y cr, deben ser, respectivamente, 5 y 10 veces mayores que el esfuerzo 
radial máximo = P- Por último, si el recipiente está sometido a una 

presión extema,e I esfuerzo de compresión desarrollado dentro de la pared 
delgada puede hacer que el recipiente se vuelva inestable, y es posible que 
se produzca un colapso por pandeo en vez de una fractura del material. 


z 



ía) 
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EJEMPLO 8.1 



14LliL- 


Un recipiente cilindrico a presión tiene un diámetro interior de 4 pies 
y un grosor de \ puig. Determine la presión interna máxima que puede 
soportar de modo que sus componentes de esfuerzo circunferencial y 
longitudinal no excedan las 20 ksi. En las mismas condiciones, ¿cuál es 
la presión interna máxima que un recipiente esférico de tamaño similar 
puede soportar? 

SOLUCIÓN 

Recipiente cilindrico a presión. El esfuerzo máximo se produce 
en la dirección circunferencial. De la ecuación 8-1, se tiene 


<7i = 


pr 


20 kip/pulg 2 = 


2 _ J>(24pulg) 


\ pulg 


p = 417 psi 


Resp. 


Observe que cuando se alcanza esta presión, con base en la ecuación 
8-2, el esfuerzo en la dirección longitudinal será a 2 = j(20 ksi) = 10 ksi. 
Por otra parte, el esfuerzo máximo en la dirección radial se produce en 
d material sobre la pared interior del recipiente y es (o^)^* = p = 417 
psi. Este valor es 48 veces menor que el esfuerzo circunferencial (20 ksi) 
y, como se dijo antes, sus efectos no se tomarán en cuenta. 

Recipiente esférico. Aquí, el esfuerzo máximo ocurre en cual¬ 
quiera de las dos direcciones perpendiculares sobre un elemento del 
recipiente, figura 8-2a. A partir de la ecuación 8-3, se tiene 


_ P r . 

971 2í ’ 


20 kip/pulg 2 = 


2 _ p(24 pulg) 


2(| pulg) 
p = 833 psi 


Resp. 


NOTA: Aunque es más difícil de fabricar, el recipiente esférico a pre¬ 
sión soportará el doble de la presión interna que un recipiente cilin¬ 
drico. 
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PROBLEMAS 


8-1. Un tanque esférico de gas tiene un radio interior de 
r = 1.5 m. Si se somete a una presión interna de p =300 kPa, 
determine el grosor requerido si el esfuerzo normal máximo 
no debe superar 12 MPa. 

8-2, Un tanque esférico a presión se fabricará con acero de 
05 pulg de grosor. Si se somete a una presión interna 
(fe p =200 psi, determine su radio exterior si el esfuerzo nor¬ 
mal máximo no debe exceder 15 ksi. 

8-3. El cilindro de pared delgada puede apoyarse en algu¬ 
na de las dos formas mostradas en la figura. Determine el 
estado de esfuerzo en la pared del cilindro para ambos casos 
si el pistón P ge ñera una presión interna de 65 psi. La pared 
tiene un grosor de 0,25 pulg y el diámetro interior del cilin- 
(feoesde 8 pulg. 


«8-5. El tanque esférico para gas se fabrica empernando 
dos corazas semiesféricas delgadas con grosor de 30 mm. Si 
el gas contenido en el depósito está bajo una presión mano- 
métrica de 2 MPa, determine el esfuerzo normal desarrolla¬ 
do en la pared del tanque y en cada uno de los pernos. El 
tanque tiene un diámetro interior de 8 m y está sellado con 
900 pernos de 25 mm de diámetro cada uno. 

8-6. El tanque esférico para gas se fabrica empernando dos 
corazas semiesféricas delgadas. Si el tanque con diámetro in¬ 
terior de 8 m se diseñará para soportar una presión mano- 
métrica de 2 MPa, determine el grosor mínimo de la pared 
del tanque y el número mínimo de pernos con 25 mm de 
<Sá metro que deben utilizarse para sellarlo. El tanque y los 
pernos están hechos de materiales que tienen esfuerzos nor¬ 
males permisibles de 150y 250 MPa, respectivamente. 



(a) ib) 

Proli, 8-3 



*8-4, El tanque del compresor de aire está sometido a una 
presión interna de 90 psi. Si el diámetro interior del tanque 
es de 22 pulg y el grosor de su pared es de 025 pulg, determi¬ 
ne las componentes del esfuerzo que actúan en el punto A. 
Dibuje un elemento de volumen del material en este punto 
y muestre los resultados sobre dicho elemento. 




Prnfoc 8-5/6 



8-7. Una calde ra está construida a partir de placas de acero 
con 8 mm de grosor, las cuales se sujetan en sus extremos 
usando una junta a tope reforzada con dos placas de 8 mm 
y remaches que tienen un diámetro de 10 mm, y que están 
espaciados cada 50 mm, como se muestra en la figura. Si la 
presión del vapor en la caldera es de 135 MPa, determine 
(a) el esfuerzo circunferencial en la placa de la caldera, lejos 
de la costura, (b) el esfuerzo circunferencial en la placa de 
refuerzo exterior a lo largo de la línea de remaches a-a y 
(c) el esfuerzo cortante en los remaches. 


m 


50 fiim 



Pmb. 8-4 


í*rtú± 8-7 
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*8-8. El tanque para almacenamiento de gas se fabrica 
empernando dos corazas semiciHndricas de pared delgada y 
dos corazas hemisféricas como se muestra en la figura. Si el 
tanque está diseñado para soportar una presión de 3 MPa, 
determine el grosor mínimo requerido de las corazas semi¬ 
cilfndricas y hemisféricas, y el número mínimo requerido de 
pernos longitudinales por metro de longitud en cada lado 
de La coraza cilindrica. El tanque y los pernos de 25 mm de 
dámetro están hechos de un material que tiene un esfuerzo 
normal permisible de 150 y 250 MPa, respectivamente. El 
tanque tiene un diámetro interior de 4 m. 

■8-9. El tanque para almacenamiento de gas se fabrica 
empernando dos corazas semicilfndricas de pared delgada y 
dos corazas hemisféricas como se muestra en la figura. Si el 
tanque está diseñado para soportar una presión de 3 MPa, 
determine el grosor mínimo requerido de las corazas semi- 
dlíndricas y hemisféricas, y el número mínimo requerido de 
pernos para cada tapa semiesférica, El tanque y los pernos 
de 25 mm de diámetro están hechos de un material que tiene 
un esfuerzo normal permisible de 150 y 250 MPa, respectiva¬ 
mente. El tanque tiene un diámetro interior de 4 m. 



IVoIís. 8-8/9 


8-10. Un tubo de madera con un diámetro interior de 3 pies 
se mantiene unido mediante aros de acero, cada uno con un 
área transversal de 0,2 pulg 2 . Si el esfuerzo permisible para 
los aros es =12 ksi, determine su separación máxima 
s a lo largo de la sección del tubo, de modo que éste pueda 
resistir una presión interna de 4 psi. Suponga que cada aro 
soporta la carga de presión que actúa a lo largo de la longi¬ 
tud s del tubo. 



8-11. Las duelas o elementos verticales del tanque de ma¬ 
dera se mantienen unidos mediante aros semicirculares que 
tienen un grosor de 05 pulg y una anchura de 2 pulg. Deter¬ 
mine el esfuerzo normal en él aro AB si el tanque se somete 
a una presión manométrica interna de 2 psi y esta carga se 
transmite directamente a losaros. Además, sise usan pernos 
de 0.25 pulg de diámetro para mantener unido cada aro, de¬ 
termine el esfuerzo de tensión sobre cada perno ubicado en 
A y B. Suponga que el aroAB soporta la carga de presión 
en una longitud de 12 pulg del tanque, como se muestra en 
la figura. 



ProbiH-ll 


ulg 

ulg 


*8-12. Dos hemisferios que tienen un radio interior de 2 
pies y un grosor de pared de 0.25 pulg se ajustan entre sí, y la 
presión manomé trica en el interior se reduce a -10 psi. Si el 
coeficiente de fricción estática es /^=0.5 entre los hemisfe¬ 
rios, determine (a) el par de torsión Tnecesario para iniciar 
la rotación del hemisferio superior con respecto al inferior, 
(b) la fuerza vertical necesaria para separar el hemisferio su¬ 
perior del inferior y (c) la fuerza horizontal necesaria para 
deslizar el hemisferio superior sobre el inferior. 



025 


lYub. 8-10 


Prob. 8-12 
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•6-13. En un inicio, la banda de acero inoxidable 304 se 
ajusta perfectamente alrededor del cilindro rígido y liso. Si 
la banda se somete después a un descenso de temperatura 
no lineal de AT=20 sen 2 $ D F, donde $ está en radianes, de¬ 
termine el esfuerzo circunferencial en la banda. 



8-14, El anillo, que tiene las dimensiones mostradas en la 
figura, está colocado sobre una membrana flexible que se 
bombea con una presión p. Determine el cambio en el radio 
interno del anillo después de que se aplica esta presida El 
módulo de elasticidad para el anillo es E. 


*8-16, El tanque cilindrico se fabrica soldando una tira de 
placa delgada en forma helicoidal, la cual forma un ángulo 0 
con el eje longitudinal del tanque. Si la tira tiene una anchu¬ 
ra w y un grosor /, y el gas dentro del tanque de diámetro d 
está presurizado hasta p, demuestre que el esfuerzo normal 
desarrollado a lo largo de la tira está dado por <r $ = (pd/8t ) 
(3-eos 2$). 




l’roh. 8-14 


8-17. Con el fin de aumentar la resistencia del recipiente 
a presión, se enrolla un devanado de filamentos del mismo 
material alrededor de la circunferencia del recipiente, como 
se muestra en la figura. Si la tensión previa en el filamento 
es T y el recipiente se encuentra sometido a una presión in¬ 
terna p, determine los esfuerzos anulares en el filamento y 
en la pared del recipiente. Use el diagrama de cuerpo libre 
mostrado en la figura, y suponga que el devanado de fila¬ 
mentos tiene un grosor f y una anchura n-para una longitud 
correspondiente a la del recipiente. 


8-15. El anillo interno A tiene un radio interior y un ra¬ 
dio exterior r 2 . Antes de ser calentado, el anillo externo B 
tiene un radio interior r 3 y un radio exterior r 4 , y r 2 > r y Si 
el anillo externo se calienta y luego se coloca sobre el anillo 
interno, determine la presión entre los dos anillos cuando el 
anillo B alcanza la temperatura del anillo interno. El mate¬ 
rial tiene un módulo de elasticidad de E y un coeficiente de 
expansión térmica de a. 




Prnth 8-15 


i*rub. 8-17 

















412 


Capítulo 8 Cargas combinadas 



8.2 Estado de esfuerzo causado 
por cargas combinadas 

En los capítulos anteriores se desarrollaron métodos para la determina¬ 
ción de las distribuciones de esfuerzo en un elemento sometido a una 
fuerza axial interna, una fuerza cortante, un momento flexionante o un 
momento de torsión. Sin embargo, con frecuencia la sección transversal de 
un elemento está sometida a varías de esas cargas de manera simultánea. 
Cuando esto ocurre, se puede usar el método de superposición para deter¬ 
minar Ea distribución del esfuerzo resultante. De la sección 4,3, es posible 
recordar que el principio de superposición puede emplearse con este pro¬ 
pósito siempre que exista una relación lineal entre el esfuerzo y las cargas. 
Además, la geometría de los elementos no debe haber sufrido un cambio 
significativo al aplicarles la carga. Estas condiciones son necesarias para 
garantizar que el esfuerzo producido por una carga no esté relacionado 
con el esfuerzo producido por alguna otra carga. 


Esta chimenea está sometida a la carga 
combinada del viento y de su peso. Es im¬ 
portante investigar el esfuerzo de tensión 
en la chimenea puesto que las construccio¬ 
nes de ladrillo son débiles en tensión. 


Procedimiento de análisis 


El siguiente procedimiento proporciona un medio general para esta¬ 
blecer las componentes del esfuerzo normal y cortante en un punto 
sobre un elemento cuando éste se encuentra sometido a diferentes 
tipos de cargas de manera simultánea. Se supone que el material es 
homogéneo y se comporta en forma elástica lineal. Además, el prin¬ 
cipio de Saint-Venant requiere que el punto donde Se determinará 
el esfuerzo esté muy alejado de las discontinuidades en la sección 
transversal o de los puntos donde se aplica la carga. 

Cargas internas. 

1 Seccione el elemento en forma perpendicular a su eje en el punto 
donde se determinará el esfuerzo y obtenga las componentes re¬ 
sultantes de la fuerza normal interna y la fuerza cortante, así como 
las componentes de los momentos flexionante y de torsión. 

Las componentes de fuerza deben actuar a través del centroide de 
la sección transversal y las componentes de momento se deben 
calcular respecto a los ejes centroidales, que representan los ejes 
principales de inercia para la sección transversal. 

Componentes de esfuerzo. 

* Determine la componente de esfuerzo asociada con cada caiga 
interna. Para cada caso, represente el efecto ya sea como una 
distribución del esfuerzo que actúa sobre toda la superficie de 
la sección, o muestre el esfuerzo sobre un elemento del material 
ubicado en un punto específico sobre la sección transversal. 

Fuerza norma!. 

La fuerza normal interna se desarrolla mediante una distribución 
uniforme del esfuerzo normal, determinada a partir de cr = P/A. 
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Fuerza cortante. 

La fuerza cortante interna en un elemento se desarrolla mediante 
una distribución del esfuerzo cortante, determinada a partir de la 
fórmula del esfuerzo cortante, r = VQjlt. Sin embargo, debe te¬ 
nerse un cuidado especial al aplicar esta ecuación, como se señaló 
en la sección 7.2. 

Momento fiexionante. 

Para los elementos rectos el momento flexionante interno se de¬ 
sarrolla mediante una distribución del esfuerzo normal que va¬ 
ría linealmente desde cero en el eje neutro hasta un máximo en 
el límite exterior del elemento. Esta distribución del esfuerzo se 
determina a partir de la fórmula de la flexión, a = Myjl, Si el 
elemento es curvo , la distribución del esfuerzo es no lineal y se 
determina a partir de <r = My/\Ae{R - y)]. 

Momento de torsión. 

Para los ejes circulares y tubos el momento de torsión interno se 
desarrolla mediante una distribución del esfuerzo cortante que 
varía linealmente desde el eje central del eje hasta un máximo en 
el Imite exterior del eje. Esta distribución del esfuerzo se deter¬ 
mina a partir de la fórmula de la torsión, t = Tp/J. 

Recipientes a presión de pared delgada. 

Si el recipiente es un til i ndro de pared delgada, 1 a presión interna 
p causará un estado biaxial de esfuerzo en el material, de modo 
que la componente de esfuerzo circunferencia] o anular sea <r t = 
pr/t y la componente del esfuerzo longitudinal sea <r 2 = prjli. Si el 
recipiente es una esfera de pared delgada, entonces el estado de 
esfuerzo biaxial se representa por dos componentes equivalentes, 
cada una con una magnitud de <r 7 = prjli. 

Superposición. 

Una vez que se han calculado las componentes de esfuerzo nor¬ 
mal y cortante para cada carga, utilice el principio de superposi¬ 
ción y determine las componentes resultantes del esfuerzo nor¬ 
mal y cortante. 

• Represente los resultados sobre un elemento de material que se en¬ 
cuentre en el punto, O muestre los resultados como una distribución 
del esfuerzo que actúa sobre la sección transversal del elemento. 



Los problemas en esta sección, que implican cargas combinadas, sirven 
como una revisión básica de la aplicación de las ecuaciones de esfuerzo 
mencionadas anteriormente. Es necesario tener una comprensión profun¬ 
da de cómo se aplican estas ecuaciones, como se indica en los capítulos 
anteriores, a fin de resolver con éxito los problemas al final de esta sección. 
Los siguientes ejemplos deben estudiarse cuidadosamente antes de resol¬ 
ver los problemas. 
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EJEMPLO 8.2 


1501li 

Spulg | 5 pulg l 


^"2pu1g 



(a) 

F^m» 8-3 




1501b 

I 


B 


\ 7írt 


1501b 

Cb) 


750Jbpulg 




3.75 psi 


3.75 psi 


Una fuerza de 150 Ib se aplica al borde del elemento mostrado en la 
figura 8-3a. No tome en cuenta el peso del elemento y determine el es¬ 
tado de esfuerzo en los puntos B y C. 

SOLUCIÓN 

Cargas internas. El elemento se secciona a través de B y C. Para el 
equilibrio en la sección debe haber una fuerza axial de 150 Ib que actúe 
a través del centroide y un momento flexionante de 750 Ib ■ pulg respec¬ 
to al eje centroidal o principal, figura 8-3b. 

Componentes de esfuerzo. 

Fuerza normal. En la figura 8-3c se muestra la distribución unifor¬ 
me del esfuerzo normal debida a la fuerza normal. Aquí 

1501b 

= 3.75 psi 


P_ _ 

a Á {10 pulg) {4 pulg) 


Momento flexionante. En la figura 8-3d se muestra la distribu¬ 
ción del esfuerzo normal debida al momento flexionante. El esfuerzo 
máximo es 


- 


Me 

I 


750 Ib - pulg(5 pulg) 
¿{4pulg)(10 pulg) 3 


= 11.25 psi 


Superposición. Si las distribuciones de esfuerzo normal anteriores 
se suman algebraicamente, la distribución del esfuerzo resultante será 
como Se muestra en la figura 8-3e. Aunque no $e requiere aquí, la ubi¬ 
cación de la línea de cero esfuerzo puede determinarse mediante trián¬ 
gulos semejantes; es decir, 

7.5 psi _ 15 psi 

x {10 pulg - jr) 

x = 3.33 pulg 

Los elementos de material en B y C están sometidos sólo a esfuerzo 
uniaxial o normal, como se muestra en las figuras 8-3/ y 8-3g. Por lo 
tanto, 

a B = 7.5 psi (tensión) Resp. 

tr c = 15 psi (compresión) Resp. 


Fuerza normal 

<c) 




C 

15 psi 


■4 

7¿psi 


<d> 


Ca rga combinada 

<e> 


<f> 


4 

15 psi 


<g> 
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EJEMPLO 


El tanque de la figura 8-4o tiene un radio interior de 24 puig y un grosor 
de 0.5 puig. Está lleno hasta el tope con agua., la cual tiene un peso es¬ 
pecífico de y w =62.4 lb/pie 3 . Si el tanque está fabricado de acero con un 
peso específico de y ac = 490 lb/pie 3 , determine el estado de esfuerzo en 
el punto .A. El tanque está abierto en la parte superior. 

SOLUCIÓN 

Cargas internas. En la figura 8-4¿> se muestra el diagrama de cuer¬ 
po libre de la sección del tanque y el agua por encima del punto A. 
Observe que el peso del agua está sostenido por la superficie del agua 
justo debajo déla sección, no por las paredes del tanque. En la dirección 
vertical, las paredes sólo sostienen el peso del tanque. Este peso es 

Wac= (490 lb/pie 3 ) ^(^P' es ) “ ^(^PÚis) J(3 pies) 

= 777.7 Ib 

El esfuerzo en la dirección circunferencial se desarrolla mediante la 
presión del agua al nivel A. Para obtener esta presión debe utilizarse 
la ley de Pascal, que establece que la presión en un punto situado a una 
profundidad z en el agua es p = y^z. En consecuencia, la presión sobre 
el tanque en el nivel A es 

P = - (62.4 lb/pie 3 )(3 pies) = 187.2 lb/pie 2 = 1.30 psi 

Componentes de esfuerzo. 

Esfuerzo circunferencial. Como rjt = 24 pulg/0.5 puig = 48 > 10, 
el tanque es un recipiente de pared delgada. Al aplicar la ecuación 8-1, 
y utilizando el radio interior r = 24 puig, se tiene 


pr 1.30 lb/puig 2 (24 puig) 




0.5 puig 


= 62.4 psi 


Resp. 


Esfuerzo longitudinal. Como el peso del tanque está sostenido 
uniformemente por las paredes, se tiene 


a 2 = 


W a 


777.7 Ib 


ir[(24.5 puig) 2 ■ (24puig) 2 ] 


= 10.2 psi Resp. 


NOTA: La ecu ación 8-2, <r % = prflt, no se aplica aquí porque el tanque 
está abierto en la parte Superior y, por lo tanto, como Se dijo anterior¬ 
mente, el agua no puede desarrollar una carga sobre las paredes en la 
dirección longitudinal. 

Por consiguiente, el punto A está sometido al esfuerzo biaxial mos¬ 
trado en ia figura 8-4c. 


, f = Oi puig 


r = 24 puig 




3 pies 



(a) 


W„ + W„ 



10.2 psi 
62.4 psi 


(c) 

Itf’iiry 8-4 
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Capítulo 8 Cargas combinadas 


EJEMPLO 


8.4 


El elemento mostrado en la figura 8-5a tiene una sección transversal 
rectangular. Determine el estado de esfuerzo que produce la caiga en 
el punto C. 





(c) 

Figura 8-5 

SOLUCIÓN 

Cargas internas. Se han determinado las reacciones en los apoyos 
del elemento, las cuales se muestran en la figura 8-56. Si se considera 
el segmento izquierdo AC del elemento, figura 8-5c, las cargas internas 
resultantes en la sección consisten en una fuerza normal, una fuerza 
cortante y un momento flexionante. Si se resuelve, 

N = 16.45 kN V = 21.93 kN M = 32.89 kN ■ m 
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T C = 0 

-A 


\ 


U 


id) 


Füerza córtame 

(e> 

Figura 8-5 (cont.) 


<^ = 63.16 MPa 






Momento flexionante 
(f) 


Componentes de esfuerzo. 

Fuerza normal. La distribución uniforme del esfuerzo normal que 
actúa sobre la sección transversal se produce mediante la fuerza nor¬ 
mal, figura 8-5d. En el punto C, 

P 16.45C1Q 3 ) N 

ac ~ A ~ {Q050 m)(ft250 m) " 132 MPa 


Fuerza cortante. Aquí el área A' = 0, ya que el punto C se ubica 
en la parte superior del elemento. Por lo tanto, Q = y’A' = 0 y para C, 
figura 8-5e, el esfuerzo cortante 


r c = 0 


Momento flexionante. El punto C se ubica en y =c = 0.125 m des¬ 
de el eje neutro, por lo que el esfuerzo normal en C, figura 8-5/, es 



(32.89(10 3 )N-m){ftl25m) 
[¿{0.050 m)(0.250m) 3 ] 


63.16 MPa 


Superposición. El esfuerzo cortante es cero. Al sumarlos esfuerzos 
normales determinados anteriormente se obtiene un esfuerzo de com¬ 
presión en C con un valor de 


a c = 1.32 MPa + 63.16 MPa = 64.5 MPa Resp. 

-«i j*-645 MPa 

Este resultado, que actúa sobre un elemento en C, se muestra en la 

figura 8-5g. fe) 
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Capítulo 8 Cargas combinadas 


EJEMPLO 8.5 




0$ m 


-v D 

(X4 m 

V 




/ 


40 tN 


i 


B 


w 


ía} 



ítj>itni 8-6 


Ef bloque rectangular de peso insignificante que se muestra en la figu¬ 
ra 8-6a, está sometido a una fuerza vertical de 40 kN, el cual se aplica 
a su esquina. Determine el mayor esfuerzo normal que actúa sobre 
una sección a través de ABCD. 

SOLUCIÓN 

Cargas internas. Si se considera el equilibrio del segmento inferior 
del bloque, figura 8-66, se observa que la fuerza de 40 tN debe actuar a 
través del centroide de la sección transversal y dos componentes de mo¬ 
mento flexionante también deben actuar respecto a los ejes oentroida- 
les o principales de inercia para la sección. Verifique estos resultados. 
Componentes de esfuerzo. 

Fuerza normal. En la figura S-6c se muestra la distribución unifor¬ 
me del esfuerzo normal. Se tiene 

P 40(10») N 
A (Mm)(04ii) 

Momentos flexionantes. La distribución del esfuerzo normal 
para el momento de 8 kN -m se muestra en la figura 8-6¡/. El esfuerzo 
máximo es 

8(10 3 ) N ■ m(0.2 m) 




M x Cy 


[n{0.8 m)(0.4m) 3 ] 


= 375 kPa 


Del mismo modo, para el momento de 16 kN -m, figura S-óe, el es¬ 
fuerzo normal máximo es 

M y c x 16(10 J )N-m(0.4m) 

íTrná, = — T — = -yz - -y = 375 kPa 

h [n {0.4 m) (0.8 m) 3 ] 

Superposición. Por inspección, el esfuerzo normal en el punto C es 
el más grande, puesto que en ese punto cada carga genera un esfuerzo 
de compresión. Por lo tanto, 

(Te = ~125 kPa - 375 kPa - 375 kPa = -875 kPa Resp. 





Fuerza normal 
{40 IcN) 

(O 


Momento flexionante 
(SkNm) 

(4) 


Momento flexionante 
{16 kN- m) 

(e) 
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EJEMPLO 8.6 





Parte (a). Cuando P se mueve al centroide de la sección transversal, 
figura 8-7b, es necesario añadir un momento M x =Pe y , a fin de mantener 
una carga estáticamente equivalente. £1 esfuerzo normal combinado, 
en cualquier ubicación coordenada y sobre la sección transversal, cau¬ 
sado por estas dos cargas es 


a ~ 


M,= 


Aquí, el Signo negativo indica un esfuerzo de compre¬ 
sión. Para una e y positiva, figura 8-7a, el menor esfuer¬ 
zo de compresión se producirá a lo largo del borde AB, 
donde y - -A/2, figura 8-7b. (Por inspección, P ocasiona 
compresión en ese punto, pero causa tensión.) Por lo 
tanto, 


& ni i n 


_p( Ae,h\ 

A 2/, } 


Este esfuerzo se mantendrá negativo, es decir, en compresión, siempre 
que el término entre paréntesis sea positivo; es decir, 


Ae y h 

2 /„ 


Como A = bh e I x = n bti*, entonces 

6e y 

1 > — o e x 


Resp. 


En otras palabras, si —\h < e ^ ^ A, el esfuerzo en el bloque a lo largo 
del borde AB o CD será cero o perm aneoerá en compresión. 


NOTA: En ocasiones, esto se conoce como la “regla del tercio medio”. 
Es muy importante tener en cuenta esta regla cuando las columnas O 
arcos cargados tienen una sección transversal rectangular y están hechos 
de materiales como la piedra o el concreto, que pueden soportar poco, 
o incluso nulo, esfuerzo de tensión. Este análisis se puede extender de la 
misma manera mediante la colocación de P a lo largo del eje x en la fi¬ 
gura 8-7. El resultado producirá un paraletogramo como el que se mues¬ 
tra de color gris oscuro en la figura 8-7c. Esta región se conoce como el 
núcleo o kern de la sección. Cuando P se aplica en el núcleo, el esfuerzo 
normal en las esquinas de la sección transversal será de compresión. 


Éste es un ejemplo donde puede ocu¬ 
rrir la combinación de esfuerzos axial y 
flexionante. 


Un bloque rectangular, tiene un peso insignificante y se somete a una 
fuerza vertical P, figura 8-7o. (a) Determine el rango de valores para la 
excentricidad cédela carga a lo largo del eje y, de manera que no cause 
ningún esfuerzo de tensión en el bloque, (b) Especifique la región en la 
sección transversal en la que P puede aplicarse sin causar un esfuerzo 
de tensión en el bloque. 

SOLUCIÓN 


í^lira 8-7 
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Capítulo 8 Cargas combinadas 


EJEMPLO 8.7 



La barra sólida de la figura 8-8n tiene un radio de 0.75 pulg. Si está 
sometida a la fuerza de 500 Ib, determine el estado de esfuerzo en el 
punto A. 

SOLUCIÓN 

Carg as internas. La barra se secciona a 
través del punto A . Usando el diagrama de 
cueipo libre del segmento AB t figura 8-8£>, 
las cargas internas resultantes se determi¬ 
nan con base en las ecuaciones de equili¬ 
brio. Verifique estos resultados. Con el fin 
de “visualizar” de mejor manera las distri¬ 
buciones de esfuerzo debidas a estas caigas, 
es posible considerar las resultantes iguales 
pero opuestas que actúan sobre el segmento 
AC, figura 8-8c. 


5001b 


(a) 


5001b 


5001b (14 pulg) = 7000 Ib'pulg 



(<r A ) y = -7 = 


Componentes de esfuerzo. 

Fuerza normal. En la figura 8-8¿ se 
muestra la distribución del esfuerzo normal. 
Para el punto A, se tiene 

P _ _500 Ib 

A 


= 283 psi = 0.283 ksi 


5001b 


0») 


7000 lb-pulg 


ít( 0.75 pulg) 2 

Momento flexionante. Para el momento, c = 0.75 pulg, 
por lo que el esfuerzo normal en el punto A, figura 8-8e, es 

_ Me _ 7000 Ib ■ pulg(0.75 pulg) 

1 " tf»<0.75 pulg) 4 ] 

= 21,126 psi = 21.13 ksi 

Superposición. Cuando los resultados anteriores se superponen, 
se observa que un elemento de material en A está sometido al esfuerzo 
normal , 

iajdy ~ 0.283 ksi + 21.13 ksi = 21.4 ksi Besp. 



5001b 



0283 ksi 


Ftoerza normal 
(5001b) 



2U3 ksi 


Momento flexionante 
{70001b-pulg) 


<C> 


(<J> 

Figura 84Í 


íe) 
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EJEMPLO 8.8 


La barra sólida de la figura 8-9¿j tiene un radio de 0.75 pulg. Si está 
sometida a la fuerza de 800 Ib, determine el estado de esfuerzo en el 
punto A 

SOLUCIÓN 

Carg as internas. La barra se secciona a través del punto A. Usando 
d diagrama de cuerpo libre del segmento AB, figura 8-9¿>, las caigas 
internas resultantes se determinan a partir de las seis ecuaciones 
de equilibrio. Verifique estos resultados. Las resultantes 
iguales pero opuestas actúan sobre el segmento AC 
como se muestra en la figura 8-9c. 

Componentes de esfuerzo. 

Fuerza cortante. Enla figura 8-9dse mues¬ 
tra la distribución del esfuerzo cortante. Para el 
punto A,Qse determina a partir del área semicircular 
superior en gris Oscuro. Si se emplea la tabla que se encuen¬ 
tra (al reverso de la contraportada de este libro), se tiene 



Q = y’A' = 


4(0.75 pulg) 


3 ir 


;tt{ 0.75 pulg) 2 


= 0.2813 pulg 3 


de modo que 

, , _VQ 


(a) 


800 Ib(ft2813 pulg 3 ) 

11 ~ [^(0.75 pulg) 4 ]2(0.75 pulg) 


a» Ib (14 pulg) = 11 200 Ib-pulg 


800 Ib {10 pulg) = 8000 Ib-puJg 


= 604 psi = 0.604 ksi 

Momento ftexionante. Como el punto A se 
encuentra sobre el eje neutro, figura 8-9e, el esfuer- x 

zo normal es 

0 -^ = 0 

Momento de torsión. En el punto A, p A = c = 0.75 pulg, figura 
8-9/. Por lo que el esfuerzo cortante es 


ir yt ) A = 


Te 11 200 Ib-pulg (0.75 pulg) 


= 16 901 psi = 16.90 ksi 



[^(Ü75pulg) 4 ] 

Superposición. Aquí, el elemento de material en A está sometido 
sólo a un componente de esfuerzo cortante, donde 

(r^)^ = 0.604 ksi + 16.90 ksi = 17.5 ksi Resp. 


ib) 


Figura 8-9 



8001b 


8000 Ib-pulg 
* 

5 

112001b-pulg 



0.604 ksi 


Esfuerzo cortante 
(8001b) 




íc) 


id) 


Momento ftexionante 
(e000 Ib'pulg) 

(e) 


Momento de torsión 
(11200 lbpulg) 

(f) 
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Capítulo 8 Cargas combinadas 


PROBLEMAS FUNDAMENTALES 


18*1, Determine el esfuerzo normal desarrollado en las es- 18-3. Determine el estado de esfuerzo en el punto A, ubi- 

quinas A y B de la columna. cado sobre el área transversal de la viga, en la sección a-a. 



30 kN 



MOOmm-í 

X L -1. 10 mm 

“-¿□TI 

ISO mm 

10 mm J L 

r ■ 10 mm 


Sección a-a 

18*3 



1-8*2. Determine el estado de esfuerzo en el punto A, ubi¬ 
cado sobre el área transversal, en la sección a-a de la viga en 
voladizo. 


18-4. Determine la magnitud de la carga P que producirá 
un esfuerzo normal máximo de cr^ = 30 ksi sobre el esla¬ 
bón, a lo largo de la sección a-a. 



400 kN 



Sección a-a 



I I~j~ft5pule 

h2pulg-|T 


18-2 
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líí-7. Determine el estado de esfuerzo en el punto A ubi¬ 
cado sobre el área transversal del tubo, en la sección a-a. 


Sección a-a 

1-8-7 


Di-8. Determine el estado de esfuerzo en el punto A ubi¬ 
cado sobre el área transversal del eje, en la sección a-a. 


m-n 


1-8-5. La viga tiene una sección transversal rectangular y 
está sometida a la carga mostrada. Determine las compo¬ 
nentes de esfuerzo < 7 ^, <r y y r jy en el punto B. 


rx-5 


l»-ó. Determine el estado de esfuerzo en el punto A ubi¬ 
cado sobre el áiea transversal del ensamble de tubos, en la 
sección a-a. 


A 

Sección a-a 


400 Ib 


Sección a-a 
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Capítulo 8 Cargas combinadas 


PROBLEMAS 


8-18. La fuerza vertical P actúa sobre la parte inferior de la 
placa que tiene un peso insignificante. Determine la distan¬ 
da más corta d hasta el borde de la placa en la que se puede 
aplicar La fuerza, de manera que no produzca esfuerzos de 
compresión sobre la placa en la sección a-a. La placa tiene 
un grosor de 10 mm y Pactúa a lo largo de la línea central 
de este grosor. 



8-19. Determine el esfuerzo normal máximo y mínimo en 
la ménsula sobre la sección a-a, cuando la carga se aplica 
en i = 0. 

*8-20. Determine el esfuerzo normal máximo y mínimo en 
la ménsula sobre la sección a-a, cuando la carga se aplica 
en x =300 mm. 



lOOkN 



♦8-21. La sierra caladora tiene una cuchilla ajustable que 
se ajusta con una tensión de 40 N. Determine el estado de 
esfuerzo en él marco sobre los puntos Ay B, 


8 mm 



8-22. La mordaza se forma con los elementos AB y AC, 
los cuáles están articulados en A. Si se ejerce una fuerza 
de compresión en C y B de 180 N, determine el esfuerzo de 
compresión máximo sobre la mordaza en la sección a-a. El 
tornillo EPse somete sólo a una fuerza de tensión a lo largo 
de su eje. 

8-23. La mordaza se forma con los elementos AB y AC, 
los cuales están articulados en A. Si se ejerce una fuerza de 
compresión en C y B de 180 N, determine la distribución 
del esfuerzo que actúa sobre la sección a-a.El tomillo EFse 
somete sólo a una fuerza de tensión a lo largo de su eje. 



Prohs. 8-19/20 


Prnhs. 8-22/23 
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*8-24. El pasador de apoyo soporta la carga de 700 Ib. De¬ 
termine las componentes de esfuerzo en el elemento de apo- 
jo en el punto A . El soporte tiene de 03 pulg de grosor. 

•8-25. El pasador de apoyo soporta la carga de 700 Ib. De¬ 
termine las componentes de esfuerzo en el elemento de apo- 
yo en el punto B. El soporte tiene 0.5 pulg de grosor. 



"700 Ib 

Probs, 8-24/25 


8-26. El eslabón descentrado soporta la carga de P =30 kN. 
Determine su anchura w requerida si el esfuerzo normal 
permisible es = 73 MPa. El eslabón tiene un grosor de 

40 mm. 


*8-28. La junta está sometida a una fuerza de P = 80 Ib y 
F= 0. Dibuje la distribución del esfuerzo normal que actúa 
sobre la sección a-a, si el elemento tiene un área transver¬ 
sal rectangular con una anchura de 2 pulg y un grosor de 
05 pulg. 

«8-29. La junta está sometida a una fuerza de P =200 Ib y 
F= 150 Ib. Determine el estado de esfuerzo en los puntos.A 
y B, y dibuje los resultados sobre los elementos diferenciales 
ubicados en estos puntos. El elemento tiene un área trans¬ 
versal rectangular con una anchura de 0.75 pulg y un grosor 
de 0.5 pulg. 



8-27. El eslabón descentrado tiene una anchura de w = 
200mm y un grosor de 40 mm. Si el esfuerzo normal permi¬ 
sible es = 75 MPa, determine la carga máxima P que 
puede aplicarse a los cables. 



8-30. Si el hombre de 75 kg se encuentra en la posición 
mostrada en la figura, determine el estado de esfuerzo en el 
punto A del área transversal de la plancha en la sección a-a. 
El centro de gravedad del hombre está en G. Suponga que 
el punto de contacto en C es liso. 




600 tnm 


1 

A 

\ 





50 mm 


125 mm 

Sección a-a y b-b 


Prnfos, 8-26/27 


Pmh, 8-30 
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8-31. Determine la menor distancia d hasta el borde de la 
placa en la que se puede aplicar la fuerza P de modo que 
no produzca esfuerzos de compresión sobre la placa en la 
sección a-a. La placa tiene un grosor de 20 mm y Pactúa a lo 
largo de la línea central de este grosor. 

*8-32. La fuerza horizontal de P = 80kN actúa en el extre¬ 
mo de la placa; ésta tiene un grosor de 10 mm y Pactúa a lo 
largo de la línea central del grosor de forma que d =50 mm. 
Grafique la distribución del esfuerzo normal que actúa a lo 
largo de la sección a-a. 


a 





p 

~1 

20ÍMnm 


* di 


-—300 mm- 



a 


Proto. 8-31/32 


8-35. La viga I de ala ancha está sometida a la carga mos¬ 
trada en la figura. Determine las componentes de esfuerzo 
en los puntos A y B, y muestre los resultados en un elemento 
dé volumen en cada uno de estos puntos. Use la fórmula del 
esfuerzo cortante para calcular el esfuerzo cortante. 


5001b 




1 




2500 Ib 
A 


30001b 


2 píes 2 pies 2 pies 


1 i 




B 


-4pies- 




Üipulg— 


ópies— 
OJipuJg 


B' 


TT 

4pulg 


PMH 


2pu!g 


Q5pulg 


Prob. 8-35 


•8-33. Las pinzas están fabricadas con dos partes de acero 
articuladas entre $f en A. Si un perno liso se sostiene entre 
las quijadas y se aplica una fuerza de apriete de 10 Ib a los 
mangos, determine el estado de esfuerzo desarrollado en 
las pinzas en los puntos B y C. Aquí la sección transversal 
es rectangular, con las dimensiones indicadas en la figura. 

8-34. Resuelva el problema 8-33 para los puntos D y E. 



*8-36. El taladro se hunde en la pared y se somete al par 
de torsión y a la fuerza mostrados en la figura. Determine el 
estado de esfuerzo en el punto A sobre el área transversal de 
la broca, en la sección a-a. 

•8-37. El taladro se hunde en la pared y se somete al par 
de torsión y a la fuerza mostrados en la figura, Determine el 
estado de esfuerzo en el punto B sobre el área transversal de 
la broca, en la sección a-a. 


y 



Froto. 8-33/34 


Proto, 8-36/37 
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8-38. Comoelconcreto puede soportar poca o nula tensión, 
este problema se puede evitar mediante el uso de alambres 
o varillas para pretensar al concreto una vez que está forma¬ 
do. Considere la viga simplemente apoyada que se muestra 
en la figura, la cual tiene una sección transversal rectangular 
de 18 X 12 pulg. Si el concreto tiene un peso específico de 
150 lb/pie 3 , determine la tensión necesaria en La barra AB 
que corte a través de la viga, para que no se desarrolle es¬ 
fuerzo de tensión sobre el concreto en su sección central a-a. 
No tome en cuenta el tamaño de la barra y cualquier de¬ 
flexión de la viga. 

8-39. Resuelva el problema 8-38 si la barra tiene un diáme¬ 
tro de 0.5 pulg. Utilice el método del área transformada que 
se analizó en la sección 6.6. E^ = 29(10 3 )ksi, E c = 3.60(10 3 ) 
ksi. 


Sí ¡’S' 










“1“'» i 

Tí p „1f 




18 ^ulg 


-4 pies- 


4pies- 


“3 "3 

C-(X 

\Dvd 


Probs. 8-38/39 


*8-40. Determine el estado de esfuerzo en el punto A 
cuando la viga está sometida a una fuerza del cable de 4 kN. 
Indique el resultado como un elemento diferencial de volu¬ 
men. 

*8-41. Determine el estado de esfuerzo en el punto Bcuan- 
do la viga está sometida a una fuerza del cable de 4 kN. Indi¬ 
que el resultado como un elemento diferencial de volumen. 


842. La barra tiene un diámetro de 80 mm. Determine las 
componentes del esfuerzo que actúan en el punto A y mues¬ 
tre los resultados sobre un elemento de volumen situado en 
este punto. 

843. La barra tiene un diámetro de 80 mm. Determine las 
componentes del esfuerzo que actúan en el punto B y mues¬ 
tre los resultados sobre un elemento de volumen situado en 
este punto. 



Prnh>¡. 842/43 

*844. Determine el esfuerzo normal desarrollado en los 
puntos A y R.No tome en cuenta el peso del bloque. 

•845. Dibuje la distribución del esfuerzo normal que ac¬ 
túa sobre el área transversal en la sección a-a. No tome en 
cuenta el peso del bloque. 




Probs. 844/45 

846. El soporte está sometido a la carga de compresión P. 
Determine el esfuerzo normal absoluto máximo y mínimo 
que actúa en el material. 


P 



Probs, 840/41 


Prub. 846 
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Capítulo 8 Cargas combinadas 


8-47. El soporte está sometido a la carga de compresión P. 
Determine el esfuerzo normal máximo y mínimo que actúan 
en el material. Todas las secciones transversales horizontales 
son circulares. 


•8-49. Si el bebé tiene una masa de 5 kg y su centro de 
masa está en G, determine el esfuerzo normal en los puntos 
Ay B sobre el área transversal de la varilla en la sección a-a. 
Se tienen dos varillas, una a cada Lado de La cuna. 


p 



*8-48. El poste tiene una sección transversal circular de 
radio c. Determine el radio máximo e en el que se puede 
aplicar la carga, de modo que ninguna parte del poste expe¬ 
rimente un esfuerzo de tensión. No tome en cuenta el peso 
del poste. 


500 mm 



8-56. La mordaza en C aplica un esfuerzo de compresión 
de 80 psi sobre el bloque cilindrico. Determine el esfuerzo 
normal máximo desarrollado en la mordaza. 



ProU 8-50 

8-51. Un poste que tiene las dimensiones mostradas en la 
figurase somete a la carga de apoyo P. Especifique La región 
en la que se puede aplicar esta carga sin que se desarrollen 
esfuerzos de tensión en los puntos^, B, C y D. 




Proh.ft-43 


Prut». 8-51 
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•8-52. El gancho se Lesa para levantar la carga de 600 Ib. 
Determine los esfuerzos máximos de tensión y compresión 
en La sección a-a. El área transversal es circular y tiene un 
dá metro de 1 pulg. Use la fórmula de las viga curva para 
calcular el esfuerzo ñexionante. 


8-55. La barra tiene un diámetro de 40 mm. Si está someti¬ 
da a las dos componentes de fuerza en uno de sus extremos, 
tal como se indica en la figura, determine el estado de esfuer¬ 
zo en el punto A y muestre los resultados sobre un elemento 
dferendal de volumen situado en este punto. 

•8-56. Resuelva el problema 8-55 para el punto B, 



3001b 



ProUs. 8-55/56 


300 N 


•8-53. El pilar de ladrillos se somete a una carga 800 kN. 
Determine la ecuación de la línea y = f[x) a lo largo de la 
cual puede colocarse la carga sin causar esfuerzos de tensión 
en el pilar No tome en cuenta el peso de éste. 

8-54. El pilar de ladrillos se somete a una carga 800 kN. Si 
x -0.25 m y y =0.5 m, determine el esfuerzo normal en cada 
esquina A, B, C, D (no mostrado en la figura) y grafique 
la distribución de esfuerzos sobre la sección transversal. No 
tome en cuenta el peso del pilar. 


•8-57. La varilla de 2 pulg de diámetro está sometida a las 
cargas mostradas en la figura. Determine el estado de es¬ 
fuerzo en el punto/l y muestre los resultados en un elemen¬ 
to diferencial situado en ese punto. 

8-58. La varilla de 2 pulg de diámetro está sometida a las 
cargas mostradas en la figura. Determine el estado de es¬ 
fuerzo en el punto B y muestre los resultados en un elemen¬ 
to diferencial situado en ese punto. 



800 kN 



800 Ib 


Probs 8-53/54 


Pr«h$. 8-57/58 
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8-59. Si P = 60 kN, determine el esfuerzo normal máximo 
desarrollado en la sección transversal de la columna. 

*8*60. Determine la máxima fuerza P permisible si la co¬ 
lumna está hecha de un material que tiene un esfuerzo nor¬ 
mal permisible de cr =100 MPa. 

p$nn 


8*63. La señal uniforme tiene un peso de 1500 Ib y se sos¬ 
tiene mediante el tubo AB, que tiene un radio interior de 
2,75 pulg y un radio exterior de 3.00 pulg, Si la cara de la 
señal se somete a una presión uniforme del viento de p = 
150 lb/pie 2 , determine el estado de esfuerzo en los puntos 
Cy D. Muestre los resultados en un elemento diferencial de 
volumen situado en cada uno de estos puntos. No tome en 
cuenta el grosor de la señal y suponga que está soportada 
en el borde externo del tubo. 

*8-64. Resuelva el problema 8-63 para los p untos E y F. 



Probs, 8-59/60 


•6-61. El engrane cónico se somete a las cargas mostradas 
en la figura. Determine las componentes del esfuerzo que 
actúan sobre el eje en el punto A y muestre los resultados 
en un elemento de volumen ubicado en ese punto. El eje 
tiene un diámetro de 1 pulg y está fijo a la pared en C. 

8-62. El engrane cónico se somete a las cargas mostradas 
en la figura. Determine las componentes del esfuerzo que 
actúan sobre el eje en el punto B y muestre los resultados 
en un elemento de volumen ubicado en ese punto. El eje 
tiene un diámetro de 1 pulg y está fijo a la pared en C. 


*8-65. Determine el estado de esfuerzo en el punto A so¬ 
bre el área transversal del tubo, en la sección a-a. 

8-66. Determine el estado de esfuerzo en el punto B sobre 
el área transversal del tubo, en la sección a-a. 


z 



Prubs. 8-61/62 Praha. 8-65/66 



150 lb/pie 1 


x 

Prob». 8-63/64 
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•8-Ó7. La fuerza excéntrica P se aplica sobre el soporte 
de concreto mostrado en la figura, a una distancia e y de su 
centroide. Determine el intervalo a lo largo del eje y donde 
puede aplicarse Psobre la sección transversal, de modo que 
no se desarrollen esfuerzos de tensión en el material. 


x 



Pmh.8-67 


»8-<¡8, La barra tiene un diámetro de 40 mm. Si está so¬ 
metida a una fuerza de 800 N como se muestra en la figura, 
determine las componentes del esfuerzo que actúan en el 
puntos y muestre los resultados sobre un elemento de vo¬ 
lumen ubicado en ese punto. 

•8*<59. Resuelva el problema 8-68 para el punto B . 



8*70. El eje con | de pulg de diámetro está sometido a la 
carga mostrada en la figura. Determine las componentes del 
esfuerzo que actúan en el punto A. Dibuje los resultados so¬ 
bre un elemento de volumen situado en ese punto. La chu¬ 
macera en C puede ejercer sólo componentes de fuerza C y 
y C, sobre el eje y el cojinete de empuje en D puede ejercer 
componentes de fuerza D y y D, sobre el eje. 

8-71. Resuelva el problema 8-70 para las componentes del 
esfuerzo en el punto B. 



*8-72, El gancho está sometido a la fuerza de 80 Ib. Deter¬ 
mine el estado de esfuerzo sobre el punto A en la sección 
a-a. La sección transversal es circular y tiene un diámetro 
de 0,5 pulg. Use la fórmula de la viga curva para calcular el 
esfuerzo ftexionante. 

•8-73. El gancho está sometido a la fuerza de 80 Ib. De¬ 
termine el estado de esfuerzo sobre el punto Ben la sección 
a-a. La sección transversal tiene un diámetro de 0.5 pulg. 
Use la fórmula de la viga curva para calcular el esfuerzo 
ftexionante. 



Prrifos, 


Prohs. 8-72/73 
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REPASO DE CAPÍTULO 


Se considera que un recipiente a presión tie¬ 
ne una pared delgada siempre que rft > 10. 
Para un recipiente cilindrico de pared delga¬ 
da, el esfuerzo circunferencial o anular es 


La superposición de componentes de esfuerzo 
puede utilizarse para determinar los esfuerzos 
normal y cortante en un punto de un elemen¬ 
to sometido a una carga combinada. Para ello, 
primero es necesario determinar las fuerzas 
resultantes axial y cortante, y los momentos 
internos resultantes de torsión y flexión en La 
sección donde se ubica el punto. Después, se 
determinan las componentes resultantes de 
los esfuerzos normal y cortante sumando al¬ 
gebraicamente las componentes del esfuerzo 
normal y cortante de cada carga. 


P 

V ~~A 


ve 
T " u 


Tp 

T= T 


O"] - ÍT 2 - 


P T 

^"T 

Eéte esfuerzo es dos veces mayor que el es¬ 
fuerzo longitudinal, 

P r 

Los recipientes esféricos de pared delgada tie¬ 
nen el mismo esfuerzo dentro de sus paredes 
en todas direcciones. Esto es 
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PROBLEMAS CONCEPTUALES 



PS-1 

P8-I* Explique por qué la falla enesta manguera de jardín 
ocurrió cerca de su extremo y por qué la rotura se produ¬ 
jo en el sentido de su longitud. Use valores numéricos para 
explicar el resultado. Suponga que la presión del agua es de 
30 psi. 



1 * 8-2 


P8-2. Este silo con un extremo abierto contiene material 
granular. Se construyó con tiras de madera unidas mediante 
bandas de acero. Explique, con valores numéricos, por qué 
las bandas no están uniformemente espaciadas a través de la 
altura del cilindro. Además, ¿cómo podría encontrar esta se¬ 
paración si cada banda estará sometida al mismo esfuerzo? 



1 * 8-3 


P8-3. A diferencia del tensor en B, que está conectado a 
lo largo del eje de la varilla, el tensor en A ha sido soldado 
a los extremos de la varilla, por lo que estará sometido a un 
esfuerzo adicional. Use los mismos valores numéricos para 
la carga de tensión en cada varilla, así como para su diáme¬ 
tro, y compare el esfuerzo en cada una de las varillas. 



1 * 8-4 


P8-4. Un viento constante que sopla contra un lado de esta 
chimenea ha causado deformaciones unitarias por erosión 
en las juntas de mortero, de tal manera que la chimenea tie¬ 
ne una deformación apreciable. Explique la forma de obte¬ 
ner la distribución de esfuerzos sobre una sección en la base 
de la chimenea, y dibuje esta distribución sobre la sección. 
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PROBLEMAS DE REPASO 


8-74. El bloque está sometido a las tres caigas axiales mos¬ 
tradas en la figura. Determine el esfuerzo normal desarro¬ 
llado en los puntos A y B. No tome en cuenta el peso del 
bloque. 



8-75. El tambor de 20 kg está suspendido de un gancho 
montado en el bastidor de madera. Determine el estado de 
esfuerzo en el punto E sobre el área transversal del bastidor 
en la sección a-a. Indique los resultados sobre un elemento. 
*8-76. El tambor de 20 kg está suspendido de un gancho 
montado en el bastidor de madera. Determine el estado de 
esfuerzo en el punto i 7 sobre el área transversal del bastidor 
en la sección b-b. Indique los resultados sobre un elemento. 

(X5 m 05 m 



•8-77. La armella está sometida a la fuerza de 50 Ib. De¬ 
termine los esfuerzos máximos en tensión y en compresión 
sobre la sección a-a. La sección transversal es circular y tiene 
un diámetro de 0.25 pulg. Use la fórmula de la viga curva 
para calcular el esfuerzo fiexionante. 

8-78. Resuelva el problema 8-77 si la sección transversal es 
cuadrada, con dimensiones de 0.25 x0,25 pulg. 


501b 



8-79. S el área transversal del fémur en la sección a-a pue¬ 
de aproximarse como un tubo circular como el mostrado en 
la figura, determine el esfuerzo normal máximo desarrollado 
sobre el área transversal en la sección a-a debido a la carga 
de 75 Ib. 



tpuig T 05 ^ 
Sección a-a 



Pnjhsp R*75/7 é 


25 mm 
Sección b-b 


Probu 8*79 
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*8-80. Se requiere que el cilindro hidráulico soporte una 
fuerza de P = 100 tN. Si éste tiene un diámetro interior de 
100 mm y está hecho de un material que tiene un esfuerzo 
normal permisible de íf = 150 MPa, determine el grosor 
mínimo / requerido para la pared del cilindro. 

*6411. El cilindro hidráulico tiene un diámetro interior de 
100 mm y un grosor de pared de í=4 mm. Si está fabricado 
de un material que tiene un esfuerzo normal permisible de 
<V™. =1 ® determine la fuerza Pmáxima permisible. 



842. El tornillo de la mordaza ejerce sobre los bloques de 
madera una fuerza de compresión de 500 Ib. Determine el 
esfuerzo normal máximo desarrollado a lo largo de la sec¬ 
ción ara. La sección transversal es rectangular, de 0.75 X0.50 
pulg. 



8-63. La presión del aire en el cilindro se incrementa al 
ejercer fuerzas P=2 kN sobre los dos pistones, cada uno con 
un radio de 45 mm. Si la pared del cilindro tiene un grosor de 
2 mm, determine el estado de esfuerzo en esa pared. 

"8-84. Determine la m áx ima fuerza P que puede ejercerse 
sobre cada uno de los dos pistones, de modo que la compo¬ 
nente del esfuerzo circunferencial en el cilindro no sea supe¬ 
rior a 3 MPa. Cada pistón tiene un radio de 45 mm y la pared 
del cilindro tiene un grosor de 2 mm. 

P _ 



Prnhü. 8-83/84 


•8-85. La tapa del tanque cilindrico está empernada a éste 
a lo largo de las bridas. El tanque tiene un diámetro interior 
de 1.5 m y un grosor de pared de 18 mm. Si el mayor esfuer¬ 
zo normal no debe exceder 150 MPa, determine la presión 
máxima que puede soportar el tanque. Además, calcule el 
número de pernos necesarios para fijar la tapa al tanque si 
cada perno tiene un diámetro de 20 mm. El esfuerzo permi¬ 
sible para los pernos es (<r per J t =180 MPa. 

846. La tapa del tanque cilindrico está empernada a éste 
a lo largo de las bridas. El tanque tiene un diámetro interior 
de 1.5 m y un grosor de pared de 18 mm. Si la presión en el 
tanque es p =1,20 MPa, determine la fuerza en cada uno de 
los 16 pernos que se emplean para fijar la tapa al tanque. 
Además, especifique el estado de esfuerzo en la pared del 
tanque. 



l’roh. 8-82 


Frota. 84506 





































Las hélices de esta turbina se encuentran sometidas a un patrón de esfuerco complejo. Al diseñarlas, es necesario deter¬ 
minaren qué punto y con qué dirección se produce el esfuerzo máximo. 
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Transformación 
de esfuerzo 


OBJETIVOS DEL CAPÍTULO 

En este capítulo se mostrará cómo se transforman las componentes de 
esfuerzo que están asociadas con un sistema coordenado particular en 
componentes asociadas con otro sistema de coordenadas que tiene una 
orientación diferente. Después de haber establecido las ecuaciones de 
transformación necesarias, será posible obtener los esfuerzos normal 
máximo y cortante máximo en un punto y determinar la orientación de 
bs elementos sobre los que actúan. En la primera parte del capítulo 
se analizará la transformación de esfuerzo plano, puesto que ésta es la 
condición más común en la práctica de la ingeniería. Al final se estudiará 
un método para encontrar el esfuerzo cortante máximo absoluto en un 
punto en el que el material se encuentra sometido a estados de esfuerzo 
tanto planos como tridimensionales. 


9.1 Transformación de esfuerzo plano 

En la sección 1.3 se mostró que el estado general de esfuerzo en un pun¬ 
to se caracteriza mediante seis componentes independientes de esfuerzo 
normal y esfuerzo cortante, que actúan sobre las caras de un elemento 
de material ubicado en ese punto, figura 9-la. Sin embargo, este estado de 
esfuerzo no se encuentra con frecuencia en la práctica de la ingeniería. 
En su lugar, los ingenieros suelen hacer aproximaciones o simplificaciones 
de Jas cargas sobre un cuerpo con el fin de que el esfuerzo producido en 
un elemento de la estructura o un elemento mecánico pueda analizarse 
en un solo plano. Cuando se presenta este caso, se dice que el material 
está sometido a esfuerzo plano, figura 9-l¿>. Por ejemplo, si no hay carga 
en la superficie de un cuerpo, entonces las componentes de los esfuerzos 
normal y cortante serán iguales a cero sobre la cara de un elemento que se 
encuentre en esta superficie. En consecuencia, las componentes de esfuer¬ 
zo correspondientes en la cara opuesta también serán cero, por lo que el 
material en el punto estará sometido a esfuerzo plano. Este caso se analizó 
a lo largo del capítulo anterior. 
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Capitulo 9 Transformación de esfuerzo 



l't¡>uni 9-1 




(a) 



(b) 

l iguru 9-2 


Por lo tanto, el estado general de esfuerzo plano en un punto se repre¬ 
senta mediante una combinación de dos componentes de esfuerzo nor¬ 
mal, o x y o yl y una componente de esfuerzo cortante, r , que actúan en las 
cuatro caras del elemento. Por conveniencia, aquí se verá este estado de 
esfuerzo sobre el plano x-y .figura 9-2 a. Si este estado de esfuerzo se define 
sobre un elemento que tiene una orientación diferente como la mostrada en 
la figura 9-26, entonces estará sometido a tres componentes de esfuerzo di¬ 
ferentes definidas como rr^.tr^, r x y. E n otras palabras, el estado de esfuerzo 
¡daño en el punto está representado únicamente por dos componentes de 
esfuerzo normal y una componente de esfuerzo cortante que actúan sobre 
un elemento que tiene una orientación específica en el punto. 

En esta sección, se mostrará cómo transformar las componentes de es¬ 
fuerzo de la orientación de un elemento mostrada en la figura 9-2 a a la 
orientación del elemento en la figura 9-26. Esto es equivalente a conocer 
dos componentes de fuerza, es decir, F, y dirigidas a lo largo de los ejes 
x y y, que producen una fuerza resultante F^, y luego tratar de encontrar 
las componentes de fuerza F^ y F dirigidas a lo largo de los ejes x' y y', de 
manera que produzcan la misma resultante. La transformación de la fuerza 
sólo debe tener en cuenta la magnitud y la dirección de la componente de 
fuerza. Sin embargo, la transformación de las componentes de esfuerzo es 
más difícil ya que la transformación debe tener en cuenta la magnitud y la 
dirección de cada componente de esfuerzo,y la orientación del área sobre 
la que actúa cada componente. 
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Procedimiento de análisis 


Si se conoce el estado de esfuerzo en un punto para una orientación 
dada de un elemento de material, figura 9-3a, entonces el estado de 
esfuerzo en un elemento que tiene alguna otra orientación 0, figura 
9-3¿>, puede determinarse mediante el siguiente procedimiento. 

Para determinar las componentes de esfuerzo normal y cortante 
a^ r^y, que actúan sobre la cara +x' del elemento, figura 9-3£>, 
seccione el elemento de la figura 9-3a como se muestra en la 
figura 9-3c. Si el área seccionada es AA, entonces las áreas adya¬ 
centes del segmento serán AA sen 0 y AA eos 0. 

Dibuje el diagrama de cuerpo libre del segmento, el cual debe 
mostrar las fuerzas que actúan sobre el segmento, figura 9-3 d. 
Esto se hace al multiplicar las componentes de esfuerzo sobre 
cada cara por el área sobre la que actúan. 

Aplique las ecuaciones de fuerza de equilibrio en las direcciones 
x’ y y. El área AA se cancelará de las ecuaciones y entonces será 
posible determinar las dos componentes de esfuerzo desconoci¬ 
da 

♦ Si debe determinarse <Ty, que actúa sobre la cara +y r del elemen¬ 
to en la figura 9-3¿>, entonces es necesario considerar un seg¬ 
mentó del elemento, como se muestra en la figura 9-3e y seguir 
el mismo procedimiento que se acaba de describir. Sin embargo, 
aquí el esfuerzo cortante r^y no debe determinarse si ya se calcu¬ 
ló previamente, puesto que es complementario; es decir, debe 
tener la misma magnitud en cada una de las cuatro caras del 
elemento, figura 9-3¿>. 


y 



{a) 





id) 

Figura 9-3 
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EJEMPLO 9.1 


50 MPa 


AA sen 30° 





30°, 


AA eos 30“ 
ib) 


4 

25 AA sen 30° 
302 ^^ 
80 A A sen 30^ 



El estado de esfuerzo plano en un punto sobre la superficie del fuselaje 
del avión se representa en el elemento orientado como se indica en la 
figura 9-4a. Represente el estado de esfuerzo del punto de un elemento 
que está orientado a 30° medidos en sentido horario desde la posición 
mostrada. 


□ O □ 






30 ^ 




80MPa 


(a) 


SOLUCIÓN 

El elemento rotado se muestra en la figura 9-4d. Para obtenerla compo¬ 
nente de esfuerzo en este elemento, primero se secciona el elemento de 
la figura 9-4a a través de la línea a-a. El segmento inferior se retira, y su¬ 
poniendo que el plano seccionado (inclinado) tiene un área de AA, Eos 
planos horizontal y vertical tienen las áreas indicadas en la figura 9-4£. 
El diagrama de cuerpo libre de este segmento se muestra en la figura 
9-4c. Al aplicar las ecuaciones de equilibrio de fuerzas en las direcciones 
x' y y' para evitar una solución simultánea de las dos incógnitas y r^, 
se tiene 

+/2/y = 0; ov AA - (50 A A eos 30°) eos 30° 

+ (25 AA eos 30°) sen 30° + (80 A A sen 30°) sen 30° 
+ (25 AA sen 30°)eos 30° = 0 

Itesp. 


= —4.15 MPa 


+\2/v = 0; 


r x y AA - (50 AAcos 30°) sen30° 


25 A A eos 3(P 
3(T 


(25 AAcos 30°) eos 30° - (80 AA sen 30°) eos 30° 
+ (25 AA sen 30°)sen 30°= 0 

Resp. 


T/y = 68.8 MPa 


Como es negativo, actúa en dirección opuesta a la indicada en la 
figura 9-4c. Los resultados se muestran en la parte superior del elemen¬ 
to de la figura 9-4f, puesto que esta superficie es la considerada en la 
figura 9-4c. 
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Ahora es necesario repetir el procedimiento para obtener el esfuer¬ 
zo en el plano perpendicular b-b. Si se secciona el elemento de la figura 
9-4 a a lo largo de b-b se obtiene un segmento que tiene lados con las 
áreas indicadas en la figura 9-4e. Al orientar el eje +x' hacia fuera, per¬ 
pendicular a la cara seccionada, el diagrama de cuerpo libre asociado es 
como se muestra en la figura 9-4/ Por lo tanto, 


+\"2.F X < = 0; a x ‘ A A - {25 A A eos 30°) sen 30° 

+ (80 A A eos 30°) eos 30° - (25 A A sen 30°) eos 30° 
- (50 AA sen 30°) sen 30° = 0 
<t x > = -25.8 MPa Resp. 



MPa 


+/'ZFy = 0; —r^y A A + (25 AAcos 30°) eos 30° 

+ (80 A A eos 30°) sen 30° - (25 A A sen 30°) sen 30° 
+ (50 AA sen 30°) eos 30° = 0 
r x y = 68.8 MPa Resp. 


ÁA sen 30“ 



0) 


Como cr^ es una cantidad negativa, actúa en sentido opuesto a la di¬ 
rección que se indica en la figura 9-4/ Las componentes de esfuerzo se 
muestran actuando de lado derecho del elemento en la figura 9-4 d. 

Por lo tanto, a partir de este análisis se puede concluir que el esta¬ 
do de esfuerzo en el punto puede representarse al elegir un elemento 
orientado como se muestra en la figura 9-4 a, O al seleccionarlo con la 
orientación indicada en la figura 9-Ad. En otras palabras, estos estados 
de esfuerzo son equivalentes. 


50 A A seo 30“ y 
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y 



9.2 Ecuaciones generales de 

transformación de esfuerzo plano 

El método para transformar las componentes de esfuerzo normal y cortan¬ 
te de los ejes de coordenadas x y y a los ejes x' y y \analizado en la sección 
anteñor, puede desarrollarse de manera general y expresarse como un 
conjunto de ecuaciones de transformación de esfuerzo. 

Convención de signos. En primer lugar se debe establecer una 
convención de signos para las componentes de esfuerzo. Para ello, los ejes 
+x y +x r se usan para definir la normal hacia afuera de un lado del elemento. 
Entonces cr^ y tr y son positivos cuando actúan en las direcciones positivas 
x y x\ y t y r x y son positivos cuando actúan en las direcciones positivas 
y y y', figura 9-5. 

La orientación del plano en el que se deben determinarlas componen¬ 
tes de esfuerzo normal y cortante estará definida por el ángulo 0 t que se 
mide desde el eje +x hasta el eje +x T de la figura 9-5¿>. Observe que los dos 
conjuntos de ejes con tilde y sin tilde en esta figura forman sistemas coor¬ 
denadas derechos; es decir, los ejes positivos z (o z') se establecen median¬ 
te la regla de la mano derecha. Al curvar los dedos desde x (o x') hacia y 
(o y') se obtiene la dirección para el eje z (o z f ) positivo que apunta hacia 
fuera, a lo largo del pulgar. El ángulo 6 será positivo siempre que siga la 
curvatura de los dedos de la m ano derecha, es decir en sentido antihorario 
como se muestra en la figura 9-5£>. 

Componentes de esfuerzo normal y cortante. Si se usa la 
convención de signos establecida, el elemento de la figura 9-óa se seccio¬ 
na a lo largo del plano inclinado y se aísla el segmento mostrado en la 
figura 9-6¿>. Suponiendo que el área seccionada es A A, entonces las caras 
horizontal y vertical del segmento tiene un área de A A sen $ y AA eos $, 
respectivamente. 


y 



(a) 


(b) 


Convención de signos positivos 
í tpimi 9-5 
















9.2 Ecuaciones generales de transformación de esfuerzo plano 


443 


En la figura 9-6c se muestra el diagrama de cuerpo libre resultante para el 
Segmento. Al aplicar las ecuaciones de equilibrio para determinar las com¬ 
ponentes desconocidas de esfuerzo normal y cortante oy y r^y, se tiene 

F x ‘ = 0; oy A A — (r^ A A sen 0) eos 0 — (oy A A sen 8) sen 8 

- {Ttj, A A eos 8) sen 8 - (<r x A A eos 8) eos 0 = 0 
<T X > = cr x eos 2 B + o y sen 2 8 + r xy (2 sen 8 eos 8) 

+*s.2 F y > = 0; Tj¡y A A + A A sen 0) sen0 - («r^, A A sen 0) eos 0 

- A A eos 0) eos 0 + {<r x A A eos 0) sen 0 = 0 



00 


t x y = (cry - <r e ) sen0eos 0 + Titeos 2 © - sen 2 0) 

Estas dos ecuaciones pueden simplificarse utilizando las identidades trigo¬ 
nométricas sen 20 = 2 sen 0 eos 0, sen 2 0 = (1 —eos 20)/2 y eos 2 0 = (1 + eos 
20)/2, en cuyo caso, 


cr x + <Ty <r x - <r y 




T*y = 


2 - eos 20 + t xy sen 20 


——- sen 20 + r X y eos 20 

A 


(9-1) 

(9-2) 


\ 


AAüOSfl 




'A A sen B 


A A 


<b> 


Si se requiere el esfuerzo normal que actúa en la dirección y', éste puede <r* aa eos a 


obtenerse simplemente al sustituir (0 = 0 + 90°) para 0 en la ecuación 9-1, 
figura 9-6 d. De aquí se obtiene 


CT X + O"y C X — (Ty 


2 eos 20 - r xy sen 20 


(9-3) 


T K yÁA (OS 6 1 r 



^t^AA sen 6 


a-pÁA sen 6 


(c) 



Si Cy se calcula como una cantidad positiva, esto indica que actúa en la 
dirección y' positiva que se muestra en la figura 9-6d. 


Procedimiento de análisis 


Para aplicar las ecuaciones de transformación de esfuerzo 9-1 y 9-2, 
sólo es necesario sustituir los datos conocidos para <7. a . r y 0 de 
acuerdo con la convención de signos establecida, figura 9-5. Si <r y y 
r f y se calculan como cantidades positivas, entonces estos esfuerzos 
actúan en la dirección positiva de los ejes x' y y\ 

Por conveniencia, estas ecuaciones se pueden programar fácilmente 
en una calculadora de bolsillo. 
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EJEMPLO 9,2 


50 MPa 


80 MPa 


25 MPa 


(a) 



ib) 



688 MPa 


4.15 MPa 



25.8 MPa 


El estado de esfuerzo plano en un punto está representado por el ele¬ 
mento que se muestra en la figura 9-7a. Determine el estado de esfuer¬ 
zo en el punto sobre otro elemento orientado a 30° en sentido horario 
desde la posición indicada. 

SOLUCIÓN 

Este problema se resolvió en el ejemplo 9.1 mediante principios básicos. 
Aquí se aplicarán las ecuaciones 9-1 y 9-2. A partir de la convención de 
signos establecida, figura 9-5, se observa que 

cr x = -80 MPa er y = 50 MPa r xy = -25 MPa 

Plano CD, Para obtener las componentes de esfuerzo en el plano 
CD, figura 9-7 b, el eje positivo x' se dirige hacia fuera, perpendicular 
a CD, y el eje y* asociado se dirige a lo largo de CD. El ángulo medido 
desde el eje x hasta el eje*' es $= —30° (sentido horario). Al aplicar las 
ecuaciones 9-1 y 9-2 se obtiene 


= 


a x + <r y 


<r x <Ty 


2 2 
-80 + 50 -80 - 50 


eos 28 + t xy sen 2 6 


= -25.8 MPa 


eos 2{-30°) + (-25) sen 2(-30°) 

Resp. 


T x y - 


sen 2 8 + t xy eos 29 


-80 - 50 


sen 2( -30°) + (-25) eos 2(-30 D ) 


= -68.8 MPa 


Resp. 


Los signos negativos indican que y T¿y actúan en las direcciones ne¬ 
gativas x' y y', respectivamente. En la figura 9-7 d se muestran los resul¬ 
tados actuando sobre el elemento. 

Plano BC. De manera similar, las componentes de esfuerzo que ac¬ 
túan sobre la car a BC, figura 9-7c, se obtienen usando $ =60°. Al aplicar 
las ecuaciones 9-1 y 9-2,* se obtiene 

50 


-80 + 50 -80 


= -4.15 MPa 
-80 - 50 


- eos 2(60°) + ( -25) sen 2(60°) 

Resp. 


Tty 2 

= 68.8 MPa 


sen 2(60°) + (-25) eos 2(60°) 


Resp. 


AquÍTjySe calculó en dos ocasiones a fin de realizar una verificación. El sig¬ 
no negativo para indica que este esfuerzo actúa en la dirección negativa 
il ,figura 9-7c. En la figura 9-7tf se muestran los resultados sobre el elemento. 

♦Como alternativa, es posible aplicar la ecuación 9-3 con 0=-30 5 en vez de la ecuación 9-t, 
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9.3 Esfuerzos principales y esfuerzo 
cortante máximo en el plano 

A partir de las ecuaciones 9-1 y 9-2, se observa que las magnitudes de <r y y 
dependen del ángulo de inclinación 0 de los planos sobre los que actúan es¬ 
tos esfuerzos. En la práctica de la ingeniería suele ser importante determinar 
la orientación del elemento que hace que el esfuerzo normal sea máximo y 
mínimo, y la orientación que causa que el esfuerzo cortante sea máximo. En 
esta sección se considerará cada uno de estos problemas. 

Esfuerzos principales en el plano. Para determinar el esfuerzo 
normal máximo y mínimo, es necesario diferenciar la ecuación 9.1 con res¬ 
pecto a0e igualar el resultado a cero. De lo anterior se obtiene 

ÚO r ' — <Ty 

=---{2 sen 20) + 2r xy eos 20 = 0 


Al resolver esta ecuación resulta la orientación 0 = 0 p de los planos donde 
ocurre el esfuerzo normal máximo y mínimo. 



(9-4) 


La solución tiene dos raíces, 0 p¡ y 0 p2 . En específico, los valores de 20 (i¡ y 
20^ están separados a 180°, por lo que 0 p¡ y 9^ estarán separados a 90°. 

Si se deben obtener los esfuerzos normales requeridos, es necesario sus¬ 
tituir los valores de 9 p¡ y 0 ft en la ecuación 9-1. Para ello, es posible obtener 
el seno y el coseno necesarios de 20^ y 29 en los triángulos en gris de la 
figura 9-8. La construcción de estos triángulos se basa en la ecuación 9-4, 
suponiendo que r y (o‘ I - tx y ) son ambas cantidades positivas O negativas. 


T 




Hgiira 9-8 
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Las grietas en esta viga de concreto fueron 
causadas por el esfuerzo a tensión, a pesar 
de que la viga estuvo sometida tanto a un 
momento como a una fuerza cortante inter¬ 
nos, Las ecuaciones de transformación de 
esfuerzo pueden utilizarse para predecir la 
dirección de las grietas, y los esfuerzos nor¬ 
males principales que las causaron. 


Al sustituir estos valores en la ecuación trigonométrica 9-1 para después 
simplificarla, se obtiene 



Dependiendo del signo elegido, este resultado proporciona el esfuerzo 
normal máximo o mínimo que actúa en un punto del plano, cuando cr, ^ 
cr 2 . Este conjunto particular de valores se denomina esfuerzos principales 
en el plano, y los planos correspondientes sobre los que actúan se llaman 
pianos principales de esfuerzo, figura 9-9. Por otra parte, si las relaciones 
trigonométricas para $ p¡ o 9 P se sustituyen en la ecuación 9-2, puede verse 
que r x y = 0; en otras palabras, ningún esfuerzo cortante actúa sobre tos 
pianos principales. 





Esfuerzos principales en el plano 





o* 


Figura 9-9 
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Esfuerzo cortante máximo en el plano. La orientación de un 
demento que está sometido al esfuerzo cortante máximo sobre sus lados 
puede determinarse al obtener la derivada de la ecuación 9.2 con respecto 
a $ y al igualar el resultado a cero. De aquí resulta 



(9-6) 


Las dos Taíces de esta ecuación, $ s¡ y 0 h , pueden determinarse a partir de los 
triángulos en gris que se muestran en la figura 9-10. En comparación con 
la ecuación 9-4, tan 2$ f es el recíprooo negativo de tan 2$ y por ende cada 
raíz 29 s está a 90° de 2 9 p , y las Tafees $ s y 9 p están separadas por 45°. Por lo 
tanto, un elemento sometido al esfuerzo cortante máximo estará a 45 a de 
la posición de un elemento que está sometido ai esfuerzo principal. 

Si se usa cualquiera de las Tafees 9 S¡ o 9 h , el esfuerzo cortante máximo 
puede encontrarse tomando los valores trigonométricos de sen 2f) í y eos 
2 9 s de la figura 9-10 y sustituyéndolos en la ecuación 9-2. El resultado es 



T 



El valor de ^ calculado a partir de esta ecuación se conoce como el 
esfuerzo cortante máximo en el plano, ya que actúa sobre el elemento en 
el plano x-y. 

Al sustituir los valores para sen 2$ ¡ y eos 2$ f , en la ecuación 9-1, se ob¬ 
serva que también hay un esfuerzo normal promedio sobre los planos de 
esfuerzo cortante máximo en el plano. Se obtiene 


^"prom 


<fx + Vy 

2 


(9-8) 


Al igual que las ecuaciones de transformación de esfuerzo, puede ser 
conveniente programar las ecuaciones 9-4 a 9-8 para ser usadas en una 
calculadora de bolsillo. 


Puntos importantes 


• Los esfuerzos principales representan el esfuerzo normal máximo 
y mínimo en el punto. 

• Cuando el estado de esfuerzo se representa mediante los esfuerzos 
principales, ningún esfuerzo cortante actuará sobre el elemento. 

El estadode esfuerzo en el punto también se puede representar en 
términos del esfuerzo cortante máximo en el plano. En este caso, 
sobre el elemento también actúa un esfuerzo normal promedio. 

• El elemento que representa el esfuerzo cortante máximo en el 
plano con los esfuerzos normales promedio asociados está orien¬ 
tado a 45° del elemento que representa los esfuerzos principales. 
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EJEMPLO 9.3 



Observe cómo el plano de falla forma 
un ángulo (23.7°) debido al desgarra¬ 
miento del material. figura 9-llc. 

90 MPa 


60 MPa 


20MPa 


00 


x' 



(b) 


(ri = 116 MPa 



Figura 9-11 


EE estado de esfuerzo plano en un punto de falla sobre el eje se muestra 
sobre el elemento de la figura 9-11 a. Represente este estado de esfuerzo 
en términos de los esfuerzos principales. 

SOLUCIÓN 

A partir de la convención de signos establecida, se tiene 

tr* = -20 MPa ar y = 90 MPa r xy = 60 MPa 

Orientación del elemento. Al aplicar la ecuación 9-4, 

_ _ T *> _ 60 

^ p “ (a x - <r y )¡2 ~ <-20 - 90)/2 

AI resolver y denominar a esta raíz 0^, como se mostrará a continua¬ 


ción, resulta 

Como la diferencia entre 20„ y 20 es de 180°, se tiene 

Pl 


2 d p2 = -47.49° 


9 P1 = -23.7° 


2 B pi = 180° + 20^ = 132.51° 


B pi = 66.3° 


Recuerde que 0 se mide en sentido antihorario positivo desde el eje 
x hasta la normal hacia afuera (eje * f ) sobre la cara del elemento, de 
modo que los resultados son los que se muestran en la figura 9-11&. 

Esfuerzos principales. Se tiene 

<T X + (Tj, 


fu - 


2 

-20 + 90 


FFF- 


+ (60) 


= 35.0 ± 81.4 
< 7 , = 116 MPa 

0*2 = —46.4 MPa 


Resp. 

Resp. 


El plano principal sobre el que actúa cada esfuerzo normal puede deter- 
d aplicar 

(T x + <7 v 


minarse al aplicar la ecuación 9-1 con, digamos, 0 =0^=-23.7°. Se tiene 


t y (T y 

<r x > =---+---eos 20 + r^sen 20 

JL * 

—?íl + on — on 

- - ~ 2 - + ■ eos2(-23.7°) + 60sen2(-23.7°) 

= —46.4 MPa 

Por lo tanto, <7j = -46.4 MPa actúa sobre el piano definido por 0 = 
-23.7°, mientras quezr, =116 MPa actúa sobre el plano definido por 6 p¡ 
= 66.3°. Los resultados se muestran sobre el elemento de la figura 9-1 le. 
Recuerde que sobre este elemento no actúa ningún esfuerzo cortante. 
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EJEMPLO 


El estado de esfuerzo plano en un punto sobre un cuerpo está represen¬ 
tado sobre el elemento que se muestra en la figura 9-12a. Represente 
este estado de esfuerzo en términos del esfuerzo cortante máximo en el 
plano y el esfuerzo normal promedio asociado. 

SOLUCIÓN 

Orientación del elemento. Como <r x = -20 MPa, <r y = 90 MPa y 
t = 60 MPa, ai aplicar la ecuación 9-6, se tiene 


tan 20, = 


-{<t x - a y )¡2 -(-20 - 9Q)/2 


*xy 


2 B b = 42.5° 

2 0„ = ISO 0 + 2 B Si 


60 

= 21.3° 


0„ = 111.3 D 


Observe que estos ángulos mostrados en la figura 9-126 están a 45° 
de los planos principales de esfuerzo, los cuales se determinaron en el 
ejemplo 9.3. 

Esfuerzo cortante máximo en el plano. Al aplicar la ecuación 9-7, 


f mii : 



= ±81.4 MPa 


La dirección adecuada de sobre el elemento puede determinar¬ 

se mediante la sustitución de 0 = 0 = 21.3 o en la ecuación 9-2. Se tiene 

43 


iVy 


sen 20 + Tj ty eos 20 


-(s 2 ) 

/-20 - 90 \ 

= -I-y—Jsen2(21,3°) + 60 eos 2(21.3°) 

= 81.4 MPa 

Este resultado positivo indica que = r x y actúa en la dirección 

positiva y' sobre esta cara (0 = 21.3 o ) figura 9-126. Los esfuerzos cor¬ 
tantes sobre las otras tres caras están dirigidos como se muestra en la 
figura 9-12c. 

Esfuerzo normal promedio. Además del esfuerzo cortante máxi¬ 
mo que se calculó anteriormente, el elemento también está sometido a 
un esfuerzo normal promedio determinado a partir de la ecuación 9-8; 
es decir. 


c x + <r v 


-20 + 90 


F prom " 


= 35 MPa 


Resp. 


2 2 

Este es un esfuerzo de tensión. Los resultados se muestran en la figura 
9-12c. 


SO MPa 


60 MPa 


20 MPa 


W 



<b> 



35 MPa 
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EJEMPLO 9.5 


, ^ 


Ti 


ía> 



Cuando se aplica la carga de torsión Ta la barra mostrada en la figura 
9-13o, ésta produce un estado de esfuerzo cortante puro en el material. 
Determine (a) el esfuerzo cortante máximo en el plano y el esfuerzo 
normal promedio asociado, asi como (b) los esfuerzos principales. 

SOLUCIÓN 

A partir de la convención de signos establecida, 

«■* = o 


<7 y = 0 


r xy = 


Esfuerzo cortante máximo en el plano. Al aplicarlas ecuacio¬ 
nes 9-7 y 9-8, se tiene 


T'mJa 

■ai e&jAama 


= X 2 ^ + Txy 2 = V(0) 2 + (-r) 2 = ±r Resp. 


<7, + <7 V 


0 + 0 



' pro m 


= o 


Resp. 


Por lo tanto, como se esperaba, el esfuerzo cortante máximo en el plano 
está representado por el elemento de la figura 9-13a. 

NOTA: Mediante experimentación se ha comprobado que los materia¬ 
les dúctiles fallan debido al esfuerzo cortante. En consecuencia, si la barra 
de la figura 9-13a es de acero de bajo carbono, el esfuerzo cortante máxi¬ 
mo en el plano la haría fallar como se muestra en la foto adyacente. 

Esfuerzos principales. Al aplicar las ecuaciones 9-4 y 9-5 se ob¬ 
tiene 


tan20 p = 


•xy 


-T 


, ^ = 45°, B- = -45° 


(b) 

Iigurn 9-13 


- 


x I tr y 


{< r ,-< r y )/2 <0 - 0 )/ 2 ' 

+ V = 0 ± V{0) 2 + T 2 = ±T 


Resp. 


Si ahora se aplica la ecuación 9-1 con d pi = 45°, entonces, 


a x + <Jy 


eos 2 8 + r xy sen 70 



2 2 
- 0 + 0 + {-t) sen 90° = -t 

Así, <7 2 = —7 actúa en $ = 45° como se muestra en la figura 9-13b y <7, = 
r actúa sobre la otra cara, 0„ = -45°. 

p\ 

NOTA: Los materiales que son frágiles fallan debido al esfuerzo nor¬ 
mal. Por lo tanto, si la barra de la figura 9-13a está hecha de hierro fun¬ 
dido, se producirá una falla por tensión con una inclinación de 45° como 
se ve en la foto adyacente. 
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EJEMPLO 9,6 


Cuando se aplica la carga axial P a la barra de la figura 9-14a, se pro¬ 
duce un esfuerzo de tensión en el material. Determine (a) los esfuerzos 
principales y (b) el esfuerzo cortante máximo en el plano, así como el 
esfuerzo normal promedio asociado. 

SOLUCIÓN 

Con base en la convención de signos establecida, 

= 0 


<T v “ CT 


CTy = 0 


*xy 


Esfuerzos principales. Por observación, el elemento orientado 
como Se muestra en la figura 9-14a ilustra una condición de esfuerzo 
principal puesto que ningún esfuerzo cortante actúa sobre este elemen¬ 
to. Esto también se puede mostrar mediante la sustitución directa délos 
valores anteriores en las ecuaciones 9-4y 9 5. Así, 

<7i = cr <j % = 0 Resp. 

NOTA: Los experimentos han demostrado que los materiales frágiles 
fallan debido al esfuerzo normal. Por consiguiente, si la barra de la fi¬ 
gura 9-14a está hecha de hierro fundido, se producirá una falla como la 
mostrada en la foto adyacente. 

Esfuerzo cortante máximo en el plano. Al aplicarlas ecuacio¬ 
nes 9-6,9-7 y 9-8, se tiene 


tan 28, = 


~(a x - a y )/2 -{cr - Q)/2 


*xy 


\ 0 t% = 45% 0* = -45 ü 


cr * — (T 


«i d filuici 






^prom 


<T X + + 0 


a_ 

2 


Resp. 


Resp. 


Para determinar la orientación adecuada del elemento, se aplica la 
ecuación 9-2. 




sen 26 + r xy eos 20 = 


0 


sen 90° + 0 = 


<r 

2 


Este esfuerzo cortante negativo actúa sobre la cara x\ en la dirección 
negativa y' como se muestra en la figura 9-146. 

NOTA: Si la barra de la figura 9-14a está hecha de un material dúctil 
como el acero de bajo carbono, el esfuerzo cortante le ocasionará una 
falla. Esto puede observarse en la foto adyacente; aquí, dentro de la re¬ 
gión de astricción, el esfuerzo cortante ha ocasionado un “deslizamien¬ 
to” a lo largo de las fronteras cristalinas del acero, lo que resulta en un 
plano de falla que ha formado un cono alrededor de la barra orientado 
a unos 45°, tal como se calculó anteriormente. 


P 






<a> 























452 


Capítulo 9 Transformación de esfuerzo 


PROBLEMAS FUNDAMENTALES 


HM, Determine el esfuerzo normal y el esfuerzo cortante 
que actúan sobre el plano inclinado AB. Grafique el resulta¬ 
do sobre el elemento seccionado. 



R»*2, Determine el estado de esfuerzo equivalente sobre 
un elemento en el mismo punto orientado a 45 a en sentido 
horario con respecto al elemento mostrado en la figura. 


19-4. Determine el estado de esfuerzo equivalente sobre 
un elemento en el mismo punto que representa el esfuerzo 
cortante máximo en el plano en ese punto. 


700 kPa 








100 kPa 






-*400 kPa 


l?9-4 


W-5. La viga está sometida a la carga mostrada en uno de 
sus eviremos. Determine los esfuerzos principales máximos 
en el punto B. 



400 kPa 


-- 300 kPa 

19-2 



19-3. Determine el estado de esfuerzo equivalente sobre 
un elemento en el mismo punto que representa los esfuer- 
20 S principales en el punto. Además, encuentre la orienta¬ 
ción correspondiente del elemento con respecto al elemento 
mostrado en la figura. 


30kPa 


19 - 6 , La viga está sometida a la carga mostrada en la figu¬ 
ra. Determine los esfuerzos principales en el punto C. 



SOkPa 
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PROBLEMAS 


M. Demuestre que la suma de los esfuerzos normales <r x + 
tr =ir¿+ <r y es constante. Vea las figuras 9-2a y 9-26. 

9-2. En la figura, el estado de esfuerzo en un punto de un 
miembro se muestra sobre el elemento. Determine las com¬ 
ponentes de esfuerzo que actúan sobre el plano inclinado 
AB. Resuelva el problema usando el método de equilibrio 
descrito en la sección9.1. 


*9-4. En la figura, el estado de esfuerzo en un punto de un 
miembro se muestra sobre el elemento. Determine las com¬ 
ponentes de esfuerzo que actúan sobre el plano inclinado 
AB, Resuelva el problema usando el método de equilibrio 
descrito en la sección 9.1. 

•9-5. Resuelva el problema 9-4 usa ndo las ecuaciones para 
la transformación de esfuerzos desarrolladas en la sección 
9.2. 




650 psi 


9-3. En la figura, el estado de esfuerzo en un punto de un 
miembro se muestra sobre el elemento, Determine las com¬ 
ponentes de esfuerzo que actúan sobre el plano inclinado 
AB. Resuelva el problema usando el método de equilibrio 
descrito en la sección9.1. 


9-6. En la figura, el estado de esfuerzo en un punto de un 
miembro se muestra sobre el elemento. Determine las com¬ 
ponentes de esfuerzo que actúan sobre el plano inclinado 
AB. Resuelva el problema usando el método de equilibrio 
descrito en la sección 9.1. 

9-7. Resue Iva el problem a 9-6 usa ndo las ecuaciones para 
la transformación de esfuerzos desarrolladas en la sección 
9.2. Grafique el resultado. 




90MPa 


MPa 


50 MPa 


Pr<»h. 9-3 


l’rohs. 9-6/7 
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*9-8. Determine el esfuerzo normal y el esfuerzo cortante 
que actúan sobre el plano inclinado AB. Resuelva el proble¬ 
ma usando el método de equilibrio descrito en la sección 9.1. 

•9-9. Determine el esfuerzo normal y el esfuerzo cortante 
que actúan sobre el plano inclinado AB. Resuelva el proble¬ 
ma usando las ecuaciones para la transformación de esfuer¬ 
zos. Muestre el resultado sobre el elemento seccionado. 



Prnhts, 9-8/9 


*9-13. Determine el estado de esfuerzo equivalente en un 
elemento si éste se encuentra orientado a 60° en sentido ho¬ 
rario desde el elemento indicado en la figura. Grafique el 
resultado. 



9-10. En la figura, el estado de esfuerzo en un punto de un 
niembro se muestra sobre el elemento. Determine las com¬ 
ponentes de esfuerzo que actúan sobre el plano inclinado 
AB. Resuelva el problema usando el método de equilibrio 
descrito en la sección 9.1. 

9-11. Resuelva el problema 9-10 usando las ecuaciones 
para La transformación de esfuerzos desarrolladas en la sec¬ 
ción 92. Grafique el resultado. 


2k$¡ 



*9-12. Determine el estado de esfuerzo equivalente sobre 
un elemento si éste se encuentra orientado a 50° en sentido 
antihorario desde el elemento mostrado. Use las ecuaciones 
para la transformación de esfuerzos. 


9-14. En la figura, el estado de esfuerzo en un punto de un 
miembro se muestra sobre el elemento. Determine (a) los 
esfuerzos principales y (b) el esfuerzo cortante máximo en 
el plano, así como el esfuerzo normal promedio en el punto. 
Especifique la orientación del elemento en cada caso. M ues- 
tre los resultados sobre cada elemento. 



30 ksl 


-► 12 k$i 

PmU.9-14 

9-15. En la figura, el estado de esfuerzo en un punto de un 
miembro se muestra sobre el elemento. Determine (a) los 
esfuerzos principales y (b) el esfuerzo cortante máximo en 
el plano, así como el esfuerzo normal promedio en el punto. 
Especifique La orientación del elemento en cada caso. Mues¬ 
tre los resultados sobre cada elemento. 

80MPa 

* 50MPa 

A 

--ÓÜMPa 


*-10 ksi 

lóksi 


9-12 


PitihMJ 
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*9-16. En la figura, el estado de esfuerzo en un punto de un 
miembro se muestra sobre el elemento. Determíne (a) los 
esfuerzos principales y (b) el esfuerzo cortante máximo en 
el plano, asf como el esfuerzo normal promedio en el punto. 
Especifique la orientación del elemento en cada caso. Mues¬ 
tre los resultados sobre cada elemento. 

60MPa 


3ÜMPa 

-► 45 MPa 


9-19. En la figura, el estado de esfuerzo en un punto se 
muestra sobre el elemento. Determine (a) los esfuerzos 
principales y (b) el esfuerzo cortante máximo en el plano, 
así como el esfuerzo normal promedio en el punto. Especi¬ 
fique la orientación del elemento en cada caso. Grafique los 
resultados sobre cada elemento. 

l60MPa 

120 MPa + - 


Prbh.9-1(* 

•9-17. Determine el estado de esfuerzo equivalente so¬ 
bre un elemento en el mismo punto que representa (a) los 
esfuerzos principales y (b) el esfuerzo cortante máximo en 
el plano, así como el esfuerzo normal promedio asociado. 
Además, para cada caso, determine la orientación corres¬ 
pondiente del elemento con respecto al elemento mostrado. 
Gra fique los resultados sobre cada elemento. 

?5MEa 


115 MPa 


50 MPa 


Prob. 9-17 

9-18. Un punto sobre una placa delgada se somete a los 
dos estados sucesivos de esfuerzo que se muestran en la figu¬ 
ra, Determine el estado resultante de esfuerzo representado 
sobre el elemento que se orienta en la forma indicada a la 
derecha. 



l’rnh. 9-19 

*9-20. En la figura se indica el esfuerzo que actúa sobre 
dos planos en un punto. Determine el esfuerzo normal <r b y 
los esfuerzos principales en el punto. 



•9-21. En la figura se indica el esfuerzo que actúa sobre 
dos planos en un punto. Determine el esfuerzo cortante so¬ 
bre el plano a-a y los esfuerzos principales en el punto. 





350 MPa 


Prut». 9-18 


I 


b 

Prob. 9-21 
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Los problemas siguientes involucran al material cubierto 
en él capítulo 8. 

9-22. La viga T está sometida a una carga distribuida que 
se aplica a lo largo de su línea central. Determine los esfuer¬ 
zas principales en el punto A y muestre los resultados sobre 
un elemento situado en ese punto. 


•9-25. La varilla doblada tiene un diámetro de 2Q mm y 
está sometida a la fuerza de 400 N. Determine los esfuerzos 
principales y el esfuerzo cortante máximo en el plano que se 
desarrolla en el punto A .Muestre los resultados sobre un ele¬ 
mento ubicado en este punto, con la orientación adecuada. 



20 mm 


l*r«b, 9-22 


•9-23. La viga de madera está sometida a una carga de 
12 kN. Si la fibra de madera en la viga ubicada en el punto A 
forma un ángulo de 25° con la horizontal como se muestra 
en la figura, determine los esfuerzos normal y cortante debi¬ 
dos a la carga que actúan en forma perpendicular y paralela 
ala fibra. 

*9-24. La viga de madera está sometida a una carga de 
12 kN. Determine los esfuerzos principales en el punto A 
y especifique la orientación del elemento. 




9-2<S. La ménsula está sometida a la fuerza de 3 kip. Deter¬ 
mine los esfuerzos principales y el esfuerzo cortante máximo 
en el plano sobre el punto A del área transversal en la sec¬ 
ción a-a. Especifique la orientación de este estado de esfuer¬ 
zo y muestre los resultados sobre los elementos. 

9-27. La ménsula está sometida a la fuerza de 3 lop. Deter¬ 
mine los esfuerzos principales y el esfuerzo cortante máximo 
en el plano sobre el punto 5del área transversal en la sec¬ 
ción a-a. Especifique la orientación de este estado de esfuer¬ 
zo y muestre los resultados sobre los elementos. 



Prohs. 9-23/24 


1‘rahs. 9-26727 
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*9-28. La viga I de ala ancha está sometida a la carga in- 
dcada en la figura. Determine los esfuerzos principales en 
la viga en los puntos Ay B. Estos puntos se encuentran en la 
parte superior e inferior del alma, respectivamente. Aunque 
no sea muy exacto, use la fórmula del esfuerzo cortante para 
determinar éste. 


9-30. La barra rectangular en voladizo está sometida a la 
fuerza de 5 kip. Determine los esfuerzos principales en los 
puntos A y B. 


8 kN/m 



200 mm 


Pmh.9-28 


•9-29. La viga r de ala ancha está sometida a la carga indi¬ 
cada en la figura. Determine los esfuerzos principales en la 
viga en el punto A, el cual se encuentra en la parte superior 
del alma. Aunque no sea muy exacto, use la fórmula del es¬ 
fuerzo cortante para determinar éste. Muestre el resultado 
sobre un elemento situado en este punto. 



150 mm 



L5 pulg 


Prnh, 9-30 


9-31. Determine los esfuerzos principales en el punto A 
sobre el área transversal del brazo en la sección a-a. Especi¬ 
fique la orientación de este estado de esfuerzo y muestre los 
resultados sobre un elemento ubicado en el punto, 

•9-32. Determine el esfuerzo cortante máximo en el plano 
desarrollado en el punto A sobre el área transversal del bra¬ 
zo en la sección a-a. Especifique la orientación de este esta¬ 
do de esfuerzo y muestre los resultados sobre un elemento 
ubicado en el punto. 


75 mm — 



20 mm 
Sección asi 


75 mm 



500 N 


Prnb.9-29 


Prnhs. 9-3102 
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•9-33. La mordaza oprime la superficie lisa en Eal apretar 
el tornillo. Si la fuerza de tensión en el tornillo es de 40 kN, 
determine los esfuerzos principales en los puntos A y B, y 
muestre los resultados sobre los elementos situados en cada 
uno de estos puntos. En la figura adyacente se muestra el 
área de la sección transversal enAyfí. 



30 mm 

J_l—l 

30 mm m 4 

T ®| u 

25 mm 


9-34. Determine los esfuerzos principales y el esfuerzo 
cortante máximo en el plano que se desarrolla en el punto 
A ubicado en el eje que tiene 2 pulg de diámetro. Muestre 
los resultados sobre un elemento situado en ese punto. Los 
cojinetes soportan sólo reacciones verticales. 


9-35. La placa cuadrada de acero tiene un grosor de 10 mm 
y está sometida a la carga mostrada en el borde. Determine 
el esfuerzo corta nte máximo en el plano y el esfuerzo normal 
desarrollado en el acero. 


50N/m 


200 mm 


—2Q0 mm— 
Proh. 9-35 


50 N/m 


*9-36. La placa cuadrada de acero tiene un grosor de 0,5 
pulg y está sometida a las cargas mostradas en el borde. De¬ 
termine los esfuerzos principales desarrollados en el acero. 


^-16 ib /pulg 


i 

I 

I 

4puJg \ 

I 

i 

i 


t 

I 

1 

t 

I 

I 


JJ 



lólb/pulg 


Prnth 9-36 


*9-37. Eleje tiene un diámetro dy está sometido a lascar- 
gas mostradas en la figura. Determine los esfuerzos prin¬ 
cipales y el esfuerzo cortante máximo en el plano que se 
desarrolla en el punto A Los cojinetes sólo soportan reac¬ 
ciones verticales. 


3001b 


30001b 


_r-u JUW I 

2r 


30001b 


*fEF 


-24 pulg- 



'12 pulg 
Prnth 9-34 


12 pulg 


Prnth 9-37 
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9-38. Un tubo de papel se forma al enrollar una tira de este 
material en forma de espiral para después pegar los bordes 
como se muestra en La figura. Determine el esfuerzo cortan¬ 
te que actúa a Lo Largo de la pegadura, que forma un ángulo 
de 30° con La vertical, si el tubo está sometido a una fuerza 
axial de 10 N. El papel tiene Inunde grosor y el tubo tiene 
un diámetro exterior de 30 mm. 

9-39. Resuelva el problema 9-38 para el esfuerzo normal 
que actúa perpendicularmente a la pegadura. 


942. La tubería de perforación tiene un diámetro exterior 
de 3 pulg, un grosor de pared de 0,25 pulg y un peso de 50 
Lb/pie, Si se somete a un par de torsión y a una caiga axial 
como Jos mostrados en la figura, determine (a) los esfuerzos 
principales y (b) el esfuerzo cortante máximo en el plano 
para un punto sobre su superficie en La sección a. 



Proba 9-38/39 


•9-40. Determine los esfuerzos principales que actúan en 
el punto A del bastidor de apoyo. Muestre los resultados so¬ 
bre un elemento ubicado en este punto, con la orientación 
adecuada. 

•9*41. Determine los esfuerzos principales que actúan en 
el punto B,el cual se encuentra ubicado sobre el alma, bajo 
el segmento horizontal de la sección transversal. Muestre 
los resultados sobre un elemento ubicado en este pun to, con 
la orientación adecuada. Aunque no sea muy exacto, use la 
fórmula del esfuerzo cortante para calcular éste. 


15001b 


1 



lVi»h. 942 



943. Determine los esfuerzos principales en la viga en el 
punto A. 


60 kN 


150 kN 



A ~]~L50 mm 
60 mm 


Prohs SMW4I 


Pufo y*45 
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*9-44. Determine los esfuerzos principales en el punto A 
que se encuentra en la parte inferior del alma. Muestre los 
resultados sobre un elemento ubicado en este punto. 



10 mm 



: 10 mm 
200 mm 
: 10 mm 


150 mm 


l’rub. ‘>-44 


•9-45. Determine el esfuerzo cortante máximo en el plano 
sobre el punto A de la viga de caj a. Muestre los resultados so¬ 
bre un ele mento ubicado en este punto. 

946. Determine los esfuerzos principales en el punto B de 
la viga de caja mostrada en la figura. Indique los resultados 
sobre un elemento situado en este punto. 


lOkip 



947. El eje sólido está sometido a un par de torsión, un 
momento fiexionante y un esfuerzo cortante, como se mues¬ 
tra en la figura. Determine los esfuerzos principales que ac¬ 
túan en el punto A. 

*9-48. Resuelva el problema 947 para el punto B. 



•949. En la figura se muestran las cargas internas en una 
sección de la viga, Determine los esfuerzos principales en el 
punto A . Calcule también el esfuerzo cortante máximo en 
el plano para este punto. 



30 kNm 


600 kN 
Prob.949 


9-50. Las cargas internas en una sección de la viga consis¬ 
ten en una fuerza axial de 500 N, una fuerza cortante de 800 
N y dos componentes de momento de 30 N-m y 40 N-m. 
Determine los esfuerzos principales en el punto A, También 
calcule el esfuerzo cortante máximo en el plano para este 
punto. 



45 N-m 


V 

800 N 


Prohs. 947/48 


Prob. 9-50 


800 N 
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9.4 Círculo de Mohr para el esfuerzo plano 


En esta sección, se mostrará cómo aplicar las ecuaciones para la transfor¬ 
mación de esfuerzo piano, utilizando una solución gráfica cuyo uso suele 
ser conveniente y fácil de recordar. Por otra parte, este método permitirá 
“visualizar” cómo varían las componentes de esfuerzo normal y cortante 
tjj y T x y de acuerdo con la orientación en diferentes direcciones del plano 
sobre el que actúan, figura 9-15a. 

Si se escriben las ecuaciones 9-1 y 9-2 en la forma 


fa x + <Ty\ (<T X - <Ty\ 

<T X ‘ - í- - - J = í--- J eos 26 + r xy sen 26 (9-9) 


r *y 


-p^) 


sen 26 + r xy eos 26 


(9-10) 


el parámetro $ puede éiminarse al elevar al cuadrado cada ecuación y al 
sumar las ecuaciones. El resultado es 


ov 


{—jj + ^'l —) 


+ r 2 
■ ~xy 


Para un problema específico, a x , <r y y t son constantes conocidas. Por 
consiguiente, la ecuación anterior puede escribirse en una forma más com¬ 


pacta como 
donde 


~ <Vo™) 2 + = Rl 

<T X + <Ty 
CT _= -—-- 



(9-11) 


(9-12) 


Si se establecen los ejes de coordenadas, tr positivo a la derecha y r 
positivo hacia abajo, y después se gráfica la ecuación 9-11, se verá que esta 
ecuación representa un círculo con radio R y centro sobre el eje a en el 
punto C (ffj^u,, 0), figura 9-156. Este círculo se denomina círculo de Mohr, 
porque fue desarrollado por el ingeniero alemán Otto Mohr. 



y 



(a) 

Figura 9-1S 
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°V y. y 




7 *y ~ V/ 

" . r 







O-f - oy 




(a) 


r' 



ib) 


Cada punto en el círculo de Mohr representa las dos componentes de 
esfuerzo ov, y r x , „ que actúan sobre el lado del elemento definido por el 
eje x\ cuando el eje está en una dirección específica#. Por ejemplo, cuando 
jc' coincide con el eje x como se muestra en la figura 9- 16a, entonces 0 = 0° 
y tr y = a x , r x y =A esto se le denominará “punto de referencia” A y sus 
coordenadas A((r x , t^) se grafican como se muestra en la figura 9-16c. 

Ahora considere girar el eje x' 90° en sentido antihorario, figura 9-16b. 
Entonces tr^, = cr, y r x y = —t . Estos valores son las coordenadas del punto 
G(a y , —■r ) en el círculo, figura 9-16c. Por consiguiente, la línea radial CG 
está a 180° en sentido antihorario de la “línea de referencia” CA. En otras 
palabras, una rotación 0 del eje x r sobre el elemento corresponderá a una 
rotación de 20 sobre el círculo en la misma dirección.* 

Una vez construido,el círculo de Mohrpuede usarse para determinar los 
esfuerzos principales, el esfuerzo cortante máximo en el plano y el esfuerzo 
normal asociado, así como el esfuerzo sobre cualquier plano arbitrario. 



'Si en cambio el eje r se estableciera como positivo hacia arriba, entonces el ángulo 20 
sobre el circulo se medirla en la dirección opuesta a la orientación 0 del plano. 
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Procedimiento de análisis 


Los siguientes pasos son necesarios para dibujar y utilizar el círculo 
de Molir. 

Construcción del círculo. 

* Establezca un sistema de coordenadas de tal manera que el eje 
horizontal represente el esfuerzo normal er, con tos valores positi¬ 
vos a la derecha t y el eje vertical represente el esfuerzo cortante r, 
con los valores positivos hacia abajo , figura 9-17a.* 

• Mediante la convención de signos positivos par a <t x , o y y como 

se muestra en la figura 9-176,grafique el centro Cdel círculo, que se 
encuentra en el eje <r a una distancia <r = + cr^fl desde el 

origen, figura 9-17a. 

Grafique el “punto de referencia” A que tiene coordenadas A(o it 
t^,). Este punto representa las componentes de esfuerzo normal 
y cortante sobre la cara vertical derecha del elemento, y como el 
eje x' coincide con el eje je, esto representa 0 = 0°, figura 9-17a. 

* Conecte el punto A con el centro C del círculo y determine CA 
por trigonometría. Esta distancia representa el radio R del círcu¬ 
lo, figura 9-17a. 

Una vez que se ha determinado R, grafique el círculo. 

Esfuerzos principales. 

Los esfuerzos principales «r, y o 7 (er, S: oj) son las coordenadas 
de los puntos B y D, donde el círculo interseca al eje <r, es decir, 
donde t = 0, figura 9-17a. 

• Estos esfuerzos actúan en planos definidos por los ángulos 0 p y 
$ ,figura 9-17c. Están representados en el círculo por los ángulos 
20 p (mostrado) y 20^ (no mostrado) y se miden desde la línea de 
referencia radial CA hasta las líneas CB y CD, respectivamente. 

Usando la trigonometría, sólo debe calcularse uno de estos án¬ 
gulos a partir del círculo, ya que 0 p y 0 ft están separados por 90°, 
Recuerde que la dirección de rotación 2$ p en el círculo (en este 
caso resulta ser en sentido anti horario) representa el mismo sen¬ 
tido de rotación 0 p desde el eje de referencia (+x) hasta el plano 
principal (+je'), figura 9-17c.* 

Esfuerzo cortante máximo en el plano. 

Las componentes del esfuerzo normal promedio y el esfuerzo 
cortante máximo en el plano se determinan a partir del círculo 
como las coordenadas de los puntos EoF, figura 9-17a. 
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Procedimiento de análisis (continuac/ón) 


En este caso, los ángulos $ s¡ y $ n proporcionan Ja orientación de 
los planos que contienen estas componentes, figura 9-17d. El án¬ 
gulo 29 !t que se muestra en la figura 9- 17a puede determinarse 
usando la trigonometría. Aquí, la rotación resulta tener un sen¬ 
tido horario, desde CA hasta CE, y así 6^ debe tener un sentido 
horario sobre el elemento, figura 9-17d.* 

Esfuerzos sobre un plano arbitrario. 

Las componentes de esfuerzo normal y cortante y r x y que ac¬ 
túan sobre un plano específico o eje x\ definido por el ángulo $, 
figura 9-I7fr, puede obtenerse a partir del círculo usando la trigono¬ 
metría para determinar las coordenadas del punto P, figura 9-17a. 

Para encontrar P, el ángulo conocido 0 (en este caso en sentido 
antihorario), figura 9-17c, se medirá sobre el círculo en la misma 
dirección 20 (sentido antihorario), desde la línea de referencia ra¬ 
dial CA hasta la línea radial del CP, figura 9-17a.* 

♦Si el eje r se hiciera positivo hacia ambo, entonces el ángulo 30 sobre el círculo se 

mediría en la dirección opuesta a la orientación 0 del eje x\ 



F 

\ B 

^pmjw 

d\ ’c 

xWJ 

— 

*i \ 

y 

/A 

I I T *v | 

P j«y 

E 

\ 

= 0“ 


v x r n 



(b) 


(a) 




0,=0.+W 





íc) 


(d) 

tíj> lira 9-17 


(e) 
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EJEMPLO 


Debido a la carga aplicada, el elemento en el punto A sobre el eje sólido 
de la figura 9-18a, se somete al estado de esfuerzo mostrado en la figura. 
Determine los esfuerzos principales que actúan en este punto. 


SOLUCIÓN 

Construcción del círculo. A partir de la figura 9-18a, 




ít, = -12 ksi 



a y = 0 


Tjf y - -6 ksi 


El centro del círculo se encuentra en 

- 12+0 

°Vqhi — 


= -6 ksi 


12 ksi 


-► 6ksi 


El punto de referencia A (-12, -6) y el centro C(-6,0) están represen¬ 
tados en la figura 9-186. El círculo se construye con un radio de 

R = V(12 - 6) 1 + {ó) 1 = 8.49 ksi 

Esfuerzos principóles. Los esfuerzos principales se indican me¬ 
diante las coordenadas de los puntos B y D. Se tiene, para ¿r, ><r 2 , 


ía) 


trj = 8.49 - 6 = 2.49 ksi 
<r 2 = -6 - 8.49 = -14.5 ksi 


Resp. 

Resp. 


La orientación del elemento puede determinarse al calcular el ángulo 
20^ en la figura 9-186, el cual se mide en sentido antihomrio desde CA 


hasta CD. Esta orientación define la dirección 6 de cr 2 y su plano prin 


cipal asociado. Se tiene 


2 B pi = tan 1 


9 pi = 22.5° 


12-6 


= 45.0 D 


- 12 - 


El elemento se orienta de manera que el eje x' o <r 2 esté dirigido a 22.5 
en sentido antihorario desde la horizontal (eje x), como se muestra en 
la figura 9-18c. 



u (ksi) 


2.49 ksi 



(b) 


T{ksi) 


figtv» 9-18 
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EJEMPLO 9.8 


90 MPa 


60 MPa 


20 MPa 


(a> 



T (MPa) 


íb> 



El estado de esfuerzo plano en un punto se muestra sobre el elemento 
de la figura 9-19a. Determine el esfuerzo oortante máximo en el plano 
para este punto. 

SOLUCIÓN 

Construcción del círculo. A partir de los datos del problema, 


<7 x = -20 MPa CTy = 90 MPa r xy = 60 MPa 


Los ejes cr y t se establecen la figura 9-1 9b. El centro C del círculo se 
ubica sobre el eje ¿r, en el punto 

-20 + 90 _____ 

^prgm “ j ~ ^ MPa 

Se grafican el punto Cy el punto de referencia A (—20,60). Al aplicar 
el teorema de Pitágoras en el triángulo gris Oscuro a fin de determinar 
el radio CA del círculo, se tiene 


<z{MP a ) 


R = V(60) J + (55 f = 81.4 MPa 


Esfuerzo cortante máximo en el plano. El esfuerzo cortante 
máximo en el plano y el esfuerzo normal promedio se identifican me¬ 
diante el punto E (o F) en el círculo. Las coordenadas del punto E(35, 
81.4) dan como resultado 


t mi. = 81.4 MPa 
O-prom = 35 M ** 3 


Resp. 

Resp. 


El ángulo 6 , medido en sentido antihorario desde CA hasta CE, se 
encuentra con base en el círculo, identificado como 2 0 . Se tiene 




e Sl = 21.3 o 


Resp. 


Este ángulo en sentido antihorario define la dirección del eje x\ figu¬ 
ra 9-19c. Como el punto E tiene coordenadas positivas, entonces tanto 
el esfuerzo normal promedio como el esfuerzo cortante máximo en el 
plano actúan en las direcciones positivas x r yy\ tal como se muestra en 
la figura. 
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EJEMPLO 9.9 


El estado de esfuerzo plano en un punto se muestra sobre el elemento 
de la figura 9-20a. Represente este estado de esfuerzo sobre un elemen¬ 
to orientado a 30° en sentido ant i horario desde la posición mostrada. 

SOLUCIÓN 

Construcción del círculo. A partir de los datos del problema, 


o, = -8 ksi 


Gy = 12 ksi 


T xy - -6 ksi 


Los ejes g y r Se establecen en la figura 9-206. El centro C del círculo 
está sobre el eje g en 



A ksi 


-8 + 12 


'piona 


= 2 ksi 


El punto de referencia para (9 = 0° tiene coordenadas A (-8, -6). 
Por lo tanto, con base en el triángulo en gris oscuro, el radio 
CAes 

R = V(10)* + (6) 1 = 11.66 

Esfuerzos sobre el elemento a 30°. Como el elemento 
debe girarse 30° en sentido antihorario, se debe construir una 
línea radial CP, 2(30°) = 60° en sentido antihorario, medida 
desde CA($ = 0°), figura 9-206. A continuación deben obte¬ 
nerse las coordenadas del punto Pip^, r^y). Con base en la 
geometría del círculo, 


4 = tan- 1 ^ = 30.96° 



c(ká} 


»fi = 60° - 30.96° = 29.04° 


g¿ = 2 — 11.66 eos 29.04° = —8.20 ksi 
Tj= 11.66 sen 29.04° = 5.66 ksi 


Resp. 

Resp. 


Estas dos componentes de esfuerzo actúan sobre la cara BD del elemen¬ 
to que se muestra en la figura 9-20c, puesto que el eje x' para esta cara 
está orientado a 30“ en sentido antihorario desde el eje x. 

Las componentes de esfuerzo que actúan sobre la cara DE adyacen¬ 
te del elemento, el cual está a 60° en sentido horario desde el eje x posi¬ 
tivo, figura 9-20c, están representadas por las coordenadas del punto Q 
en el círculo. Este punto se encuentra en la línea radial CQ, que está a 
180° desde CP. Las coordenadas del punto Q son 

g x < = 2 + 11.66 eos 29.04° = 12.2 ksi Resp. 

r¿ y ‘ = -(11.66 sen 29.04) = -5.66 ksi (verificar) Resp. 

NOTA: Aquí actúa en la dirección 



(c) 

Figura 9-20 
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PROBLEMAS FUNDAMENTALES 


P>-7, Determine el esfuerzo normal y el esfuerzo cortante 
que actúan sobre el plano inclinado AB. Grafique el resulta¬ 
do sobre el elemento seccionado. 


ItMO, Determine los esfuerzos principales desarrollados 
en el punto A de la sección transversal de la viga en la sec¬ 
ción a-a. 



W-X. Determine el estado de esfuerzo equivalente sobre 
un elemento en el mismo punto que represente los esfuer¬ 
zos principales en el punto. Además, encuentre la orienta¬ 
ción correspondiente del elemento con respecto al elemento 
mostrado. Dibuje los resultados sobre el elemento. 



Sección a-a 


l-V-10 



80kPa 




HM 1. Determine el esfuerzo cortante máximo en el pla¬ 
no desarrollado en el punto A sobre la sección transversal 
de la viga en la sección a-a. que se ubica justo a la izquierda de 
la fuerza de 60 kN. El punto A está justamente debajo del 
ala. 


F9-9. El eje hueco circular está sometido al par de torsión 
de 4 kN -m. Determine los esfuerzos principales desarrolla¬ 
dos en un punto sobre la superficie del eje. 



4kN-m 





KM1 
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PROBLEMAS 


9-51. Resuelva el problema 94 mediante el drculo de Mohr. 
*952. Resuelva el problema 96 mediante el círculo de Mohr. 
•9-53. Resuelva el problema 9-14 mediante el drculo de Mohr. 
954 Resuelva el problema 9-16 mediante el drculo de Mohr. 
955. Resuelva el problema 9-12 mediante el drculo de Mohr. 
♦956. Resuelva el problema 9-11 medante el drculo de Mohr. 

957. El círculo de Mohr para el estado de esfuerzo de la 
figura 9-15o se muestra en la figura 9-156. Muestre que al 
encontrar las coordenadas del punto P^^, en el círcu¬ 
lo se obtiene el mismo valor que con las ecuaciones para la 
transformación de esfuerzos 9-1 y 9-2. 

958. Determine el estado de esfuerzo equivalente si un 
elemento está orientado a 25° en sentido antihorario des¬ 
de el elemento mostrado. 


*960. Determine el estado de esfuerzo equivalente si un 
elemento está orientado a30“ en sentido horario desde el ele¬ 
mento mostrado. Represente el resultado sobre el elemento. 


<Jks¡ 

| * 4ks¡ 


6ksi 


550 MPa 


Proh, 9-60 


Prob.9-58 

•961. Determine él estado de esfuerzo equivalente para 
un elemento orientado a 60° en sentido antihorario desde 
el elemento mostrado. Represente el resultado sobre el ele¬ 
mento. 

959. Determine el estado de esfuerzo equivalente si un 
elemento está orientado a 2(P en sentido horario desde el ele¬ 
mento mostrado. 



250 MPa 



Prut». 9-59 


Pmh. 9*61 
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942. Determine el estado equivalente de esfuerzo para un 
elemento orientado a 30° en sentido horario desde el elemen¬ 
to mostrado. Represente el resultado sobre el elemento. 


5ks¡ 


21csi 


Proh. 942 


943. Determine los esfuenzos principales, el esfuerzo cor¬ 
tante máximo en el plano y el esfuerzo normal promedio. 
Especifique la orientación del elemento en cada caso. 




Prob. 943 


*944. Determine los esfuerzos principales, el esfuerzo 
cortante máximo en el plano y el esfuerzo normal promedio. 
Especifique la orientación del elemento en cada caso. 


20 MPa 


80 MPa 


30 MPa 


•945. Determine los esfuerzos principales, el esfuerzo 
cortante máximo en el plano y el esfuerzo normal promedio. 
Especifique la orientación del elemento en cada caso. 



120 psi 


300 psi 


Prob.945 


946. Determine los esfuerzos principales, e l esfuerzo cor¬ 
tante máximo en el plano y el esfuerzo normal promedio. 
Especifique la orientación del elemento en cada caso. 



30MPa 


45 MPa 


50 MPa 

Pruh.946 


947. Determine los esfuerzos principales, el esfuerzo cor¬ 
tante máximo en el plano y el esfuerzo normal promedio. 
Especifique la orientación del elemento en cada caso. 


200 MPa 

500 MPa 


350 MPa 


Prab.947 


*948. Dibuje el círculo de Mohr que describe cada uno de 
los siguientes estados de esfuerzo. 


700 psi 4 ksi 



M 


(O 


Proh. 944 


0») 

Prol». 948 
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Los problemas siguientes involucran material cubierto 
en el capítulo 8. 

949. El bastidor soporta la caiga distribuida de 200 N/m. 
Determine los esfuerzos normal y cortante en el punto D 
que actúan respectivamente en forma perpendicular y para¬ 
lela a las fibras. En este punto las fibras forman un ángulo de 
30° respecto a la horizontal, como se muestra en la figura. 

9-70. El bastidor soporta la carga distribuida de 200 N/m. 
Determine los esfuerzos normal y cortante en el punto E 
que actúan respectivamente en forma perpendicular y para¬ 
lela a las fibras. En este punto las fibras forman un ángulo de 
60° respecto a la horizontal, como se muestra en la figura. 


*9-72. El tubo de pared delgada tiene un diámetro interior 
de 0.5 pulg y un grosor de 0.025 pulg. Si se somete a una 
presión interna de 500 psi y a la tensión axial y las cargas de 
torsión mostradas en la figura, determine los esfuerzos prin¬ 
cipales en un punto sobre la superficie de la tubería. 



200 N/m 



200 mm 


w 

100 mm 


Prolih. 9-09/70 


9-71. El peldaflo de la escalera mecánica está sostenido en 
dos de sus lados por el pasador móvil en A y el rodillo en B. 
Si un hombre tiene un peso de 300 Ib y se para en el centro 
del escalón, determine los esfuerzos principales desarrolla¬ 
dos en el soporte ubicado sobre la sección transversal en el 
punto C. Los escalones se mueven a velocidad constante. 



•9-73. La barra rectangular en voladizo está sometida a la 
fuerza de 5 kip. Determine los esfuerzos principales en el 
punto vi. 

974. Resuelva el problema 9-73 para los esfuerzos princi¬ 
pales en el punto B. 



9-75. El eje propulsor AB del helicóptero, con 2 pulg de 
diámetro, se somete a una tensión axial de 10000 Ib y a un 
par de torsión de 300 lb-pie. Determine los esfuerzos princi¬ 
pales y el esfuerzo cortante máximo en el plano que actúan 
en un punto sobre la superficie del eje. 



I*n»b.9-71 


Prob. 9.75 
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*9-76» El brazo que conecta el pedal de La bicicleta tiene 
la sección transversal mostrada en la figura. Si está fijo al 
engrane en B y no gira mientras está sometido a una fuerza 
de 75 Ib, determine Los esfuerzos principales en el material 
sobre la sección transversal en el punto C. 



Fruir. 9-76 


•9-77. Un recipiente esférico a presión tiene un radio in¬ 
terior de 5 pies y un grosor de pared de 0.5 pulg. Dibuje el 
círculo de Mohr para el estado de esfuerzo en un punto so¬ 
bre el recipiente y explique la importancia del resultado. El 
recipiente está sometido a una presión interna de 80 psi. 

9-78. El recipiente cilindrico a presión tiene un radio inte¬ 
rior de 1.25 m y un grosor de pared de 15 mm. Está hecho de 
placas de acero que se sueldan a lo largo de la costura a 45 ü . 
Determine las componentes de esfuerzo normal y cortante 
a lo largo de esta costura si el recipiente está sometido a una 
presión interna de 8 MPa. 


125 m 

Prob.9-78 



•9-79. Determine el esfuerzo normal y cortante en el pun¬ 
to D, que actúan respectivamente en forma perpendicular 
y paralela a las fibras. En este punto las fibras forman un 
ángulo de 30° respecto a la horizontal como se muestra en la 
fgura. El pumo D se ubica justo a la izquierda de la fuerza 
de 10 kN. 

*9-80. Determine los esfuerzos principales en el punto D, 
que se encuentra justo a la izquierda de la fuerza de 10 kN. 


10 kN 



•9-81. Determine los esfuerzos principales en el punto A 
sobre el área transversal del suspensor en la sección a-a. Es¬ 
pecifique la orientación de este estado de esfuerzo e indique 
el resultado sobre un elemento ubicado en el punto. 

9-82. Determine los esfuerzos principales en el pumo A 
sobre el área transversal del suspensor en la sección b-b. Es¬ 
pecifique la orientación de este estado de esfuerzo e indique 
el resultado sobre un elemento ubicado en el punto. 



Secciones a-a 

y b-b 

983. Determine los esfuerzos principales y el esfuerzo cor¬ 
tante máximo en el plano que se desarrollan en el punto A. 
Muestre los resultados sobre un elemento situado en este 
punto. La barra tiene un diámetro de 40 mm. 

450 N 
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9.5 Esfuerzo cortante máximo absoluto 

Cuando un punto en un cuerpo se somete a un estado general de esfuerzo 
tridimensional, un elemento de material tiene un esfuerzo normal y dos 
componentes de esfuerzo cortante que actúan sobre cada una de sus caras, 
figura 9-2 la. Como en el caso del esfuerzo plano, es posible desarrollar 
ecuaciones de transformación de esfuerzo que pueden usarse para deter¬ 
minar las componentes tr y r del esfuerzo normal y el esfuerzo cortante 
que actúan en cualquier plano transversal del elemento, figura 9-21¿>. Por 
Otra parte, en el punto también es posible determinar la orientación única 
de un elemento que sólo tiene esfuerzos principales que actúan sobre sus 
caras. En general, como se muestra en la figura 9-21c, estos esfuerzos prin¬ 
cipales tienen magnitudes de intensidad máxima, intermedia y mínima, es 
decir, tr^ ^ cr lnt ^ cr^. Ésta es una condición conocida como esfuerzo 
triaxial. 

Un análisis de la transformación de esfuerzos en tres dimensiones está 
fuera del alcance de este libro; sin embargo, se estudia en los libros relacio¬ 
nados con la teoría de la elasticidad. Para los propósitos de este capítulo, el 
estudio se limitará sólo al caso del esfuerzo plano. Por ejemplo, considere 



00 





00 (c> 

Figura 9*21 
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z 



00 


2 que eJ material se somete a los esfuerzos principales en el plano <r t y <t 2 Que 

se muestran en la figura 9-22a, donde ambos esfuerzos son de tensión. Si sé 
considera el elemento en dos dimensiones, es decir en los planos y-z , x-z y 
x-y, figura 9-226,9-22c y 9-72d t entonces puede usarse el círculo de Mohr 

-«- -► <ji para determinar el esfuerzo cortante máximo en el plano para cada caso 

y, a partir de esto, determinar el esfuerzo cortante máximo absoluto en el 
material. Por ejemplo, para el caso que se muestra en la figura 9-226, el 
diámetro del círculo de Mohr se extiende desde 0 hasta cr r A partir de este 

_ y círculo, figura 9-22e, el esfuerzo máximo cortante en el plano es = <t 2 /2. 

(b) Para los tres círculos, se observa que aunque el esfuerzo cortante m áximo 

en el plano es r^y = (cr, -ít,)/ 2, este valor no es el esfuerzo cortante máxi¬ 
mo absoluto. En cambio, a partir de la figura 9-22e, 




<Tt y íti tienen 
el mismo signo 


(9-13) 



x 

<C> 
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X 



Esfuerzo cortante máximo 
absoluto y máximo en el plano 


y 


Esfuerzo plano x-_v 

(a) 


T 


l isura 9-23 


Si uno de los esfuerzos principales en el plano tiene signo contrario al 
del otro esfuerzo principal, figura 9-23a, entonces los tres círculos de Mofar 
que describen el estado de esfuerzo para las orientaciones del elemento 
respecto a cada eje de coordenadas son como se muestran en la figura 
9-235. Resulta claro que, en este caso 


ÍTi - <72 


(9-14) 


<7] y <72 tienen 
signos opuestos 


El cálculo del esfuerzo cortante máximo absoluto, como se indica aquí, 
es importante al momento de disertar elementos fabricados de un material 
dúctil, puesto que la resistencia del material depende de su capacidad para 
resistir el esfuerzo cortante. Esta situación se analizará con mayor detalle 
en la sección 10.7. 


□ 



El estado general de esfuerzo tridimensional en un punto puede 
representarse mediante un elemento orientado de manera que 
sobre él sólo actúen tres esfuerzos principales <7 mto , <7^ y <r m{n . 

• En el caso del esfuerzo plano, si los dos esfuerzos principales en el 
plano tienen el mismo signo, el esfuerzo cortante máximo absolu¬ 
to se producirá fuera del plano y tendrá un valor de r ¡j* = < 7 má ,/ 2 . 
Este valor es mayor que el esfuerzo cortante en el plano. 

■ Si los esfuerzos principales en el plano tienen signos opuestos, en¬ 
tonces el esfuerzo cortante máximo absoluto será igual al esfuerzo 
cortante máximo en el plano-, es decir, = (<7 má , - <r mfn )/2. 
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Cap ítü lo 9 Tfansfor macló n de esfu erzo 


EJEMPLO 


Ef punto sobre la superficie del recipiente cilindrico a presión mostrado 
en la figura 9-24a se somete al estado de esfuerzo plano. Determine el 
esfuerzo cortante máximo absoluto en este punto. 





(a) 


SOLUCIÓN 

Los esfuerzos principales son cr, = 32 MPa, cr 2 = 16 MPa. Si estos esfuer¬ 
zos se grafican a lo largo del eje cr, es posible construir los tres o'rcu 
los de Motir que describen el estado de esfuerzo visto en cada uno de los 
tres planos perpendiculares, figura 9-246. El círculo más grande tiene 
un radio de 16 MPa y describe el estado de esfuerzo en el plano que 
contiene sólo a <r 1 =32 MPa, el cual se muestra sombreado en gris oscuro 
en la figura 9-24a. Una orientación de un elemento a 45° dentro de este 
plano genera el estado de esfuerzo cortante máximo absoluto y el es¬ 
fuerzo normal promedio asociado, a saber, 


c {MPa) 


t** = 16 MPa 

^piam = ^4 


Rcsp. 


Este mismo resultado para puede obtenerse al aplicar de manera 


directa la ecuación 9-13. 


T (MPa) 


(b) 

Figura 9-24 


t*» = ™ MPa 

mí. 2 2 


Resp. 


O’piom “ 


32 + 0 


= 16 MPa 


Por comparación, el esfuerzo cortante máximo en el plano puede 
determinarse a partir del círculo de Mohr trazado entre <r, = 32 MPa y 
éTj =16 MPa, figura 9-246. De aquí resulta un valor de 


elpSpaia 


^proin 


32 - 16 
2 

32 + 16 


= 8 MPa 


- 24 MPa 
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EJEMPLO 9.11 


Debido a una carga aplicada, un elemento ubicado en el punto de un 
eje de máquina está sometido al estado de esfuerzo plano de la figura 
9-25a. Determine los esfuerzos principales y el esfuerzo cortante máxi¬ 
mo absoluto en el punto. 

SOLUCIÓN 

Esfuerzos principales. Los esfuerzos principales en el 
plano pueden determinaise a partir del círculo de Mohr. 

El centro del diculo se encuentra sobre el eje tr en < r. = 

(—20 + Q)/2 = -10 psi. Al graficar el punto de referencia 
A(-20, -40), se establece el radio CA y el círculo puede dibu¬ 
jarse como se muestra en la figura 9-25b. El radio es 

R = V(20 - 10) 2 + (40) 2 = 41.2 psi 

Los esfuerzos principales se encuentran en los puntos donde 
el círculo interseca al eje tr; es decir, 

<Ti = —10 + 41.2 = 31.2 psi 
CTj = -10 - 41.2 = -51.2 psi 

Con base en el círculo, el ángulo en sentido antihorario 20, 
medido desde CA hasta el eje -<r, es 


2 6 = tan 


‘(aT^ó) - 76 '°" 


Por lo tanto, 


B = 38.0° 


20 psi 


40 psi 


(■> 



<r {pa> 


Esta rotación en sentido antihorario define la dirección del eje x' y cr 2 
y su plano principal asociado, figura 9-25c. Se tiene 

o i = 31.2 psi 02 = -51.2 psi Resp. 

Esfuerzo cortante máximo absoluto. Dado que es- 16 ~ 76üf> + 9<f ~ 166 
tos esfuerzos tienen signos opuestos, al aplicar la ecuación 
9-14 se tiene 



(Tt - <72 31.2 - (-51.2) 

t*j,= ---=---= 41.2 psi Resp. 


(Tj= -515 psi 


íTprom 


31.2 - 51.2 


= -10 psi 


NOTA: Estos mismos resultados pueden obtenerse también 
al dibujar el círculo de Mohr para cada orientación de un ele¬ 
mento respecto a los ejes x, y y z , figura 9-25¿f. Como tr, y <r 2 
tienen signos opuestos ,entonces el esfuerzo cortante máximo 
absoluto es igual al esfuerzo cortante máximo en el plano. 



<r(ps¡> 
<r¡ = 315 psi 


figura 9-25 
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Capítulo 9 Transformación de esfuerzo 


PROBLEMAS 


*9-84. Dibuje los tres círculos de Mohr que describen cada 9-87. El esfuerzo en un punto se muestra sobre el elemen- 
uno de los siguientes estados de esfuerzo. to. Determine los esfuerzos principales y el esfuerzo cortante 

máximo absoluto. 


5k$i 



I 

(a) (b) 


J*roh. 9-84 


•9-85. Dibuje los tres circuios de Mohr que describen el si¬ 
guiente estado de esfuerzo. 


300 psí 



9416. El esfuerzo en un punto se muestra sobre el elemen¬ 
to. Determine los esfuerzos principales y el esfuerzo cortante 
máximo absoluto. 


z 



*9418. El esfuerzo en un punto se muestra sobre el elemen¬ 
to. Determine los esfuerzos principales y el esfuerzo cortante 
máximo absoluto. 



Pmh, 9-86 


Fruí». 9-88 
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•9-89. El esfuerzo en un punto se muestra sobre el elemen¬ 
to. Determine los esfuerzos principales y el esfuerzo cortante 
máximo absoluto. 



9*90. El estado de esfuerzo en un punto se muestra sobre 
d elemento. Determine los esfuerzos principales y el esfuer¬ 
zo cortante máximo absoluto. 


<9-92. El eje sólido está sometido al par de torsión, al mo¬ 
mento fiexionante y a la fuerza cortante que se muestra en la 
figura. Determine los esfuerzos principales que actúan en los 
puntos A y B, y el esfuerzo cortante máximo absoluto. 



Predi. 9-92 

•9-93. El tanque de gas propano tiene un diámetro interior 
de 1500 mm y un grosor de pared de 15 mm. Si el tanque está 
presurizado a 2 MPa, determine el esfuerzo cortante máxi¬ 
mo absoluto en la pared del tanque. 


z 



Priib. 9-90 


9-91. Consideteelcasogeneraldeesfuerzoplanomostra¬ 
do en la figura. Escriba un programa de computadora que 
presente una gráfica de los tres círculos de Mohr para el ele¬ 
mento, además debe calcular el esfuerzo cortante máximo 
en el plano y el esfuerzo cortante máximo absoluto. 




Prob. 9*93 

9-94. Determ ine los esfuerzos principales y el esfuerzo cor¬ 
tante máximo absoluto desarrollados en el punto A del área 
transversal de la ménsula en la sección a-a. 

9*95. Determ ine los esfuerzos principales y el esfuerzo cor¬ 
ta nte máximo absoluto desarrollados en el punto B del área 
transversal de la ménsula en la sección a-a. 



I’nih, 9-91 


Prohs. 9-94/95 
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Capítulo 9 Transformación de esfuerzo 



REPASO DE CAPÍTULO 


El esfuerzo plano se produce cuando el mate¬ 
rial en un punto está sometido a dos compo¬ 
nentes de esfuerzo normal y <7 y , y una de 
esfuerzo cortante T Zff Siempre que estas com¬ 
ponentes sean conocidas, las componentes de 
esfuerzo que actúan sobre un elemento con 
una orientación $ diferente pueden determi¬ 
narse usando las dos ecuaciones de equilibrio 
de fuerzas o las ecuaciones para la transfor¬ 
mación de esfuerzos. 


<T X + <Ty <T X ~ O" y 

oy = —-— + —-—eos 28 + T^sen 26 

y 

Tyy ----sen 20 + Tj-yCOS 2a 




X' 


Para el diseño, es importante determinar la 
orientación del elemento que produce los es¬ 
fuerzos normales principales máximos y el es¬ 
fuerzo cortante máximo en el plano. Al usar las 
ecuaciones para la transformación de esfuer¬ 
zos, se comprueba que ningún esfuerzo cortan¬ 
te actúa sobre los planos de esfuerzo principal. 
Los esfuerzos principales son 




+ °> , //f, - <r y \ 

J 


+ T 


xy 


Los planos de esfuerzo cortante máximo en el 
plano se orientan a 45° de esta dirección, y so¬ 
bre estos planos cortantes existe un esfuerzo 
normal promedio asociado. 


<Tr ~ <T 




*)’ 


2 / +T ^ 


<r x + er y 


1 prom 
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El circulo de Mohr proporciona un 
método sem¡gráfico para encontrar 
d esfuerzo sobre cualquier plano, 
los esfuerzos normales principales 
y el esfuerzo cortante máximo en el 
plano. Para dibujar el circulo, se es¬ 
tablecen los ejes <r y r, se gráfica n el 
centro del círculo C[(a- X + a y )/Z 0] y 
el punto de referencia El 

radio R del círculo se extiende entre 
estos dos puntos y se determina me¬ 
tíante la trigonometría. 



Si <Tj y (Tjson del mismo signo, en¬ 
tonces el esfuerzo cortante máximo 
absoluto se encuentran fuera de 
plano. 

o-i 


En el caso de esfuerzo plano, el 
esfuerzo cortante máximo absolu¬ 
to será igual al esfuerzo cortante 
máximo en el plano siempre que los 
esfuerzos principales <r 1 y <r 2 tengan 
signo contrario. 




Esfuerzo plano x-y 



Esfuerzo plano x-y 
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PROBLEMAS DE REPASO 


*9-96. El eje propulsor sólido de un barco se extiende ha¬ 
da afuera del casco. Durante su operación gira a ta =15 rad/s 
cuando el motor genera 900 kW de potencia. Esto provoca 
un empuje de F= 1.23 MN sobre el eje. Si éste tiene un diá¬ 
metro exterior de 250mm, determine los esfuerzos principa¬ 
les en cualquier punto situado sobre la superficie del eje. 

•9-97. El eje propulsor sólido de un barco se extiende ha¬ 
da afuera del casco. Durante su operación gira a <n=15 rad/s 
cuando el motor genera 900 kW de potencia. Esto provoca 
un empuje de F= 1.23 MN sobre el eje. Si éste tiene un diá¬ 
metro exterior de 250 mm, determine el esfuerzo cortante 
máximo en el plano en cualquier punto situado sobre la su¬ 
perficie del eje. 



Pr«hs,9-%/97 


9*98. El tubo de acero tiene un diámetro interior de 2.75 
pulg y un diámetro exterior de 3 pulg. Si se encuentra fijo en 
C y está sometido a la fuerza horizontal de 20 Ib que actúa 
sobre el mango de la llave de torsión ubicada en su extremo, 
de termine los esfuerzos principales sobre el tubo en el punto 
A, que se encuentra en la superficie de la tubería. 

9*99. Resuelva el problema 9-98 para el punto B, que se 
encuentra en la superficie del tubo. 


20lb 



*9*100. La mordaza ejerce una fuerza de 150 Ib sobre las 
tablas en G.Determine la fuerza axial en cada tomillo, ABy 
CD, y después calcule los esfuerzos principales en los puntos 
E y F, Muestre los resultados sobre los elementos debida¬ 
mente orientados y ubicados en estos puntos. La sección a 
través de £Fes rectangular y tiene 1 pulg de ancho. 



Prob. 9*100 


9*101. El eje tiene un diámetro d y está sometido a las car¬ 
gas mostradas en la figura. Determine los esfuerzos principa¬ 
les y el esfuerzo cortante máximo en el plano que se desarro¬ 
lla en cualquier punto sobre la superficie del eje. 
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9-102. El estado de esfuerzo en un punto de un miembro se 
muestra sobre el elemento. Determine las componentes que 
actúan sobre el plano AB. 


•9-105. El puntal de madera está sometido a las cargas 
mostradas en la figura. Determine los esfuerzos principales 
que actúan en el punto Cy especifique la orientación del ele¬ 
mento en ese punto. El puntal se sostiene mediante un perno 
(pasador) en B y por medio de un soporte liso en A. 


50 MPa 


. 2fi MPa 


9-103. El eje propulsor del remolcador está sometido a 
la fuerza de compresión y al par mostrados. Si el eje tiene 
un diámetro interior de 100 mm y un diámetro exterior de 
150mm, determine los esfuerzos principales en un punto A 
ubicado sobre la superficie externa. 


' 100MPa 


VfiF i 

r l 

Lii 

B 

B ÍOOmmJlj A 

Prob. 9-102 — 1 

25 mm 

\\\\\\wY 

A 

\mv\y 

SSnvísV 



© 

u 

^200 mm 

í 

50 mm 

■ .1. i 






100 i 

7 V 

mm 100 

200 mm 

■ mm 

200 mm 

200 mu 

íi 


l*rob. 9-105 



9-106. El puntal de madera está sometido a las cargas mos¬ 
tradas. Si las fibras de la madera en el punto C forman un 
ángulo de 60° respecto a la horizontal, como se muestra en la 
figura, determine los esfuerzos normal y cortante que actúan 
respectivamente en forma perpendicular y paralela a las fi¬ 
bras, debido a la carga. El puntal se sostiene mediante un 
perno (pasador) en B y por medio del apoyo liso en A. 

Prnb, 9-103 


*9-104. La viga de caja está sometida a la carga indicada. 

Determine los esfuerzos principales en la viga en los puntos 
A\B. 

50 N 50 N 40N 40N 



Prnh. 9-104 


Proh. 9-14)6 
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Los esfuerzos complejos generados dentro de esta ala de avión se analizan a partir de los datos de un medidor de defor¬ 
mación. (Cortesía de Measurements Group, fríe., Raleigh, Carolina deí Norte, 27611, EUA.) 
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Transformación 
de la deformación 



OBJETIVOS DEL CAPÍTULO 

La transformación de la deformación en un punto es similar a la trans¬ 
formación del esfuerzo y se aplicará en este capítulo como resultado de 
los métodos del capítulo 9. Aquí también se analizarán diversas formas 
de medir la deformación y se desarrollarán algunas relaciones importan¬ 
tes entre las propiedades de los materiales, incluyendo una forma ge¬ 
neralizada de la ley de Hooke. Al final del capítulo, se estudiarán ciertas 
teorías usadas para predecir la falla de un material- 


10.1 Deformación plana 

Como Se mencionó en la sección 2 . 2 , el estado general de deformación en 
un punto de un cuerpo se representa mediante una combinación de tres 
componentes de la deformación normal, e. e„, e v tres componentes de la 
deformación cortante y xy , y^ y 7 . Estas seis componentes tienden a de¬ 
formar cada cara de un elemento del material y, al igual que el esfuerzo, las 
componentes de la deformación normal y cortante en el punto variarán de 
acuerdo con la orientación del elemento. Las deformaciones en un punto 
suelen determinarse mediante el uso de medidores de deformación, que 
miden la deformación normal en direcciones especificas. Sin embargo, hay 
ocasiones en que los ingenieros deben transformar estos datos, tanto para 
d análisis como para el diseño, a fin de obtener la deformadón en otras 
direcdones. 
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Capítulo 10 Transformación de la deformación 


t 



El esfuerzo plano. tr x ,<r r no causa 
deformación plana en el 
plano apuesto que * 0. 


Para entender cómo se logra esto, primero se estudiará la deformación 
píaaa. En específico, no se considerarán tos efectos de las componentes 
e„, y u y -y . Entonces, de manera general, un elemento con deformación 
plana Se somete a dos componentes de deformación normal e y y a una 
componente de deformación cortante y^. Aunque la deformación y el 
esfuerzo planos tienen cada uno tres componentes que se encuentran en 
el mismo plano, observe que el esfuerzo plano no necesariamente cau¬ 
sa deformación plana o viceversa. La razón de esto tiene que ver con el 
efecto de Poisson analizado en la sección 3.6. Por ejemplo, si el elemento 
de la figura 10-1 se somete al esfuerzo plano er x y er yi no sólo se producen 
las deformaciones normales e x y € y , sino que también hay una deforma¬ 
ción normal asociada, e,. Obviamente, esto no es un caso de deformación 
plana. Por lo tanto, en general, el efecto de Poisson evitará la ocurrencia 
simultánea de deformación plana y esfuerzo plano, a menos que v = 0. 


Fljiuni 10-1 


10.2 Ecuaciones generales 
para la transformación 
de la deformación plana 



> 




Convención de signos positivos 
I'igura 10-2 


En el análisis de la deformación plana es importante establecer las ecua¬ 
ciones de transformación que pueden utilizarse para determinar las com¬ 
ponentes x r y y' de la deformación normal y cortante en un punto, siempre 
que las componentes x, y de la deformación sean conocidas. En esencia, 
éste es un problema de geometría y requiero relacionar las deformaciones 
y las rotaciones de los segmentos de línea, que representan los lados de los 
elementos diferenciales que son paralelos a cada conjunto de ejes. 

Convención de signos. Antes de poder desarrollar las ecuaciones 
para la transformación de las deformaciones, primero se debe establecer 
una convención de signos para las transformaciones. En relación con el 
elemento diferencial mostrado en la figura 10-2 a, las deformaciones nor¬ 
males y e y son positivas si causan elongación a lo largo de los ejes x y y, 
respectivamente; y la deformación cortante y xy es positiva si el ángulo inte¬ 
rior AOB se vuelve menor a 90°. Esta convención de signos también sigue 
la convención correspondiente que se usa para el esfuerzo plano, figura 
9-5a; es decir, o^.cr , r positivos causarán que el elemento se deforme en 
las direcciones positivas € jt € y , y xyt respectivamente. 

El problema aquí consiste en determinar las deformaciones normales 
y cortantes e,., e y . y y x y en un punto, medidas en relación con los ejes jc r , y' 
si se conocen e x , e y y y xy medidas en relación con los ejes x, y. Si el ángulo 
entre los ejes x y x' es $, entonces, como en el caso de el esfuerzo plano, $ 
será positivo si sigue la curvatura de los dedos de la mano derecha, es decir, 
s tiene un sentido antihorario como se muestra en la figura 10-26. 
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Deformaciones normal y cortante. Con el fin de desarrollar la 
ecuación para la transformación de la deformación se debe determinar 
la elongación de un segmento de línea dx' que se encuentra a lo largo del 
eje x r y está sometido a las componentes de deformación e x , y . Como 
se muestra en la figura 10-3a, las componentes de la línea dx' a lo largo de 
ios ejes x y y son 


dx = dx' eos 8 
dy = dx’ sen 8 


( 10 - 1 ) 


Cuando ocurre la deformación normal positiva e# la línea dx se alarga 
e x dx, figura 10-3¿>, lo que ocasiona que la línea dx' se alague e x dx eos O. 
Del mismo modo, cuando se produce la línea dy se alarga e y dy, figura 
10-3c, lo que ocasiona que la línea dx' se alargue e y dy sen $. Por ultimo, 
suponiendo que dx permanece fijo en su posición, la deformación cortan¬ 
te y^, que es el cambio en el ángulo entre dx y dy, ocasiona que la parte 
superior de la línea dy se desplace y dy a la derecha, como se muestra en 
la figura 10-3d. Esto hace que dx' se alargue y xy dy eos 9. Si estas tres elon¬ 
gaciones se Suman, entonces la elongación resultante de dx' es 


Sx' = e x dx eos 8 + dy sen B + y xy dy eos 8 


A partir de la ecuación 2-2, la deformación normal a lo largo de la línea 
dx' es e x , = Sx'/dx'. Por lo tanto, si se usa la ecuación 10-1, se tiene 


e x > = e x eos 2 8 + e y sen 2 8 + y xy sen 8 eos 8 (10-2) 



La probeta de gomase sujeta entre los dos 
soportes fijos, por lo que estará sometida 
a deformación plana cuando se apliquen 
sobre ella cargas en el plano horizontal. 


> 

V' 



Antes de la deformación 


(a) 


y 



f x dx SCnÚ 

Deformación normal e, 
ib) 

y 


f x dy cose 



Deformación normal e y 
<c> 



dx 

Deformación cortante y ty 
(d) 

figura lft-3 
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latirá 10-3 (cunt) 

La ecuación para la transformación de la deformación y^ se puede de¬ 
sarrollar considerando la cantidad de rotación que experimenta cada uno 
de los segmentos de línea dx' y dy' cuando están sometidos a las compo¬ 
nentes de transformación e , y . Primero se considerará la rotación de 
dx’, que está definida por el ángulo en sentido antihorario a que se muestra 
en la figura 10-3e. Éste puede determinarse mediante el desplazamiento 
causado por 5/ usando a = Sy'/dx’. Para obtener Sy \considere las siguien¬ 
tes tres componentes de desplazamiento que actúan en la dirección y': una 
desde que resulta en ~€ x dx sen 0, figura 10-3£>; otra desde e y , que da 
e y dy eos 6 , figura 10-3c; y por último desde y , que resulta en -y^ dy sen 0, 
figura 10-3rf. Así.fiy' provocada portodas las componentes de deformación 
es 


&y‘ = dx sen 8 + e y dy eos 8 - y xy dy sen 8 

AI dividir cada término entre dx’y al usarla ecuación 10-1, con a=Sy’/dx', 
se tiene 



a = {”«* + sen 8 eos 8 - y xy sen 2 8 (10-3) 

Como se muestra en la figura 10-3e,la línea dy' gira una cantidad /3. Es 
posible determinar este ángulo mediante un análisis similar, o simplemen¬ 
te al sustituir 0 por 0 + 90° en la ecuación 10-3. Si se usan las identidades 
sen (0 + 90°) = eos $, <x>$(0 + 90°) = -sen 0, se tiene 

/8 - {-Cj, + e y )sen(0 + 9O°)cos(0 + 90°) - y xy sen 2 {0 + 90°) 

= —{—£,+ e^) eos Asen 8 - y xy eos 2 8 

Dado que ay|3 representan la rotación de los lados dx' y dy' de un 
elemento diferencial cuyos lados estaban originalmente orientados a lo 
largo de los ejes x' y y', figura 10-3e, entonces el elemento se somete a una 
deformación cortante de 


y ¿y = a - p = ~2(e x - sen ecos 8 + ^(cos 1 8 - sen 2 0) (10-4) 
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Deformación normal positiva. f K - 


Deformación cortante positiva, y, y 


(a) 


figura 10-4 


ib) 


Si se usan las identidades trígono métricas sen 2$ = 2 sen 6 eos 0, eos 2 6 = 
(1 + eos 2$)/2 y sen 2 $ + eos 2 0 = 1, es posible escribir las ecuaciones 10-2 y 
10-4en la forma final 



(10-5) 



( 10 - 6 ) 


Estas ecuaciones para la transformación de la deformación proporcio¬ 
nan la deformación normal € x , en la dirección*' y la deformación cortante 
y x y de un elemento orientado con un ángulo 0, como se muestra en la figu¬ 
ra 10-4. De acuerdo con la convención de signos establecida, si es positi¬ 
va, el elemento se alarga en la dirección positiva *', figura 10-4o, y si y ¿y es 
positiva, el elemento se deforma como se muestra en la figura 10-4£>. 

Si se requiere la deformación normal en la dirección y', ésta puede ob¬ 
tenerse de la ecuación 10-5 simplemente al sustituir 0 por (0 + 90°). El 
resultado es 


(10-7) 


Debe señalarse la similitud entre las tres ecuaciones anteriores y las 
correspondientes para la transformación del esfuerzo plano, ecuaciones 
9-1,9-2 y 9-3. Por comparación, <T yt <T¿, oy corresponden a e x ,€ y , e x „e y ;, 
y V corresponden a y xy /2, y^fl. 


e x + fu 


= 


e x € y „ „ Jxy „ 
—-—eos 20 ——sen 2 0 
2 2 
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En las juntas donde se unen la parte cilin¬ 
drica y la sem¡esférica del recipiente, suelen 
desarrollarse esfuerzos complejos, los cua¬ 
les pueden determinarse al hacer medicio¬ 
nes de la deformación. 


Deformaciones principales. Al igual que en el esfuerzo, un elemen¬ 
to puede orientarse en un punto de modo que la deformación del elemento 
sea causada sólo por deformaciones normales, sin deformación cortante. 
Cuando esto ocurre, las deformaciones normales se denominan deformacio¬ 
nes principales y, si el material es isotrópico, los ejes a lo largo de los cuales 
suceden estas deformaciones coincidirán con los ejes que definen los planos 
de esfuerzo principal. 

Con base en las ecuaciones 94 y 9-5, y la correspondencia entre el esfuerzo 
y la deformación mencionada anteriormente, la dirección del eje .t' y de los 
dos valores de las deformaciones principales e, y e, se determinan a partir de 


( 10 - 8 ) 


(10-9) 


Deformación cortante máxima en el plano, si se usan las 
ecuaciones 9-6,9-7 y 9-8, la dirección del eje x\ y la deformación cortante 
máxima en el plano y la deformación normal promedio asociada se deter¬ 
minan a partir de las siguientes ecuaciones: 




( 10 - 10 ) 


( 10 - 11 ) 

( 10 - 12 ) 


Puntos Importantes 


En caso de esfuerzo plano, el análisis de la deformación plana puede usarse dentro del plano de los es¬ 
fuerzos para analizar los datos de los medidores de deformación. Sin embargo, recuerde que habrá una 
deformación normal que será perpendicular a los medidores, debido al efecto de Poisson. 

* Cuando el estado de deformación está representado por las deformaciones principales, sobre el elemento 
no actuará ninguna deformación cortante. 

• El estado de deformación en un punto puede representarse en términos de la deformación cortante máxi¬ 
ma en el plano. En este caso, también actúa Sobre el elemento una deformación normal promedio. 

■ El elemento que representa la deformación cortante máxima en el plano y sus deformaciones normales 
promedio asociadas están a 45° respecto a la orientación de un elemento que representa las deformacio¬ 
nes principales. 
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EJEMPLO 10.1 


Un elemento diferencial de material en un punto está sometido a un esta¬ 
do de deformación plana e, = 500(10^), e = -300(lCr«), y* - 200(10*), 
que tiende a distorsionar al elemento como se muestra en la figura 10-5a. 
Determine las deformaciones equivalentes que actúan sobre un elemento 
del material ubicado en el punto, orientado a 30° en sentido horario res¬ 
pecto a la posición original. 

SOLUCIÓN 

A fin de resolver el problema, se usarán las ecuaciones 10-5 y 10-6 para 
la transformación de las deformaciones. Como 6 es positivo en sentido 
antihorario, entonces para este problema 0 = -30°. Por lo tanto, 

e x + Cj, e x — Cj, y™ 

e,< = —-—- + —-—-eos 2 6 + —^sen 2 6 
*22 2 



.j pv? 

UJ_Ls_ 



La deformación en la dirección / puede obtenerse de la ecuación 10-7 
con 0 = -30°. Sin embargo, también es posible obtener e^ mediante la 
ecuación 10-5 con 0 = 6Q°(0 = -30° + 90°), figura 10-56. Al remplazare^ 


con e. se tiene, 


e, + e k 


£ y = 


Jxy 


——eos 26 + —sen 26 
2 2 


500 + (-300) 


( 10 -6 ) + 


2 

200 ( 10 ^) 

+--r -sen (2(60°)) 


500 - (-300) 


ey = -13.4(10^) 


(10^) cos(2(60°)) 


Resp. 


Estos resultados tienden a distorsionar al elemento como se muestra en 
la figura 10-5c. 
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EJEMPLO 10.2 


e f dy 


dy 

i 

í 

i 

i 

} i 


! ■ 


-- dx — 


-T¥ 


(a) 


> / 



Un efemento diferencial de material en un punto está sometido a un es¬ 
tado de deformación plana definido por e í =-350(10 -6 ), = 200(10~ e ), 

y jy = 80(lCT 6 ),que tiende a distorsionar al elemento como se muestra en 
la figura 10-6a. Determíne las deformaciones principales en el punto y la 
orientación asociada del elemento. 

SOLUCIÓN 

Orientación del elemento. A partir de la ecuación 10-8 se tiene 


tan 2 B p - 


Jxy 




8G(ior*) 


{-350 - 200 )(10^) 

Por lo tanto, 20 p = -8.28° y -8.28° + 180° = 171.72°, por lo que 

8 p = -4.14° y 85.9° Resp. 

Cada uno de estos ángulos se mide en sentido antihorario positivo, des¬ 
de el eje x hasta las normales hacia afuera en cada cara del elemento, 
figura 10-6£>. 

Deformaciones principales. Las deformaciones principales se 
determinan a partir de la ecuación 10-9. Se tiene 


eu = 


e x + 


ve 


(-350 + 200) (10“*) 


[i 


-350 - 200 


)■*(?)’] 


= -75.0(10"*) ± 277.9(10"*) 

ei = 203(10“*) = -353(10“*) 


(10"*) 
Resp. 


Es posible determinar cuál de estas dos deformaciones distorsiona el 
elemento en la dirección x' mediante la aplicación de la ecuación 10-5 
con $ = —4.14°. Así, 


e x + e y 

e* = —i— + 


*x - £y ty 

—-—eos 28 + —sen 2 8 
2 2 


- + ( 
80(10“*) 


-350 - 200 


) 


(10"*) eos 2{ —4.14°) 


-sen 2{—4.14°) 


= -353(10“*) 

Por lo tanto, = e 2 . Cuando está sometido a deformaciones principales, 

el elemento se distoisiona como se muestra en la figura 10-6£>. 
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EJEMPLO 10.3 


Un elemento diferencial de material en un punto está sometido a un es¬ 
tado de deformación plana definido por =-350(10 -6 ), e y = 200(10" 6 ), 
y^ = 80(10^), que tiende a distorsionar al elemento como se muestra 
en la figura 10-7a. Determine la deformación cortante máxima en el 
plano para el punto y la orientación asociada del elemento. 

SOLUCIÓN 

Orientación del elemento. A partir de la ecuación 10-10 se tiene 


tan 29. 


-( s e)- 


(-350 - 200)( UT 6 ) 


y xy } 80(10“*) 

Por lo tanto, 20 t = 81.72° y 81.72° + 180° = 261.72°, por lo que 

9 S = 40.9° y 131° 

Observe que esta orientación está a 45° respecto a la mostrada en la 
figura 10-66 del ejemplo 10.2, tal como se esperaba. 

Deformación cortante máxima en el piano. Al aplicarla ecua¬ 
ción 10-11 se obtiene 



r en d plMin 


-# 

-W 


)*(¥)■ 
)•*(?)'] 


-350 - 200 


(ÍO^ 6 ) 


rs.™ - 556(100 


nerse al aplicar la ecuación 10-6 con 0 = 40.9°. Se tiene 


en dplMici 


7x‘y‘ 


€ x e y „ 7xy 


sen 2 9 + —eos 29 

2 



= ^ —350 - 200 ^ 


* 80(10“*) 

(10 - *) sen 2(40.9°) + -- eos 2(40.9°) 

y xV = 556(10“*) 


Este resultado es positivo y por consiguiente y 

^ d pUn tiende a distorsio¬ 
nar al elemento de modo que el ángulo recto entre dx' y dy'ss reduce 
(convención de signos positivos), figura 10-76. 

Además, hay deformaciones normales promedio asociadas impues¬ 
tas sobre el elemento que se determinan a partir de la ecuación 10-12: 


eproni 


e.t + e. 


-350 + 200 


<10“*) = -75(10“*) 


2 2 

Estas deformaciones tienden a causar que el elemento se contraiga, fi¬ 
gura 10-76. 
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*10.3 Círculo de Mohr para 
deformación plana 


Gomo las ecuaciones para la transformación de la deformación plana son 
matemáticamente similares a las ecuaciones para la transformación del es¬ 
fuerzo plano, también es posible resolver problemas que implican la trans¬ 
formación de la deformación mediante el círculo de Mohr. 

Al igual que en el caso del esfuerzo, el parámetro B en las ecuaciones 10-5 
y 10-6 puede eliminarse y el resultado se reescribe de la siguiente manera 


donde 



(10-13) 


La ecuación 10-13 representa la ecuación del círculo de Mohr para la 
deformación. Tiene su centro en el eje e en el punto C(e prom , 0 ) y un 
radio R. 



‘-¡mw 


llguru I04Í 


Procedimiento de análisis 


El procedimiento para dibujar el círculo de Mohr para la deforma¬ 
ción es igual al establecido para el esfuerzo. 

Construcción del círculo. 

Establezca un sistema de coordenadas de tal manera que la abs¬ 
cisa represente la deformación normal e, con los valores positivos 
a la derecha , y la ordenada represente la mitad de la deformación 
cortante y/ 2 , con los valores positivos hacia abajo , figura 10-8. 

• Usando la convención de signos positivos para e^, e y y y , como 
se muestra en la figura 10-2, determine el centro C del círculo, 
que se encuentra en el eje e a una distancia -C^+O /2 
desde el origen, figura 10 - 8 . 

Gt afique el punto de referencia A que tiene coordenadas A(e f , 
y^/ 2 ). Este punto representa el caso para el cual el eje x' coincide 
con el eje x. Por lo tanto, $ = 0 o , figura 10-8. 

Conecte el punto A con el centro C del círculo y determine el ra¬ 
dio R del círculo a partir del triángulo en gris oscuro, de la figura 
10 - 8 . 

Una vez que se ha determinado R, grafique el círculo. 
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Deformaciones principales. 

■ Las deformaciones principales e, y e 2 se determinan a partir del 
círculo como las coordenadas de los puntos By D, que es donde 
y/2 = 0, figura 10-9a. 

La oiientación del plano sobre el que actúa e, puede determinar¬ 
se a partir del círculo al calcular 20 p¡ mediante la trigonometría. 
Aquí» este ángulo resulta tener un sentido antihorario desde la 
línea de referencia radial CA hacia la línea CB, figura 10-9a. Re¬ 
cuerde que la rotación de 0 P¡ debe tener la misma dirección, desde 
el eje de referencia del elemento x hacia el eje x \figura 10-96.* 

Cuando Se indica que e, y e 2 son positivas como en la figura 10-9», 
el elemento de la figura 10-96 se alargará en las direcciones x' y y\ 
como lo muestra la línea discontinua. 

Deformación cortante máxima en el plano. 

La deformación normal promedio y la mitad de la deformación 
cortante máxima en el plano se determinan a partir del círculo 
como las coordenadas del punto Eo F, figura 10-9». 

La orientación del plano sobre el que actúan y ^ y puede 
determinarse con base en el drculo al calcular 20 f¡ mediante la 
trigonometría. Aquí, este ángulo resulta tener un sentido horario 
desde la línea de referencia radial CA hacia la línea CE, figura 
10-9». Recuerde que la rotación de 0 S¡ debe tener esa misma di¬ 
rección, desde el eje de referencia del elemento x hada el eje x', 
figura lQ-9c.* 

Deformaciones en un plano arbitrario. 

Las componentes de las deformaciones normal y cortante y 
para Un plano orientado con un ángulo 0, figura 10-9íf,pueden 
obtenerse con base en el círculo usando la trigonometría a fin de 
determinarlas coordenadas del punto P ,figura 10-9a. 

Para ubicar a P, el ángulo conoddo 0 del eje x' se mide en el drcu¬ 
lo como 20. Esta medición se hace desde la línea de referencia 
radial CA hasta la línea radial CP. Recuerde que las mediciones 
para 2$ en el círculo deben tenerla misma dirección que 0 para el 
eje x\* 

Si se requiere el valor de éste puede determinarse al calcular 
las coordenadas del punto Q en la figura 10-9». La línea CQ está 
a 180° de CP y por lo tanto representa un giro de 90° del eje x'. 


♦Si el eje y/2se construyera como positivo hada arriba, entonces el ángulo 20en 
el drculo se medirla en árección opuesta a la orientación o del plano. 



y' y 



y y' 






id) 

Figura «1-9 

























496 
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EJEMPLO 10.4 


0 <-€ 2 , 0 > 



Ef estado de deformación plana en un punto se representa mediante las 
componentes = 250(10 -6 ), e y = -150(10~ e ) yy^ — 120(10~ 6 ). Determi¬ 
ne las deformaciones principales y la orientación del elemento. 

SOLUCIÓN 

Construcción del círculo. Los ejes e y yfl se establecen en la fi¬ 
gura 10-lQa. Recuerde que el eje y(2 positivo debe estar dirigido hacia 
abajo de manera que las rotaciones del elemento en sentido antihorario 
correspondan a la rotación antihoraria alrededor del círculo, y vicever¬ 
sa. El centro C del círculo está situado sobre el eje e en 


f— 

60 

L 


250 + (-150) 


£prom ---(10r 6 ) = 50(10^) 


Como y xy ¡2 = 60(10“ 6 ), el punto de referendario = 0 o ) tiene las coor¬ 
denadas ^4 (250(10" 6 ), 60(10 -6 )). A partir del triángulo (en gris más Oscu¬ 
ro) de la figura 10- 10a, el radio del círculo es C4; es decir, 


R = [V(250 - 50) 1 + (60) Í ](1Ü _Í> ) = 208.8(10^) 

Deformaciones principales. Las coordenadas e de los puntos B 
y D representan las deformaciones prindpales. Éstas sí 


i son 

ei = (50 + 208.8)(10“ 6 ) = 259(10“ 6 ) 
e 2 = (50 - 208.8 )(10“ 6 ) = -159(10^) 


Resp. 

Resp. 


y> y 



La direodón de la deformadón prindpal positiva «, se define por el 
ángulo 2 $ p en sentido antihorario, medido desde la línea de referenda 
radial CA ($= 0 o ) bacía la línea CB. Se tiene 


tan 20.. = 


60 


\ _- dx 




p ' (250 - 50) 


«i<£r' 


e p , = 8.35° 


Resp. 


0 *> 

Figura 10-10 


Por lo tanto, el lado dx’ del elemento se orienta a 8.35° en sentido an¬ 
tihorario, como se muestra en la figura 10-106. Esto también define la 
dirección de e,. La deformadón del elemento también se muestra en 
la figura. 
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EJEMPLO 10.5 


El estado de deformación plana en un punto se representa mediante las 
componentes e x = 250(10"*), e y = -150(10 -6 ) y -y^ = 120(10 -6 ). Deter¬ 
mine las deformaciones cortantes máximas en el plano y la orientación 
de un elemento. 

SOLUCIÓN 

El círculo se estableció en el ejemplo anterior y se muestra en la figura 
10-1 la. 

Deformación cortante máxima en el plano. La mitad de la 
deformación cortante máxima en el plano y la deformación normal pro¬ 
medio se representan mediante las coordenadas del punto E o /"en el 
círculo. A partir de las coordenadas del punto E, 


( yxy ) nJ ‘- 


cji d plana 


= 208.8(10^) 


<T*y>SS-_ = 418(10 -6 ) 


Resp. 


'piQTn 


= 50(10“*) 



« 00 -*) 


0 = 0 ° 


Para orientar el elemento se puede determinar el ángulo 2$ íf en sen¬ 
tido horario, medido desde CA($ = 0 o ) hasta CE. 


Tntfie 
c efltfpíUiJu 

*prumi — 1 


2 9 Sl = 90° - 2(8.35°) 
B tl = 36.7° 


Resp. 


J(í 0 " 6 ) 

(a) 


-250- 


Figura 10-11 


Este ángulo se muestra en la figura lü-ll¿>. Como la deformación cor¬ 
tante definida a partir del punto E en el círculo tiene un valor positivo 
y la deformación normal promedio también es positiva, estas deforma¬ 
ciones distorsionan el elemento en la forma discontinua que se muestra 
en la figura. 
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EJEMPLO 10.6 



El estado de deformación plana en un punto se representa sobre un ele¬ 
mento con componentes -300(10"*), e y =—100(10“*) yy„— 100(10"*). 
Determine el estado de deformación de un elemento orientado a 20°en 
sentido horario desde esta posición reportada. 

SOLUCIÓN 

Construcción del círcu lo. Los ejes e y y/2 se establecen en la figu¬ 
ra 10- 12a. El centro del círculo está en el eje e en 




c prom 


= ( 300 2 100 ){ 10 ^) « - 200 (HT®) 


El punto de referencia A tiene coordenadas >1(-300(10“®), 50(10“*)). 
*| Por lo tanto, el radio C4 determinado a partir del triángulo en gris 
oscuro es 




ía) 


R = [V(3Q0 - 200) 2 + {50) 2 ]{10“®) = 111.8(10^) 

Deformaciones sobre el elemento inclinado. Como el ele¬ 
mento debe estar orientado a 20“ en sentido horario, se debe establecer 
una línea radial CP, 2(20°) = 40° en sentido horario, medido desde G4 
(<9=0°), figura 1Q-I2a. Las coordenadas del punto P(e^,y^^fl) se obtie¬ 
nen de la geometría del círculo. Observe que 


* ■ -tó») ' m - 57 ”- * ■ 


26.57° = 13.43° 


Así que, 


y y' 



€ X ‘ = -{200 + 111.8 eos 13.43°) (10 -6 ) 
= -309(10“®) 

~Y~ = -{111.8 sen 13.43° ){10“®) 
y t > y -52.0(10-®) 


Resp. 


Resp. 


La deformación normal e y/ puede determinarse a partir de las coor¬ 
denadas del punto Q en el círculo, figura 10-12a, ¿por qué? 


(b) 

Figura 10-12 


= -(200 - 111.8 eos 13.43°)(1Q““) = -91.3(10^) Resp. 

Como resultado de estas deformaciones, el elemento se distorsiona en 
relación con los ejes x' y y‘ r como se muestra en la figura 10- 12b. 
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PROBLEMAS 


D-l. Demuestre que la suma de las deform aciones norma¬ 
les en direcciones perpendiculares es constante. 

10-2, H estado de deformación en el punto tiene compo¬ 
nentes de e f =200(10”*), t y = -300(10'*) y y If = 400(10-*). 
Use las ecuaciones para la transformación de esfuerzos a fin 
<fc determinar las deformaciones equivalentes en el plano de 
un elemento orientado a un ángulo de 30 a en sentido antiho- 
tatio desde la posición original. Gra fique el elemento defor¬ 
mado debido a estas deformaciones en el plano x-y. 



Pmk 10-2 


D-3. Un medidor de deformación se monta sobre el eje 
de acero A-36 con 1 pulg de diámetro, como se muestra en 
la figura. Cuando el eje gira con una velocidad angular de 
ü)=1760 rev/min, la lectura del medidor de deformación es 
de € =800(10'*). Determine la salida de potencia del motor. 
Suponga que el eje sólo está sometido a un par de torsión. 



Pnih. 10-3 


*10-4 El estado de deformación en el punto sobre una llave 
de torsión tiene componentes t x = 120(10-*), c y = -180(10"*) 
y y = 150(10"*). Use las ecuaciones para la transformación 
de deformaciones a fin de determinar (a) Las deformaciones 
principales en el plano y (b) la deformación cortante máxima 
en el plano y la deformación normal promedio. En cada caso 
especifique la orientación del elemento y muestre la forma en 
que las deformaciones distorsionan al elemento en el plano 
x-y. 


10-5. El estado de deformación en el punto sobre el brazo 
tiene componentes = 250(10’*), c y ~ -450(10”*) y y xy ~ 
-825(10"*). Use las ecuaciones para la transformación de 
deformaciones a fin de determinar (a) las deformaciones 
principales en el plano y (b) la deformación cortante máxi¬ 
ma en el plano y la deformación normal promedio. En cada 
caso especifique la orientación del elemento y muestre la 
forma en que las deformaciones distorsionan al elemento 
en el plano x-y. 



SM>. El estado de deformación en el pumo tiene compo- 
nentes =-100(10”*), =400(10"*) y y fr =-300(10”*). Use 
lasecuaciones para la transformación de deformaciones a fin 
de determinar las deformaciones equivalentes en el plano 
sobre un elemento orientado a un ángulo de <¡0 D en sentido 
antihorario desde la posición original. Gra fique el e lemento 
deformado debido a estas deformaciones en el plano x-y. 
l>-7. El estado de deformación en el punto tiene compo¬ 
nentes^ =100(10"*), =300(10"*) y y xf =-150(10”‘)i Use 

lasecuaciones para la transformación de deformaciones a fin 
de determinar las deformaciones equivalentes en el plano 
sobre un elemento orientado a $ =30° en sentido Horario. 
Grafique el elemento deformado debido a estas deforma¬ 
ciones en el plano x-y. 



Prohs. UU,n 
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*10-8. El estado de deformación en el punto de la mén¬ 
sula tiene componentes e T = —300(1CT*), = -650(10"*) y 

y xy = -175(10"*) Use las ecuaciones para la transformación 
de deformaciones a fin de determinar las deformaciones 
equivalentes en el plano sobre un elemento orientado a un 
ángulo de $ = 20° en sentido antihorario a partir de la po¬ 
sición original. Grafique el elemento deformado debido a 
estas deformaciones en el plano x-y. 


10-10. El estado de deformación en el punto de la ménsula 
tiene componentes e x = 400(10"*), e f = -250(10"*) y y = 
310(10"*). Use las ecuaciones para la transformación de de¬ 
formaciones a fin de determinar Las deformaciones equiva¬ 
lentes en el plano sobre un elemento orientado a un ángulo 
de 0 =30° en sentido horario a partir de la posición original. 
Grafique el elemento deformado debido a estas deformacio¬ 
nes en el plano x-y. 




10-9. El estado de deformación en el punto tiene las com¬ 
ponentes de «,=180(10-*), í, =-120(10"*) y y xy =-100(10"*). 
Use las ecuaciones para la transformación de deformaciones 
a fin de determinar (a) las deformaciones principales en el 
plano y (b) la deformación cortante máxima en el plano y 
la deformación normal promedio. En cada caso especifi¬ 
que la orientación del elemento y muestre la forma en que 
las deformaciones distorsionan al elemento en el plano x-y. 



10-11. El estado de deformación en el punto de la mén¬ 
sula tiene componentes e, = -100(10”*), t y = -200(10"*) y 
y = 100(10"*), Use las ecuaciones para la transformación 
de deformaciones a fin de determinar (a) las deformaciones 
principales en el plano y (b) la deformación cortante máxi¬ 
ma en el plano y la deformación normal promedio. En cada 
caso especifique la orientación del elemento y muestre la 
forma en que las deformaciones distorsionan al elemento en 
el plano x-y. 



Proh. 10-9 


Prob. 10-11 
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*10-12. El estado de deformación plana sobre un elemento 
está dado porí jr =500(10r í ) ( ^=300(10"*) y y Xf =-200(10"*). 
Determine el estado equivalente de deformación sobre un 
elemento en el mismo punto orientado a 45° en sentido ho- 
tatio respecto al elemento original. 



de determinar (a) las deformaciones principales en el pla¬ 
no y (b) la deformación cortante máxima en el plano y la 
deformación normal promedio. En cada caso especifique 
la orientación del elemento y muestre la forma en que las 
deformaciones distorsionan al elemento en el plano x-y. 



10-13. El estado de deformación plana sobre un elemento 
es £ x = -300(10"*), í ? = 0yy v = 150(10" 6 ), Determine el 
estado de esfuerzo equivalente que represente (a) las defor¬ 
maciones principales y (b) la deformación cortante máxima 
en el plano y la deformación normal promedio asociada. Es¬ 
pecifique la orientación de los elementos correspondientes 
para estos estados de deformación con respecto al elemento 
original. 





10-14. El estado de deformación en un punto del aguilón 
de una grúa hidráulica para motores tiene las componentes 
de € x =250(10“*), e, =300(10-*) y y = -180(10"*). Use las 
ecuaciones para la transformación de deformaciones a fin 


i*roh. 10-14 

■10-15. Considere el caso general de deformación plana 
donde í,, y y son conocidas. Escriba un programa de 
computadora que pueda usarse para determinar las defor¬ 
maciones normal y cortante, c r y y t ^ sobre el plano de un 
elemento orientado a $ respecto a la horizontal. Además, 
incluya las deformaciones principales y la orientación del ele¬ 
mento, así como la deformación cortante máxima en el pla¬ 
no, la deformación normal promedio y la orientación del 
elemento. 

*10-16. El estado de deformación en el punto de un sopor¬ 
te tiene las componentes de e x = 350(10“*), = 400(10*) y 

y xy = -675(10“*) Use las ecuaciones para la transformación 
de deformaciones a fin de determinar (a) las deformaciones 
principales en el plano y (b) la deformación cortante máxima 
en el plano y la deformación normal promedio. En cada caso 
especifique la orientación del elemento y muestre la forma en 
que las deformaciones distorsionan al elemento en el plano 
x-y. 

•10-17. Resuelva el inciso (a) del problema 104 usando el 
círculo de Mohr. 

10*18. Resuelva el inciso (b) del problema 10-4 usando el 
círculo de Mohr. 

10-19. Resuelva el problema 10-8 usando el círculo de 
Mohr, 

*10-20. Resuelva el problema 10-10 usando el círculo de 
Mohr, 

•10-21. Resuelva el problema 10-14 usando el círculo de 
Mohr. 
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Capítulo 10 transformación de la deformación 




Deformación plana x-y 
(a) 



1 


(b) 

Jiguni 10*13 


Z 



(a) 



*10.4 Deformación cortante 
máxima absoluta 


En la sección 9.5 se señaló que en el caso del esfuerzo plano, el esfuerzo 
cortante máximo absoluto en un elemento de material se producirá fuera 
del plano cuando los esfuerzos principales tengan el mismo signo, es de¬ 
cir, cuando ambos sean de tensión o de compresión. Un resultado similar 
se produce para la deformación plana. Por ejemplo, si las deformaciones 
principales en el plano causan elongaciones, figura 10-13a, entonces los 
tres círculos de Mohr que describen las componentes de las deformaciones 
normal y cortante para los elementos orientados alrededor de los ejes x\ 
y 1 y z' son como se muestran en la figura 10-136. Por inspección, el círculo 
más grande tiene un radio R = /2. Por lo tanto, 


= ei 

¿i y tienen el mismo signo 


(10-14) 


Este valor proporciona la deformación cortante máxima absoluta para el 
material. Observe que es mayor que la deformación cortante máxima en 
el plano, que es (y ^)^,=~€ r 

Considere ahora el caso en que una de las deformaciones principales en 
el plano es de signo contrario a la otra deformación principal en el plano, de 
manera que e, causa elongación y e 2 ocasiona contracción, figura 10-14a. Los 
círculos de Mohr, que describen las deformaciones en cada orientación del 
elemento respecto a los ejes x',y',z'. Se muestran en la figura 10-146. Aquí 


>5**“ (Tty)a? pl ''" 1 ~ € i ~ e í 

£i y £i tienen signos opuestos 


(10-15) 


Por lo tanto, es posible resumir los dos casos anteriores de la siguiente ma¬ 
nera. Si las dos deformaciones principales en el plano tienen el mismo sig¬ 
no, la deformación cortante máxima absoluta se producirá fuera de plano 
y tendrá un valor de y ¡j* = Sin embargo, si las deformaciones princi¬ 

pales en el plano son de signos opuestos , entonces la deformación cortante 
máxima absoluta es igual a la deformación cortante máxima en el plano. 


Puntos Importantes 


La deformación cortante máxima absoluta será mayor que la defor¬ 
mación cortante máxima en el plano siempre que las deformaciones 
principales en el plano tengan el mismo signo. Cuando esto ocurre, 
la deformación cortante máxima absoluta actúa fuera del plano. 

- Si las deformaciones principales en e I pl ano son de signos opuestos, 
entonces la deformación cortante máxima absoluta será igual a la 
deformación cortante máxima en el plano. 
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EJEMPLO 10.7 


El estado de deformación plana en un punto está representado por 
las componentes de deformación = -400(10“*), e y = 200(10“*), y = 
150(10“*). Determine la deformación cortante máxima en el plano y la 
deformación cortante máxima absoluta. 





Figura 10-15 

SOLUCIÓN 

Deformación cortante máxima en el plano. Este problema se 
resolverá usando el círculo de Mohr. A partir de las componentes de 
deformación, el centro del círculo está sobre el eje e en 

-400 + 200 


cprom 


( 10 “*) = - 100 ( 10 ^) 


Como y y/2 = 75(10“*), el punto de referencia A tiene coordenadas 
(-400(10“*), 75(10“*)). Por lo tanto, como se muestra en la figura 10-15, 
el radio del círculo es 

R = [ V(400 - 100) 2 + (75) 2 ](10“*) = 309(10^) 

Si se calculan las deformaciones principales en el plano con base en el 
círculo, se tiene 

éj = (-100 + 309)(10“*) = 209(10“*) 

e 2 = (-100 - 309)(10“ 6 ) = -409(10“*) 

Además, la deformación cortante máxima en el plano es 

y^= P<>9 - (-409)](10“*) = 618(10“*) Resp. 

Deformación cortante máxima absoluta. De los resultados 
anteriores se tiene e, = 209(10“*), e 2 = -409(10“*). Además, en la figura 
10-15 se muestran los tres círculos de Mohr graficados para orientacio¬ 
nes del elemento sobre cada uno de los ejes x, y, z. Se puede observar 
que las deformaciones principales en el plano tienen signos opuestos y 
la deformación cortante máxima en el plano también es la deformación 
cortante máxima absoluta; es decir, 

y mi, = 618(10“*) Resp. 
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Capítulo 10 Tüansfqrmación de la deformación 



a 

Rósela de deformación a 45 s 


m 



a 


Roseta de deformación a 60° 
(c) 

%Lir« 10*16 



Roseta de deformación de resistencia eléc¬ 
trica típica, con una disposición a 45°. 


10.5 Rosetas de deformación 

Cuando se realiza una prueba de tensión sobre una probeta como se ana¬ 
lizó en la sección 3.1, la deformación normal en el material se mide utili¬ 
zando un medidor de deformación de resistencia eléctrica, que consiste en 
una malla de alambre o un pedazo de hoja metálica pegado a la probeta. 
Sin embargo, para una carga general sobre un cuerpo las deformaciones 
en un punto sobre su superficie libre se determinan mediante un conjunto 
de tres medidores de deformación de resistencia eléctrica, dispuestas en 
un patrón específico. Este patrón se conoce como roseta de deformación , 
y una vez que se miden las deformaciones normales en los tres medidores, 
tos datos pueden transformarse para especificar el estado de deformación 
en el punto. Como estas deformaciones se miden sólo en el plano de los 
medidores, y puesto que el cuerpo está libre de esfuerzo en su superficie, 
los medidores pueden someterse a esfuerzo plano, pero no a deformación 
plana. A pesar de que la deformación normal de la superficie no se mide, 
observe que el desplazamiento fuera del plano causado por esta deforma¬ 
ción no afectará las mediciones de los medidores en el plano. 

En el caso general, los ejes de los tres medidores están dispuestos con 
los ángulos $ a , $ b , $ c que se muestran en la figura 10- 16a. Si se toman las 
lecturas e a , e b , e c , es posible determinar las componentes de deformación 
e,, en el punto, aplicando la ecuación 10-2 para la transformación de 

la deformación en cada medidor. Se tiene 

e a = e x eos 1 0 a + € y sen 1 8 C + y xy sen 8 a eos 8 a 

¿i, = e x eos 2 8 b + £ y sen 1 8 b + y xy sen 8 b eos 8 b (10-16) 

e c = e x eos 2 8 C + sen 2 8 C + y xy sen 8 ( eos B c 

Los valores de e y , y se determinan al resolver estas tres ecuaciones de 

manera simultánea. 

Las rosetas de deformación se disponen a menudo en patrones de 45° O 
60°. En el caso de los 45° o de la roseta de deformación “rectangular” que 
se muestra en la figura 1Q-16&, $ a = 0°, 8 b = 45°, $ c = 90°, por lo que a partir 
de la ecuación 10-16 se obtiene 

e x = 

£y = £ C 

yxy “ + £ f ) 

Y para la roseta de transformación a 60° mostrada en la figura 10-l6c, 
$ a = 0°, $ b = 60°, $ c = 120°. Aquí, la ecuación 10-16 da 

£y = |{2e s + 2e c - e„) (10-17) 

yxy ~ ( e ¿> _ e c) 

Una vez que se determinan e it e y y y , pueden usarse las ecuaciones de 
transformación de la sección 10.2 o un círculo de Mohr para obtener las 
deformaciones principales en el plano y la deformación cortante máxima 
en el plano para el punto. 
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EJEMPLO 10.8 


El estado de deformación en el punto A sobre la ménsula de la figura 
10-17a se mide mediante la roseta de deformación mostrada en la figu¬ 
ra 10-17&. Debido a las cargas, las lecturas de los medidores dan e g = 
60 (ÍCT 6 ), € b = 135(ir 6 ) y e c = 264(10“*). Determine las deformaciones 
principales en el plano para el punto y las direcciones en las que actúan. 

SOLUCIÓN 

Para encontrar la solución se utilizarán las ecuaciones 10-16. Al estable¬ 
cer un eje x como el mostrado en la figura 10-17^ y al medir los ángulos 
en sentido antihorario desde el eje -he hacia las líneas de centro de cada 
medidor, se tiene 0 a = 0 o , $ b = 60° y $ c = 120°. Si se sustituyen estos resul¬ 
tados junto con los datos del problema en las ecuaciones, resulta 

60(10“*) = e* eos 2 0 ° + e,sen 2 0 ° + y xy sen 0 D eos 0 D 



= e. 


( 1 ) 


135(10“*) = e* eos 2 60° + e, sen 1 60° + y xy sen 60° eos 60° 

- 0.25c* + 0.75c, + 0.433?*, (2) 

264(10“*) = e* cosí 120° + c, sen 2 120° + ?*, sen 120° eos 120° 

= 0.25e* + 0.75c, - 0.433?*, (3) 

Si se usa la ecuación 1 y se resuelven simultáneamente las ecuaciones 
2 y 3, se obtiene 

c* = 60(10“*) e, = 246(10“*) ?*, = -149(10^*) 

Estos mismos resultados también pueden obtenerse de manera más di- \i\5j 
recta a partir de la ecuación 10-17. 

Las deformaciones principales en el plano pueden determinarse me¬ 
diante el círculo de Mohr. El punto de referencia Sobre el círculo está 
en j 4[6Q(1Q“*), -74.5(10“*)] y el centro del círculo, C, está sobre el eje 
c en Cj^ = 153(10“*), figura 10-17c. A partir del triángulo gris oscuro, 
el radio es 2 



(b) 



«{ 10 -*) 


R = [V(153 - 60) 2 + (74.5) 2 ](10“*) = 119.1(10^*) 
Por lo tanto, las deformaciones principales en el plano SOn 
c, = 153(10“*) + 119.1(10“*) = 272(10“*) 
c 2 = 153(10“*) - 119.1(10“*) = 33.9(10“*) 
74.5 


(O 


= tan ' (153 - 60) 
9= 19.3° 


= 38.7° 


Resp. 

Resp. 


Resp. 


NOTA: El elemento deformado se muestra con la línea discontinua 
de la figura 10-17<tf. Observe que, debido al efecto de Poisson, el ele¬ 
mento también se somete a una deformación fuera del plano, es decir, 
en la dirección z, aunque este valor no tendrá influencia en los resulta¬ 
dos calculados. 
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Capítulo 10 Transformación de la deformación 


PROBLEMAS 


16-22. La deformación en el punto A sobre la ménsu¬ 
la tiene componentes t x = 300(10"*), e y =550(10”*) y y xy = 
-650(10”*). Determine (a) las deformaciones principales en 
A sobre el plano x-y, (b) la deformación cortante máxima en 
el plano x-y y (c) la deformación cortante máxima absoluta. 


*10-24. La deformación en el punto A sobre la pared del 
recipiente a presión tiene componentes =480(10"*), e y = 
720(10“*) y =650(10”*) Determine (a) las deformaciones 
principales en A sobre el plano x-y, (b) la deformación cor¬ 
tante máxima en el plano x-y y (c) la deformación cortante 
máxima absoluta. 



16-23. La deformación en el punto A sobre la pata del 
ángulo tiene componentes = -140(10"*), e y = 180(10"*) y 
y xy = -125(10"*). Determine (a) las deformaciones princi¬ 
pales en A sobre el plano x-y, (b) la deformación cortante 
máxima en el plano x-y y (c) la deformación cortante máxi¬ 
ma absoluta. 


y 



Prnk 10-24 


•16-25. La roseta de deformación a 60 a está montada so¬ 
bre la ménsula. Se obtienen las siguientes lecturas para cada 
medidor: = -100(10"*), €„ =250(10"*) y t, = 150(1 CT*). 
Determine (a) las deformaciones principales y (b) la defor¬ 
mación cortante máxima en el plano y la deformación nor¬ 
mal promedio asociada. En cada caso muestre el elemento 
distorsionado debido a estas deformaciones. 



Pt«b. 10-23 


Pmh. 10-25 
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10-26. La roseta de deformación a 60 : está montada sobre 
una viga. Se obtienen las siguientes lecturas para cada medi¬ 
dor: í(t =200(10-*), c„ = -450(10-*) y e ( =250(10**). Deter¬ 
mine (a) las deformaciones principales en el plano y (b) la 
deformación cortante máxima en el plano y la deformación 
normal promedio. En cada caso muestre el elemento distor¬ 
sionado debido a estas deformaciones. 


*10-28. La roseta de deformacióna 45° está montada sobre 
el brazo de una retroexcavadora. Se obtienen las siguientes 
lecturas para cada medidor: t g =650(10"*), =-300(10-*) y 

€ c =480(10"*). Determine (a) las deformaciones principales 
en el plano y (b) la deformación cortante máxima en el pla¬ 
no y la deformación normal promedio asociada. 



¡»roh, 10-28 


l'roh. 10*26 


10-27. La roseta de deformación a 45° está montada sobre 
un eje de acero. Se obtienen las siguientes lecturas para cada 
medidor: =300(10"*), = -250(10-*) y t c = -450(1(T‘). 

Determine (a) las deformaciones principales en el plano y 
(b) la deformación cortante máxima en el plano y la defor¬ 
mación normal promedio. En cada caso muestre el elemento 
distorsionado debido a estas deformaciones. 



D-29. Considere la orientación general de tres medidores 
de deformación en un punto, como se muestra en La figu¬ 
ra. Escriba un programa de computadora que pueda usarse 
para determinar las deformaciones principales en el plano y 
la deformación cortante máxima en el plano para el punto. 
Muestre una aplicación del programa empleando los valores 
= 40°, t a = 160(10-*), e b = 125°, = 100(10-*), 

6 e = 220°, c e = 80(10“*). 



l’rob. 10-27 


Prob, 10-29 
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Capítulo 10 Transformación de la deformación 


10.6 Relaciones entre las propiedades 
del material 

En esta sección se presentarán algunas relaciones importantes que invo¬ 
lucran a las propiedades de un material, las cuales se usan cuando el ma¬ 
terial está sometido a esfuerzo y deformación multiaxiales. Para ello, se 
supondrá que el material es homogéneo e isotrópico, y que se comporta 
de forma elástico lineal. 

Generalización de la ley de Hooke. Si el material se somete en 
un punto a un estado de esfuerzo triaxial, <r y , <r z . Figura 10- 18o, se de¬ 
sarrollarán deformaciones normales asociadas e x , e y , e_. Los esfuerzos pue¬ 
den relacionarse con estas deformaciones usando el principio de superpo¬ 
sición, la razón de Poisson, g^ = —y g^ y la ley de Hooke aplicada en la 
dirección uniaxial, e = cr/E. Por ejemplo, considere la deformación normal 
del elemento en la dirección.*, causada por la aplicación independiente de 
cada esfuerzo normal. Cuando se aplica figura 10-18&, el elemento se 
alarga en la dirección x y la deformación g^ es 



La aplicación de <T V hace que el elemento se contraiga con una deforma¬ 
ción g", figura 10-18c. Aquí 


e JC 



Del mismo modo, la aplicación de £r_, figura 10-lSrf,causa una contracción 
de modo que 



Figura 10-18 
























10.ó Relaciones entre las propiedades del material 


509 


Cuando estas tres deformaciones normales se superponen, es posible 
determinar la deformación normal para el estado de esfuerzo que se 
muestra en la figura 10-18a. También pueden desarrollarse ecuaciones si¬ 
milares para las deformaciones normales en las direcciones y y z. Los re¬ 
sultados finales se puede escribir como 



(10-18) 


Estas tres ecuaciones expresan la ley de Hooke en una forma gene¬ 
ral para un estado de esfuerzo triaxial. En las aplicaciones, el esfuerzo de 
tensión se considera positivo y el de compresión es negativo. Si una de¬ 
formación normal resultante es positiva, indica que el material se alarga, 
mientras que una deformación normal negativa significa que el material se 
contrae. 

Si ahora se aplica un esfuerzo cortante r iy al elemento de la figura 
10-19o, las observaciones experimentales indican que el material se defor¬ 
ma sólo debido a una deformación cortante y ; es decir, r no ocasionará 
otras deformaciones en el material. Del mismo modo, t yi y sólo cau¬ 
sarán deformaciones angulares y y y^, figuras 1G-19¿> y 10-19c, y así la 
ley de Hooke para el esfuerzo cortante y la deformación cortante puede 
escribirse como 


1 

1 

1 

7xy = qTx? 

10 

11 

7xz ~ 


(10-19) 





Figura HI-19 
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Capítulo 10 Transformación de la deformación 



y 





Relación que involucra a E, v y G. En la sección 3.7 se estableció 
que el módulo de elasticidad E se relaciona con el módulo de cortante G 
en la ecuación 3-11, a saber, 


G = 


E 

2(1 + p) 


( 10 - 20 ) 


Una forma de obtener esta relación es considerar un elemento del ma¬ 
terial que estará sometido a cortante puro {<r x = a y = a z = 0), figura 10.20a. 
Al aplicarla ecuación 9-5 para obtener los esfuerzos principales se obtiene 
y <T mfa =—r . Este elemento debe estar orientado con $ p¡ = 45° en 
sentido antihorario desde el eje*, como se muestra en la figura 10-20¿. Si 
los tres esfuerzos principales cr^ = t iy , = 0 y tr^ = —r se sustituyen 
en la primera de las ecuaciones 10-18, la deformación principa] puede 
relacionarse con el esfuerzo cortante r . El resultado es 

«-fe = “{I + v) (10-21) 


Esta deformación, que distorsiona el elemento a lo largo del eje *', tam¬ 
bién puede relacionarse con la deformación cortante y . Para ello, prime¬ 
ro observe que como a x = <r y = <t z = 0, entonces a partir de la primera y 
segunda de las ecuaciones 10-18, € x = € y = 0. Al sustituir estos resultados en 
la ecuación 10-9 para la transformación de la deformación, se obtiene 

_ Jxy 

ei ~ emáx ~ j 


l-lgnru 10*20 




Por la ley de Hooke, y = r /G, de modo que = t ¡1G. Al sustituir 

en la ecuación 10-21 y al reordenar los términos se obtiene el resultado 
final, a saber, la ecuación 10-20. 

Dilatación y módulo de volumen. Cuando un material elástico 
se somete a esfuerzo normal, su volumen cambiará. Por ejemplo, conside¬ 
re un elemento de volumen que está sometido a los esfuerzos principales 
(jj <r yt <7 i . Si los lados del elemento son originalmente dx, dy, dz, figura 
10-21 a, entonces después de la aplicación del esfuerzo se convierten en 
(1 + e / )dx, (1 + € y ) dy , (1 + e,) dz , figura 1Q-21&. Por lo tanto, el cambio de 
volumen en el elemento es 



ffigtint 10-2 J 


SV = (1 + eje){l + Cy)(l + e^dx dy dz ■ dxdydz 

Si no se toman en cuenta los productos de las deformaciones debido a que 
éstas son muy pequeñas. Se tiene 

5V = (e* + + e,) dx dy dz 

El cambio de volumen por unidad de volumen se conoce como la “de¬ 
formación volumétrica” o dilatación e. Ésta puede escribirse como 

SV 

e — ~ c x + €y + € t (10-22) 

En comparación, las deformaciones cortantes no modificarán el volumen 
del elemento, sino que sólo cambiará su forma rectangular. 
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Además, si se usa la ley de Hooke de acuerdo con la definición dada por 
la ecuación 10-18, es posible escribir la dilatación en función del esfuerzo 
aplicado. Se tiene 

1 - 2v 

e = —-—(er* + c y + a t ) (10-23) 

£ 

Cuando un elemento de volumen del material se somete a la presión 
uniforme p de un líquido, la presión sobre el cuerpo es igual en todas direc¬ 
ciones y siempre es normal a cualquier superficie sobre la que actúa. Los 
esfuerzos cortantes no están presentes, ya que la resistencia al cortante de un 
líquido es cero. Este estado de carga “hidrostátka" requiere que los esfuer¬ 
zos normales sean iguales en todas las direcciones, y por lo tanto un elemen¬ 
to del cuerpo está sometido a esfuerzos principales <J X =cr y =o L = -p, figura 
10-22. Al sustituir en la ecuación 10-23 y al reordenar términos se obtiene 


p _ E 

7 " 3(1 - 2v) 


(10-24) 


Como esta proporción es semejante ala relación del esfuerzo lineal elás¬ 
tico sobre la deformación, que define a E, es decir, o/e~E, el téiminodela 
derecha se IIama módulo de elasticidad del volumen o módulo de volumen. 
Tiene las mismas unidades que el esfuerzo y se simbolizará mediante la 
letra k, es decir, 

(10-25) 



Tenga en cuenta que para la mayoría de los metales v ~ jde modo que 
k « E. Si existe algún material que no cambie su volumen entonces 81/ = 
e = 0, y k tendría que ser infinita. Por lo tanto, a partir de la ecuación 
10-25, el valor teórico máximo para la Tazón de Poísson es v =0.5. Durante 
la cedencia, no se observa un cambio real en el volumen del material, por 
lo que cuando se produce cedencia plástica debe emplearse v = 0.5. 


Puntos importantes 


• Cuando un material isotrópico homogéneo se somete a un es¬ 
tado de esfuerzo triaxial, la deformación en cada dirección está 
influenciada por las deformaciones producidas por todos los es¬ 
fuerzos. Éste es el resultado del efecto de Poisson, y de aquí se 
obtiene una forma generalizada de la ley de Hooke. 

* A diferencia del esfuerzo normal, un esfuerzo cortante aplicado 
a un material isotrópico homogéneo sólo produce una deforma¬ 
ción cortante en el mismo plano. 

Las constantes E,Gyv del material están matemáticamente re¬ 
lacionadas. 

La dilatación o deformación volumétrica se produce sólo por la 
deformación normal, no por la deformación cortante. 

El módulo de volumen es una medida déla rigidez de un volumen 
de material. Esta propiedad del material representa un límite su¬ 
perior para la razón de Poisson de v = 0.5, la cual se mantiene en 
este valor cuando ocurre cedencia plástica. 


<r t =P 



Uguni 10-22 


10 
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Capítulo 10 Transformación de la deformación 


EJEMPLO 


10.9 


La ménsula del ejemplo 10-8, figura 10-23a, está hecha de acero para el 
cual = 200 GPa y = 0.3. Determine los esfuerzos principales en 
el punto A. 



(a) 

Figura 10*23 


SOLUCIÓN I 

En el ejemplo 10.8, las deformaciones principales se determinaron 
como 

f! = 272(10^*) 
e 2 = 33.9(10^) 


Como el punto A está sobre la superficie de la ménsula para la cual no 
hay carga, el esfuerzo sobre la superficie es cero, por lo que el punto A 
está sometido a esfuerzo plano. Al aplicar la ley de Hooke con tr 3 = 0, 
se tiene 


= 272(10-*) 

54.4(10*) 

f2= £ "I™ 33 ' 9 Í 10 " 6 ) 

6.78(10*) 


<ri _ 0.3 

“ 200 ( 10 9 ) 200 ( 10 *)^ 

= íTj “ 0.3cr 2 

_ _ 0.3 

200(10 9 ) 200{10 9 ) <Tl 

= <Ti - 0.3(Ji 


( 1 ) 

( 2 ) 


Al resolver de manera simultánea las ecuaciones 1 y 2, se obtiene 


cri = 62.0 MPa Resp. 

<7% = 25.4 MPa Resp. 
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<b) 


P^iir» 10-23 (ccint.) 

SOLUCIÓN II 

El problema también puede resolverse usando el estado de deforma' 
ción dado, 

e x = 60(10 -6 ) e y = 246(10“*) y xy = -149(10“*) 


tal como se especifica en el ejemplo 10.8. Al aplicar la ley de Hooke en 
el plano x-y, se tiene 

<t x v a x 

* X ~~E~ E* 7 *' ^ ” 200(10*) Pa 200(10*) Pa 

É> “ ~E " E ax ' 246 ^ 10 ) “ 200(10*) Pa ~~ 200(10 9 ) Pa 

<j x = 29.4 MPa <r y = 58.0 MPa 

El esfuerzo cortante se determina mediante la ley de Hooke para cor¬ 
tante. Sin embargo, primero es necesario calcular G. 


G = 


E 

2(1 + v) 


200 GPa 
2(1 + 0.3) 


= 76.9 GPa 


Por lo tanto, 

T X y = Gy xy \ T X y = 76.9(10*)[-149(10“*)] = -11.46 MPa 


El círculo de Mohr para este estado de esfuerzo plano tiene un punto 
de referencia A(29.4 MPa, —11.46 MPa) y centro en «r m = 43.7 MPa, 
figura I0-23&. El radio se determina a partir del triángulo gris oscuro, 

R = V{43.7~29.4) 1 + (11.46) 2 = 18.3 MPa 

Por lo tanto, 

<Ti = 43.7 MPa + 18.3 MPa = 62.0 MPa Resp. 

<r 2 = 43.7 MPa — 18.3 MPa = 25.4 MPa Resp. 


NOTA: Cada una de estas soluciones es válida siempre que el mate¬ 
rial sea elástico lineal e isotrópico, puesto que en ese caso los planos 
principales de esfuerzo y deformación coinciden. 
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Capítulo 10 Transformación de la deformación 


EJEMPLO 


10.10 


La barra de cobre que se muestra en la figura 10-24 está sometida a una 
carga uniforme a lo largo de sus bordes. Si tiene una longitud a = 300 
mm, una anchura ¿>=50 mm y un grosorf=20 mm antes de que la caiga 
se aplique, determine su nueva longitud, anchura y grosor después de la 
aplicación de la carga. Considere = 120 GPa, v c[| = 0.34. 


800 MPa 


500 MPa 

H^uru 10-24 

SOLUCIÓN 

Por inspección, la barra está sometida a un estado de esfuerzo piano. 
A partir de la carga se tiene 

<r x ~ 800 MPa <r y = -500 MPa = 0 <r z = 0 

Las deformaciones normales asociadas se determinan a partir de la ley 
de Hooke generalizada, ecuación 10-18; es decir, 



e „ = 


O"* V 

-I - + 

800 MPa 


0.34 


120(10*) MPa 120(10*) MPa 


€ v = 


i - i + 

-500 MPa 


0.34 


120(10*) MPa 120(10*) MPa 


(-500 MPa + 0) - 0.00808 


(800 MPa + 0) = -0.00643 


e, = 




= 0 - 


0.34 


120(10*) MPa 


(800 MPa - 500 MPa) = -0000850 


Por lo tanto, la nueva longitud, la nueva anchura y el nuevo grosor de 
la barra son 


a' = 300 mm + 0.00808(300 mm) = 302.4 mm Resp. 

b' = 50 mm + (—0.00643)(50 mm) = 49.68 mm Resp. 
t' = 20 mm + (-0.000850)(20 mm) = 19.98 mm Resp. 
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EJEMPLO 10.11 


Si el bloque rectangular que se muestra en la figura 10-25 se somete a 
una presión uniforme de p = 20 psi, determine la dilatación y el cambio 
de longitud en cada lado. Considere E = 600 psi, v = 0.45. 



SOLUCIÓN 

Dilatación. La dilatación puede determinarse mediante la ecuación 
10-23 con tj* = = cr_ = -20 psi. Se tiene 


1 - 2 *, 

e = - (<r x +<r y + a- t ) 

í- 2(0.45) rí 

= -0.01 pulg 3 /pulg 3 


Resp. 


Cambio en la Ion g itud . La deformación normal en cada lado pue¬ 
de determinarse a partir de la ley de Hooke, ecuación 10-18; es decir, 


e = — [<r x - v{<r y + <r z )] 


= . [-20 psi - {0.45){ -20 psi - 20 psi)] = -0.00333 pulg/pulg 

6UÜ psi 

Así, el cambio en la longitud de cada lado es 

8a = -0.00333(4 pulg) = -0.0133 pulg Resp. 

8b = -000333(2 pulg) = -0.00667 pulg Resp. 

8c = -000333(3 pulg) = -0.0100 pulg Resp. 

Los signos negativos indican que cada una de las dimensiones se re¬ 
duce. 
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PROBLEMAS 


H>-30. Para el caso del esfuerzo plano, muestre que la ley 
de Hooke puede escribirse como 

" (T^j (< ' + "' )l ' ''' <T?7) + 

10-31. Use la ley de Hooke, ecuación 10-18, a fin de desa¬ 
rrollar las ecuaciones para la transformación de deformacio¬ 
nes, ecuaciones 10-5 y 10-6, con base en las ecuaciones de 
transformación del esfuerzo, ecuaciones 9-1 y 9-2. 

*10-32. Una barra de aleación de cobre se carga en una 
máquina de tensión y si se determina que e T = 940(10" 6 ) y 
o-,=14 ksi, < 7 y =0, <r ¡ =0. Determine el módulo de elastici¬ 
dad E^y la dilatación e (11 del cobre. v (u =0.35. 

*10-33. Las deformaciones principales en un punto sobre 
el fuselaje de aluminio de un avión de propulsión son = 
780(10“ 4 ) y 1 2 =4Q0(10~‘). Determine los esfuerzos principa¬ 
les asociados en el punto ubicados en el mismo plano. E¿ = 
10(10 3 ) ksi, =033. Sugerencia: Vea el problema 10-30. 
D-34. La varilla está fabricada de aluminio 2014-T6. Si está 
sometida a la carga de tensión de 700 N y tiene un diámetro 
de 20 mm, determine la deformación cortante máxima abso¬ 
luta en la varilla en un punto sobre su superficie. 

10-35. La varilla está fabricada de aluminio 2014-T6. Si 
está sometida a la carga de tensión de 700 N y tiene un diá¬ 
metro de 20 mm, determine las deformaciones principales 
en un punto sobre la superficie de la varilla. 



Prolus. 10-34/35 


10-37. Determ ine el módulo de volumen para cada uno de 
los siguientes materiales: (a) goma, E r =0.4 ksi, v r = 0.48 y 
(b) Vidrio, £ g =8(10 3 ) ksi, v s = 0.24. 

1038. En la figura se muestran los esfuerzos principales en 
un punto. Si el material es acero A-36, determine las defor¬ 
maciones principales. 


12 ksi 



1039. El recipiente esférico a presión tiene un diámetro 
interior de 2 m y un grosor de 10 mm. A éste se encuentra 
unido un medidor de deformación que tiene una longitud de 
20 mm, y se observa un aumento de longitud de 0.012 mm 
cuando el recipiente está bajo presión. Determine la presión 
que causa esta deformación y encuentre el esfuerzo cortante 
máximo en el plano, así como el esfuerzo cortante máximo 
absoluto en un punto sobre la superficie exterior del recipien¬ 
te. El material es acero, para el cual E^ = 200 GPa y = 
0.3. 


*1036. El eje de acero tiene un radio de 15 mm. Deter¬ 
mine el par de torsión T en el eje si los dos medidores de 
deformación, unidos a la superficie del eje, reportan defor¬ 
maciones de «j,=-80(10 -í ) y íy =80(10' 4 ). Además, calcule 
las deformaciones que actúan en las direcciones x y y. E M = 
200 GPa, v„=0.3. 




20 mm 


Ptcib. 10-36 


Proh. 10-39 
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*1040. Se mide La deformación en La dirección* en el punto 
A sobre La viga de acero y se encuentra que e x =-100(10'®). 
Determine La carga aplicada P, ¿Cuál es la deformación cor¬ 
tante y Xf en ei punto AÍE^ =29(10*) ksi, =0.3. 

¿| U |4 p J=0i p u | 6 

«"■ÍÍSSjSi 

6pulg 

3 pulg 

i 


k-3] 


-4 píes- 


di 


-7pies- 


i’roh. 1040 


•1041. La sección transversal de la viga rectangular está 
sometida al momento ftexionante M. Determine una expre¬ 
sión para el aumento de la longitud de las lineas AB y CD. 
El material tiene un módulo de elasticidad Ey una razón de 
Poisson v. 



1042, En la figura se muestran los esfuerzos principales en 
un punto. Si el material es de aluminio para el cual E^ = 
10(10*) ksi y = 033, determine las deformaciones prin¬ 
cipales. 

26 ksi 



1043. Un solo medidor de deformación, colocado sobre la 
superficie externa con un ángulo de 30 ü respecto al eje del 
tubo, da una lectura en el punto A <k c g = -200(10' 6 ). De¬ 
termine la fuerza horizontal P si el tubo tiene un diámetro 
exterior de 2 pulg y un diámetro interior de 1 pulg. El tubo 
está fabricado de acero A-36. 

*1044, Un solo medidor de deformación, colocado en el 
plano vertical sobre la superficie externa con un ángulo de 
30“ respecto al eje del tubo, da una lectura en el punto A 
det 9 =-200(10'*). Determine las deformaciones principales 
en el punto A del tubo. Éste tiene un diámetro exterior de 
2 pulg y un diámetro interior de 1 pulg, y está fabricado 
de acero A-36. 



1045. El recipiente cilindrico a presión se fabrica usando 
tapas semiesféricas en los extremos a fin de reducir el esfuer¬ 
zo ftexionante que se producirla al utilizar tapas planas. Los 
esfuerzos flexionantes en las costuras, donde las tapas están 
unidas, pueden eliminarse mediante la adecuada elección 
del grosor y t e de las tapas y el cilindro, respectivamente. 
Esto requiere que la expansión radial sea igual para las dos 
semiesferas y el cilindro. Muestre que esta relación es tjt h = 
(2 - v)/(l - v). Suponga que el recipiente está fabricado del 
mismo material y que tanto el cilindro como las semiesferas 
tienen el mismo radio interior. Si el cilindro debe tener un 
grosor de 0.5 pulg. ¿Cuál es el grosor requerido de las se¬ 
miesferas? Considere v =0.3. 


h 



Prut». 1042 


Pruli. 1045 
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1046. Las deformaciones principales en un plano, me¬ 
didas experimentalmente en un punto sobre el fuselaje de 
aluminio de un avión a propulsión, son c, = 630(10"*) y 
t 2 =350(10" 6 ). Si éste es un caso de esfuerzo plano, determi¬ 
ne los esfuerzos principales asociados en el punto del mismo 
plano. E a =10(10^) ksiy v aJ = 0.33. 

W47. En la figura se muestran las deformaciones princi¬ 
pales en un punto. Si el material es aluminio para el cual 
£j = 10(10*) ksi y = 0.33, determine las deformaciones 
principales. 


3k$i 



*10-48. La placa de aluminio 6061-T6 se inserta de mane¬ 
ra ajustada en una oquedad rígida. Determine los esfuerzos 
normales <r x y <r y desarrollados en la placa si la temperatura 
se incrementa en A T = 50°C. Para resolver este problema, 
agregue la deformación térmica aAT a las ecuaciones de la 
ley de Hooke. 


•10-49. En un inicio, los espacios entre la placa de acero 
A-36y la oquedad rígida son los mostrados en la figura. De¬ 
termine los esfuerzos normales <r x y <r y desarrollados en la 
placa si la temperatura se incrementa en AT ■ 100°F. Para 
resolver este problema, agregue la deformación térmica 
aAT a las ecuaciones de la ley de Hooke. 



Prnb. 10-49 

10-50. Dos medidores de deformación ay b están unidos 
a una placa fabricada de un material que tiene un módulo 
de elasticidad de E = 70 GPa y una razón de Poisson v - 
035. Si los medidores dan una lectura de = 450(10"*) y 
=100(10"*), determine las intensidades de las cargas uni¬ 
formemente distribuidas w x y w y que actúan sobre la placa. 
El grosor de la placa es de 25 mm. 

10-51. Dos medidores de deformación a y b están unidos a la 
superficie de una placa que se encuentra sometida a las car¬ 
gas uniformemente distribuidas w x -700 kN/m y w y = -175 
kN/m. Si los medidores dan una lectura de =450(10"*) y 
=100(10"*), determine el modulo de elasticidad £,el mó¬ 
dulo de cortante Gy la razón de Poisson vpara el material. 



Pt«bw 1048 


Frob*. 10-50/51 
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*10-52. El bloque se ajusta entre los soportes fijos. Si la 
junta pegada puede resistir un esfuerzo cortante máximo 
de T pj7n =2 ksi, determine el aumento de temperatura que 
ocasionará una falla en la junta. Considere E = 10(10') k$i, 
v = 0.2. Sugerencia: Use la ecuación 10-18 con un término 
adicional de deformación aAT (ecuación 4-4). 



Fruh. 10-52 


•10-53. La cavidad lisa y rígida se llena con aluminio 6061- 
T6 en estado líquido. Al enfriarse, queda a 0,012 pulg de la 
parte superior de la cavidad. Si ésta se cubre y la tempera¬ 
tura se incrementa en 200 Ü F, determine las componentes de 
esfuerzo <r f , <r y y <r ¡ en el alumi nio. Sugerencia :Use las ecua¬ 
ciones 10-18 con un término adicional de deformación aAT 
(ecuación 44). 

10-54. La cavidad lisa y rígida se llena con aluminio 6061- 
T6 en estado líquido. Al enfriarse, queda a 0.012 pulg de la 
parte superior de la cavidad. Si ésta no se encuentra cubierta 
y la temperatura se incrementa en 200°F, determine las com¬ 
ponentes de deformación e xi c y y c : enel aluminio. ingeren¬ 
cia- Use las ecuaciones 10-18 con un término adicional de 
deformación aAT (ecuación 44), 


z 



10-55. Un recipiente esférico a presión con pared delgada, 
el cual tiene un radio interior r y un grosor (, está sometido a 
una presión interior p. Demuestre que el aumento de volu¬ 
men dentro del recipiente es AV={2pur A fEt){l - v). Use un 
análisis de deformaciones pequeñas. 


♦10-56» Un recipiente cilindrico a presión con pared delg a- 
da tiene un radio interior r, un grosor t y una longitud L. Si se 
somete a una presión interna/», demuestre que el aumento de 
su radio interior esdr=re 1 =pr t { 1 - \v)fEty el aumento de su 
longitud es AL = pLr(i - v)jEt. Con estos resultados mues¬ 
tre que el cambio del volumen interno se convierte en dV= 
w 2 (l + ej) 2 (l + e 2 )L - 7 rr 2 L. Como y e 2 son cantidades 
pequeñas, muestre también que el cambio de volumen por 
unidad de volumen, llamada deformación volumétrica, puede 
escribirse como dV/V=pri2,5 - 2 v)/Et, 

l>-57. El bloque de goma se confina dentro del bloque 
rígido liso en forma de U. Si la goma tiene un módulo de 
elasticidad £ y una razón de Poisson v, determine el módu¬ 
lo efectivo de elasticidad de la goma en esta condición de 
confinación. 



S>-58. Un material blando se coloca dentro de los confines 
de un cilindro rígido, que descansa sobre un soporte rígido. 
Suponiendo que t I =0y e y =0, determine el factor en el que 
se incrementa el módulo ele elasticidad al aplicar una carga 
si este material tiene v= 0.3. 


z 



10-58 
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*10.7 Teorías de falla 


Cuando un ingeniero se enfrenta a un problema de diseño usando un ma¬ 
terial específico, es importante establecer un límite superior en el estado 
de esfuerzo que defina la falla del material. Si el material es dúctil, la falla 
suele especificarse mediante el inicio de la cedenáa, mientras que si el ma¬ 
terial es frágil, se especifica por la fractura. Estos modos de falla pueden 
definirse con facilidad si el elemento está sometido a un estado de esfuerzo 
uniaxial, como en el caso de la tensión simple; sin embargo, si el elemento 
está sometido a esfuerzos biaxiales o triaxiales, el criterio para la falta se 
vuelve más difícil de establecer. 

En esta sección se analizarán cuatro teorías que suelen utilizarse en la 
práctica de la ingeniería para predecir la falla de un material sometido a un 
estado rmdtiaxial de esfuerzo. Sin embargo, no hay ninguna teoría de falla 
que pueda aplicarse a un determinado material en todos los casos, ya que 
un material puede comportarse de manera dúctil o frágil dependiendo de 
(a temperatura, la razón de carga, el entorno químico o la manera en que 
el material se forma o se fabrica. Cuando se utiliza una teoría particular 
de falla, primero es necesario determinar los puntos donde los esfuerzos 
normal y cortante son más grandes en el elemento. Después de haber es¬ 
tablecido este estado de esfuerzo, se determinan los esfuerzos principales 
en los puntos críticos, puesto que cada una de las teorías siguientes se 
basa en el conocimiento del esfuerzo principal. 




lineas de Ladet 
sobre una franja 
de acero de bajo 
contenido de carbono 


1 


Materiales dúctiles 

Teoría del esfuerzo cortante máximo. El tipo más común de 
cedencia de un material dúctil como el acero es causado por deslizamiento, 
el cual ocurre a lo largo de los planos de contactó de los cristales ordena¬ 
dos aleatoriamente que componen el material. Si se hace una probeta con 
una franja delgada altamente pulida y se somete a una prueba de tensión 
simple, en realidad es posible ver cómo este deslizamiento hace que el 
material ceda, figura 10-26. Los bordes de los planos de deslizamiento que 
aparecen en la superficie de la tira se conocen como líneas de Lüder. Estas 
líneas indican claramente los planos de deslizamiento en la franja, los cua¬ 
les se producen a unos 45° respecto al eje de la franja. 

El deslizamiento que se produce es causado por el esfuerzo cortante. 
Para mostrar esto, considere un elemento del material tomado de una 
probeta en tensión, cuando ésta se somete al esfuerzo de cedencia <r y , fi¬ 
gura 10-27a. El esfuerzo cortante máximo puede determinarse mediante 
la elaboración del círculo de Mohr para el elemento, figura 1Q-27&. Los 
resultados indican que 



blgEini 10-26 


(10-26) 
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Además, este esfuerzo cortante actúa sobre los planos que están a 45° de 
los planos de esfuerzo principal, figura 10-27c,y estos planos coinciden con 
la dirección de las líneas de Ltider que aparecen sobre la probeta, lo que 
efectivamente indica que la falla ocurre por una fuerza cortante. 

A partir de la idea de que los materiales dúctiles fallan por cortante, 
en 1868 Henri Tresca propuso la teoría del esfuerzo cortante máximo 
o Criterio de Tresca para la cedencia. Esta teoría puede utilizarse para 
predecir el esfuerzo de falla de un material dúctil sometido a cualquier 
tipo de carga. La teoría establece que la cedencia del material se inicia 
cuando el esfuerzo cortante máximo absoluto en el material alcanza el es¬ 
fuerzo cortante que causa la cedencia del mismo material cuando está so¬ 
metido sólo a esfuerzo axial. Por lo tanto, para evitar la falla se requiere 
que Tj* en el material sea menor o igual a o Y fl, donde Oy se determina a 
partir de una prueba de tensión simple. 

Para la aplicación se expresará el esfuerzo cortante máximo absoluto en 
términos de los esfuerzos principales. El procedimiento para hacer esto se 
analizó en la sección 9.5 con referencia a una condición de esfuerzo plano, 
es decir, en el punto donde el esfuerzo principal fuera del plano sea cero. 
Si los dos esfuerzos principales en el plano tienen el mismo signo, es decir, 
ambos son de tensión o de compresión, entonces la falla ocurrí rá Juera del 
plano y, con base en la ecuación 9-13, 


Tinti — 






Tensión axial 
'*T <a> 



Si en vez de esto, los esfuerzos principales en el plano tienen signos opues¬ 
tos, entonces la falla se produce en el plano y, con base en la ecuación 
9-14, 


£T] - 02 

T JTlii — - 

** 2 

Al usar estas ecuaciones y la ecuación 10-26, la teoría del esfuerzo cor¬ 
tante máximo para el esfuerzo plano puede expresarse para cualquiera de 
los dos esfuerzos principales en el plano cr, y <7 J( mediante los siguientes 
criterios: 



Figuro 10-27 


kil = Oy \ 

<7i, <7i tienen los mismos signos 

\o% 1 = Oy) 


kl - Oi\ = Oy) 

<7 1 , <72 tienen signos opuestos 


(10-27) 


En la figura 10-28 se muestra una gráfica de estas ecuaciones. Resulta 
claro que si cualquier punto del material se somete a esfuerzo plano, y sus 
esfuerzos principales en el plano están representados por una coordenada 
(o v o 2 ) trazada en el límite o fuera del área gris hexagonal que se muestra 
en esta figura, el material cederá en el punto y se dirá que ocurrió una 
falla. 



Teoría del esfuerzo cortante máximo 


Figura 10-28 
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Teoría de la energía de distorsión máxima. En la sección 3.5 se 
estableció que una carga externa deformará un material, provocando que 
almacene energía internamente a través de su volumen. La eneigía por uni¬ 
dad de volumen de material se denomina densidad de la energía de defor¬ 
mación, y si el material está sometido a un esfuerzo uniaxial, la densidad 
de la energía de deformación, definida por la ecuación 3-6, se convierte 

h = -ere (10-28) 

Si el material se somete a un esfuerzo triaxial, figura 10-2 9a, entonces 
cada esfuerzo principal aporta una parte de la densidad de energía de de¬ 
formación total, de modo que 


« = 2 a l £ i + 2°' l€l + 



ib) 


+ 



(c) 



{(Ti - 


Por otra parte, si el material se comporta de manera elástico lineal, enton¬ 
ces se aplica la ley de Hooke. Por lo tanto, al sustituir la ecuación 10-18 en 
la ecuación anterior y al simplificar, se obtiene 

| 

U ^ —[(Ti 2 + a 2 2 + cr 3 2 - 2iu-(ír 1 ír i + <7 iCt 3 + <T 3 cr 2 )] (10-29) 


Esta densidad de energía de deformación puede considerarse como la 
suma de dos partes, una que representa la energía necesaria para causar 
un cambio de volumen en el elemento sin cambio en su forma, y la Otra 
que representa la energía necesaria para distorsionar el elemento. En es¬ 
pecífico, la energía almacenada en el elemento como consecuencia del 
cambio de su volumen es causada por la aplicación del esfuerzo principal 
promedio, cr pium = (tr, + <r 2 + <t 3 )/3, puesto que el esfuerzo causa deforma¬ 
ciones principales iguales en el material, figura 10-29¿>. La porción restante 
de esfuerzo (o-, -cr prom ), (<r 2 - cr proiQ ), (cr 3 - tr^), ocasiona la energía de 
distorsión, figura 10-29c. 

La evidencia experimental ha demostrado que los materiales no ceden 
cuando están sometidos a un esfuerzo uniforme (hidrostático), como el 
cr^ analizado anteriormente. Como resultado, en 1904 M. Huber pro¬ 
puso que la cedencia de un material dúctil se produce cuando la energía 
de distorsión por unidad de volumen del material es igual O superior a la 
energía de distorsión por unidad de volumen del mismo material cuando 
se somete a la cedencia en una prueba de tensión simple. Esta teoría se lla¬ 
ma teoría de la máxima energía de distorsión, y como después fue redefi¬ 
nida en forma independiente por R, von Mises y H, Hencky, en ocasiones 
también adopta sus nombres. 

Para obtener la energía de distorsión por unidad de volumen, los es¬ 
fuerzos o v cr 3 , <r 3 de la ecuación 10-29 se sustituyen por (tr, - <r pf0[n ), 
(<t 2 — ír prom ) y (<t 3 - íTfrtOrá) respectivamente, teniendo en cuenta que 
cr pnftri = (tr, + er 3 + tr 3 )/3. Al expandir y simplificar, se obtiene 


1 + v 


[{cri - cr 2 ) 2 + (er 2 - er 3 ) 2 + (cr 3 - cri) 2 ] 


figura 10-29 


U d = 


ó£ 
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En el caso de esfuerzo plano, <j % = 0 y esta ecuación se reduce a 

«J = ” <^2 + <72' ) 

Para una prueba de tensión uniaxial, ít, = o y, o 2 = <r 3 =0 y así 

, x 1 + V 2 

(»,í)v = 

Como la teoría de la máxima energía de distorsión requiere que u 4 = (u¿) Y , 
entonces para el caso de esfuerzo plano o biaxial, se tiene 


<Tl 



(10-30) 

Ésta es la ecuación de una elipse, figura 10-30. Por lo tanto, si un punto en 
d material se esfuerza de modo que (tr,, cr,) está representado en el límite 
o fuera del área en gris, se dice que el material falla. 

En la figura 10-31 se muestra una comparación de estos dos criterios de 
falla. Tenga en cuenta que ambas teorías dan los mismos resultados cuan¬ 
do los esfuerzos principales son iguales, es decir, o J =<r 2 = a Y , o cuando 
uno de los esfuerzos principales es cero y el otro tiene una m agnitud de tr y . 
Si el material está sometido a cortante puro, t, entonces las teorías tienen 
la mayor discrepancia posible en la predicción de la falla. Las coordena¬ 
das de esfuerzo de estos puntos sobre las curvas pueden determinarse al 
considerar el elemento mostrado en la figura 10-32a. A partir del círculo 
de Mofir asociado para este estado de esfuerzo, figura 10-32 b, se obtienen 
los esfuerzos principales o¡ =r y a 2 = ~r. Así, con <7, . <r 2 y a partir de la 
ecuación 10-27, la teoría del esfuerzo cortante máximo da (<r y /2, —<j y ¡2), y 
a partir de la ecuación 10-30, la teoría de la máxima energía de distorsión 
da {<Ty/V3, -£ry/V3), figura 10-31. 

Las pruebas reales de torsión, usadas para desarrollar una condición de 
cortante puro en una probeta dúctil, lian demostrado que la teoría de la 
máxima energía de distorsión da resultados más exactos para la falla por 
cortante puro que la teoría del esfuerzo cortante máximo. De hecho,como 
(oy/V 3)/(cry/2) = 1.15, el esfuerzo cortante para la cedencia del mate¬ 
rial, según la teoría de máxima energía de distorsión, es 15% más preciso 
que el dado por la teoría del esfuerzo cortante máximo. 


<T 1 ■” <7j<72 


*1 = 


<7y 


Teoría de la máxima energía de distorsión 
Figura 10-30 



Figura 10-31 


00 



T 


ib) 


10 


Figiini 10-32 
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í í 



Falla de un materia] 
frágil en tensión 

00 



Falla de un materia] 
frágil en torsión 


(b) 

li^uru 10-33 

vyx 

m 

~ cr m 

Teoría del esfuerzo normal másimo 
10-34 


Materiales frágiles 

Teoría del esfuerzo normal máximo. Se estableció anteriormente 
que los materiales frágiles, como el hierro fundido gris, tienden a fallar de 
manera súbita mediante una fractura sin cadencia aparente. En una prue¬ 
ba de tensión, la fractura se produce cuando el esfuerzo normal alcanza el 
esfuerzo último ¿refigura 10-33a. Además,la fractura frágil ocurre en una 
prueba de torsión debido a la tensión ya que el plano de la fractura de un 
elemento está a 45° de la dirección cortante, figura 10-33&. Por lo tanto, 
la superficie de la fractura es helicoidal como se muestra.* Por otra parte, 
los experimentos han demostrado que durante la torsión, la resistencia del 
material no se ve afectada por la presencia del esfuerzo principal de com¬ 
presión asociado que está en ángulo recto con el esfuerzo principal de ten¬ 
sión. En consecuencia, el esfuerzo de tensión necesario para fracturar una 
probeta durante una prueba de torsión es aproximadamente la misma que 
la necesaria para fracturar una probeta en tensión simple. Debido a esto, la 
teoría del esfuerzo normal máximo establece que un material frágil fallará 
cuando el esfuerzo máximo de tensión, cr,, en el material alcance un valor 
igual al esfuerzo normal ultimo que el material puede soportar cuando se 
somete a tensión simple. 

Si el material está sometido a esfuerzo plano, se requiere que 


°í I “ *úh 
== CT" útt 


(10-31) 


Estas ecuaciones se muestran gráficamente en la figura 10-34. Por lo tan¬ 
to, si las coordenadas de esfuerzo (cr,, <Tj) en un punto sobre el material 
caen en el límite o fuera del área gris, se dice que el material se fractura. 
Esta teoría se atribuye a W. Rankine, quien la propuso a mediados del 
siglo XIX. De manera experimental se ha encontrado que está en estre¬ 
cha concordancia con el comportamiento de materiales frágiles que tienen 
diagramas de esfuerzo-deformación semejantes, tanto en tensión como en 
compresión. 

Criterio de falla de Mohr. En algunos materiales frágiles, las pro¬ 
piedades en tensión y en compresión son diferentes. Cuando esto ocurre, 
puede usarse un criterio basado en el uso del círculo de Mohr para prede¬ 
cir la falla. Este método fue desarrollado porOtto Mohr y en ocasiones se 
oonoce como el criterio de falla de Mohr. Para aplicarlo, primero se reali¬ 
zan tres pruebas sobre el material. Se hace una prueba de tensión uniaxial y 
otra de compresión uniaxial con el fin de determinar los esfuerzos últimos 
de tensión y compresión (cr flh ) ( y (cr^)^ respectivamente. Además, se rea¬ 
liza una prueba de torsión para determinar el esfuerzo cortante último del 
material T Mt . Después, se gráfica el círculo de Mohr para cada una de es¬ 
cuna barra de liza para pizarrón falla de este modo cuando sus extremos se tuercen con 
los dedos. 
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tas condiciones de esfuerzo como se muestra en la figura 10-35. Estos tres 
círculos están contenidos en una “envolvente de falla” indicada por la cur¬ 
va extrapolada sombreada que es tangente a los tres círculos. Si una condi¬ 
ción de esfuerzo plano en un punto se representa mediante un círculo que 
tiene un punto de tangencia con la envolvente, o si se extiende más allá de 
los límites de la envolvente, entonces se dice que ocurre la falla. 

El criterio también puede representarse mediante una gráfica de es¬ 
fuerzos principales cr, y cr 2 . Esto se muestra en la figura 10-36. Aquí la falla 
se produce cuando el valor absoluto de cualquiera de los esfuerzos princi¬ 
pales alcanza un valor igual o mayor que o o en general, si el 
estado de esfuerzo en un punto definido por las coordenadas de esfuerzo 
(cr^tTj) se representa en el límite o fuera del área gris. 

En la práctica, puede usarse la teoría del esfuerzo normal máximo o 
el criterio de falla de Mohr para predecir la falla de un material frágil. 
Sin embargo, debe observarse que su utilidad es bastante limitada. Una 
fractura por tensión ocurre de manera súbita, y su inicio depende general¬ 
mente de las concentraciones de esfuerzo desarrolladas en las imperfec¬ 
ciones microscópicas del material, como inclusiones o huecos, hendiduras 
superficiales y pequeñas grietas. Como cada una de estas irregularidades 
varía de una probeta a otra, es difícil especificar una fractura con base en 
una sola prueba. 



l-tgitra 10-35 


£71 



Ffgim* 10*36 


Puntos importantes 


Si un material es dúctil, la falla se especifica mediante el inicio de la cedencia , y si es frágil, se especifica por 
medio de la fractura. 

La falla dúctil puede definirse cuando se produce deslizamiento entre los cristales que componen el ma¬ 
terial. Este deslizamiento se debe al esfuerzo cortante y la teoría del esfuerzo cortante máximo se basa en 
esta idea. 

La energía de deformación se almacena en un material cuando éste se somete a esfuerzo normal. La teoría 
de la máxima energía de distorsión depende de la energía de deformación que distorsiona el material, y 
no de la parte que aumenta su volumen. 

La fractura de un material frágil es causada sólo por el esfuerzo de tensión máximo en el material, y no por 
el esfuerzo de compresión. Ésta es la base de la teoría del esfuerzo normal máximo y puede aplicarse si el 
diagrama de esfuerzo-deformación es semejante en tensión y en compresión. 

Si un material frágil tiene un diagrama de esfuerzo-deformación que es diferente en tensión y en compre¬ 
sión, entonces puede usarse el criterio de falla de Mohr para predecir la falla. 

• Debido a las imperfecciones del material, la fractura por tensión de un material frágil es difícil de predecir, 
por lo que debe tenerse precaución al usar las teorías de falla para materiales frágiles. 
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EJEMPLO 


10.12 


El eje sólido de hierro fundido que se muestra en la figura 10-37a está 
sometido a un par de torsión T - 400 Ib - pie. Determine su radio más 
pequeño de modo que no falle según la teoría del esfuerzo normal 
máximo. Una probeta de hierro fundido, probada en tensión, tiene un 
esfuerzo último de (<r CjU ) í =20 ksi. 



figura 10-37 


SOLUCIÓN 


El esfuerzo máximo O crítico ocurre en un punto situado sobre la super¬ 
ficie del eje. Si se supone que el eje tiene un radio r, el esfuerzo cortante 
es 


Te _ (400 Ib ■ pie) (12 pulg/pie )r = 3055.8 lb-pulg 
J {ir/2)r 4 r 3 


El círculo de Mohr para este estado de esfuerzo (cortante puro) se 
muestra en la figura 10-376. Como R = r^, entonces, 

3055.8 lb-pulg 

La teoría del esfuerzo normal máximo, ecuación 10-31, requiere que 


o - ! I ^ cr jt, 


3055.8 lb-pulg 
r 3 


^ 20 000 lb/pulg 2 


Así, el radio más pequeño del eje se determina a partir de 


3055.8 lb-pulg 
r 3 


20 000 lb/pulg 2 


r = 0.535 pulg 


Resp. 
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EJEMPLO 10.13 


El eje sólido que se muestra en la figura 10-3&» tiene un radio de 0.5 
pulg y está fabricado de un acero con esfuerzo de cedencia £r y = 36 ksi. 
Determine si las cargas ocasionan que el eje falle según la teoría del es¬ 
fuerzo cortante máximo y la teoría de la energía de distorsión máxima. 

SOLUCIÓN 

El estado de esfuerzo en el eje es causado tanto por la fuerza axial como 
por el par de torsión. Gomo el esfuerzo cortante máximo causado por el 
par de torsión se produce en la superficie externa del material, se tiene 


o- = — = 

A 

Te 

r xy =-r = 


-15 krp 


= -19.10 ksi 


«■{0.5 pulg) 2 
3.25 kip- pulg (0.5 pulg) 



= 16.55 ksi 05 pul* 


- f (0.5 pulg) 4 

En la figura 10-386 se muestran las componentes de esfuerzo actuando 
sobre un elemento de material en el punto A. En vez de utilizare] círcu¬ 
lo de Mohr, los esfuerzos principales también pueden obtenerse usando 
la ecuación 9-5 para la transformación de esfuerzos. 


cri¿ - 


a x + a y 


#3 


+ r 


JE> 


19,10 + 0 




+ (16.55) 2 


2 V \ 2 

= -9.55 ± 19.11 
o-i = 9.56 ksi 
cr 2 = -28.66 ksi 

Teoría del esfuerzo cortante máximo- Como los esfuerzos prin¬ 
cipales tienen signos opuestos, con base en la sección 9.5 el esfuerzo cor¬ 
tante máximo absoluto se produce en el plano y, por lo tanto, al aplicar 
la segunda de las ecuaciones 10-27, se tiene 

|íXi — <r 2 | ^ Cy 

|9.56 - (-28.66)1 i 36 
382 > 36 

Así que, de acuerdo con esta teoría, ocurrirá una falla cortante. 

Teoría de la energía de distorsión máxima. Si se aplica la ecua¬ 
ción 10-30, resulta 

(<Ti 2 - <7 1&2 + <72 2 ) =£ O-y 2 

[(9.56) 2 - (9.56)(-28.66) + (-2S.66) 2 ] i (36) 2 

1187 ^ 1296 

Según esta teoría, no se producirá ninguna falla. 


W 

355 kippulg 

(a) 


1655 ksi 



19.10 ksi 


(b) 

figura 10-3$ 
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PROBLEMAS 


10-59. Un materia l está sometido a esfuerzo plano. Expre¬ 
se la teoría de falla de la energía de distorsión en términos 

*10-60. Un material está sometido a esfuerzo plano. Ex¬ 
prese la teoría de falla del esfuerzo cortante máximo en tér¬ 
minos de <r t , <r y y r iy . Suponga que los esfuerzos principales 
tienen signos algebraicos diferentes. 

•1041. Se usará una aleación de aluminio 6061-T6 para 
fabricar un eje de transmisión sólido de modo que transmita 
40 hp a 2400 rev/min. Use un factor de seguridad de 2 con 
respecto a la cedenda y determine el menor diámetro que 
puede elegirse para el eje con base en la teoría del esfuerzo 
cortante máximo. 

10-62. Resuelva el problema 10-61, usando la teoría de la 
energía de distorsión máxima. 

*)-63. Se usará una aleación de aluminio para fabricar 
un eje de transmisión de modo que transmita 25 hp a 1500 
rev/min. Use un factor de seguridad de 2.5 con respecto a la 
cedenda y determine el menor diámetro que puede selec- 
donarse para el eje con base en la teoría de la energía de 
distorsión máxima. cr r =3.5 k$i. 

*1044. Una barra con área transversal cuadrada está fa¬ 
bricada de un material que tiene un esfuerzo de cedenda 
<r y = 120 k$i. Si la barra está sometida a un momento flexio- 
nante de 75 kip-pulg, determine el tamaño requerido de la 
barra según la teoría de la energía de distorsión máxima. Use 
un factor de seguridad de 1,5 con respecto a la cedenda. 

•1045. Resuelva el problema 10-64 usando la teoría del 
esfuerzo cortante máximo. 

10-66. Obte nga una expresión para un par de torsión equi¬ 
valente r que, al aplicarlo de manera aislada sobre una 
barra sólida de sección circular, cause la misma energía de 
distorsión que al aplicar una combinación de un momento 
flexionante M y un par de torsión T. 

1047. Obtenga una expresión para un momento flexio¬ 
nante equivalente que, al aplicarlo de manera aislada 
sobre una barra sólida de sección circular; cause la misma 
energía de distorsión que al aplicar una combinación de un 
momento flexionante My un par de torsión T. 


*1048. El cilindro corto de concreto, que tiene un diáme¬ 
tro de 50 mm, se somete a un par de torsión de 500 N- m y a 
una fuerza axial de compresión de 2 kN, Determine si habrá 
falla según la teoría del esfuerzo normal máximo. El esfuer¬ 
zo último del concreto estr^, =28 MPa. 

2kN 


500 N-m 



2kN 

Predi. 1048 


•1049. Otando el hierro fundido se prueba a tensión y a 
compresión tiene una resistencia última de (cr^,), =280 MPa 
y = 420 MPa, respectivamente. Además, cuando se 
somete a torsión pura puede sostener un esfuerzo cortante 
último de 7 ^ = 168 MPa, Grafique los círculos de Mohr para 
cada caso y establezca la envolvente de falla. Si una parte 
fabricada de este material se somete al estado de esfuerzo 
plano mostrado en la figura, determine si ocurrirá alguna fa¬ 
lla según el criterio de falla de Mohr. 


120 MPa 



10-70. Obtenga una expresión para un momento flexionan¬ 
te equivalente M e que, al aplicarlo de manera aislada sobre 
una barra sólida de sección circular, cause el mismo esfuerzo 
cortante máximo que al aplicar una combinación de un mo¬ 
mento flexionante M y un par de torsión T. Suponga que los 
esfuerzos principales tienen signos algebraicos opuestos. 
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10-71. En la figurase muestran las componentes de esfuer¬ 
zo plano en un punto crítico de una coraza de acero A-36. 
Determine si ha ocurrido falla (cadencia) con base en la teo¬ 
ría del esfuerzo cortante máximo. 

*10-72. En La figura se muestran las componentes de es¬ 
fuerzo plano en un punto crítico de una coraza de acero 
A-36. Determine si ha ocurrido falla (cadencia) con base en 
la teoría de la energía de distorsión máxima. 


óOMPa 


40MPa 


70MPa 


Prulw. 10-71/72 


•10-73. Si el eje de 2 pulg de diámetro está fabricado con 
un material frágil que tiene una resistencia última de <7^=50 
ksi tanto en tensión como en compresión, determine si el eje 
fallará de acuerdo con la teoría del esfuerzo normal máximo. 
Use un factor de seguridad de li contra la ruptura. 

10-74. Si el eje de 2 pulg de diámetro está fabricado con 
hierro fundido, el cual tiene resistencias últimas en tensión y 
en compresión de (rr^),=50 ksi y (tr^^ =75 ksi, respectiva¬ 
mente, determine si el eje fallará de acuerdo con el criterio 
de falla de Mohr. 



10-75. Si el tubo de acero A-36 tiene diámetros exterior e 
interior de 30 y 20 mm, respectivamente, determine el factor 
de seguridad contra la cede ncia del material enelpuntoA,de 
acuerdo con la teoría del esfuerzo cortante máximo. 

*10-76. Si el tubo de acero A-36 tiene diámetros exterior e 
interior de 30 y 20 mm, respectivamente, determine el fac¬ 
tor de seguridad contra la cedenda del material en el pun¬ 
to A, de acuerdo con la teorfa de la energía de distorsión 
máxima. 



•10-77. El elemento está sometido a los esfuerzos mostra¬ 
dos. Si <r r =36 ksi, determine el factor de seguridad para la 
carga con base en la teoría del esfuerzo cortante máximo. 

10*78. Resuelva el problema 10-77, usando la teoría de la 
energía de distorsión máxima. 


n ksi 



10-79. El esf uerzo de cedencia para el cobre aleado con be¬ 
rilio tratado térmicamente es <r Y =130 ksi. Si este material se 
somete a esfuerzo plano y se produce una falla elástica cuan¬ 
do uno de los esfuerzos principales es de 145 ksi, ¿cuál es la 
menor magnitud del otro esfuerzo principal? Use la teoría 
de la energía de distorsión máxima. 
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*10410. La placa está fabricada de cobre duro, que cede 
en <r Y =105 ksi. Use la teoría del esfuerzo cortante máximo 
para determinar el esfuerzo de tensión <j t que puede apli¬ 
carse a la placa si también se aplica un esfuerzo de tensión 
<7 = 0.5<r . 

y r 

•1041. Resuelva el problema 10-80 usando la teoría de la 
energía de distorsión máxima. 


•10-85. En la figura se muestra el estado de esfuerzo que 
actúa en un punto crítico de un elemento de máquina. De¬ 
termine el menor esfuerzo de cedencia de un acero que pue¬ 
de seleccionarse para la parte de máquina con base en la 
teoría del esfuerzo cortante máximo. 


<7 y = 0,5<J> 



10-82. En la figura se muestra el estado de esfuerzo que 
actúa en un punto crítico sobre el bastidor del asiento de un 
automóvil durante una colisión. Determine el menor esfuer¬ 
zo de cedencia de un acero que puede elegirse para el ele¬ 
mento, con base en la teoría del esfuerzo cortante máximo. 

10-83. Resuelva el problema 10-82 usando la teoría de la 
energía de distorsión máxima. 




10-86. Los esfuerzos principales que actúan en un punto 
sobre un recipiente cilindrico a presión de pared delgada son 
<f l = pr/u <r 2 =pr/2t y er 3 =0. Si el esfuerzo de cedencia es <r v , 
determine el valor máximo de p con base en (a) la teoría del 
esfuerzo cortante máximo y (b) la teoría de la energía de 
distorsión máxima. 

1047, Si un eje sólido que tiene un diámetro ¿/está some¬ 
tido al par de torsión T y al momento M, muestre que por 
la teoría del esfuerzo cortante máximo, el es fuerzo cor tante 
máximo permisible es r,*™, ■ (16/W 3 )Va 7Ñ- T 2 . Su¬ 
ponga que los esfuerzos principales tienen signos algebrai¬ 
cos opuestos. 

*1048. Si uneje sólido que tiene undiámetro ¿/está someti¬ 
do al parde torsión Ty al momentoM,muestre que por la teo¬ 
ría del esfuerzo normal máximo, el esfuerzo principal m áxi- 
mo permisible es erpenn ■ (16/W’)(iW + Vá/ 2 + T 2 ). 


Pmlis. 1082/83 


*1084. Una barra con una sección transversal circular está 
fabricada de acero ai carbono SAE1045 con un esfuerzo de 
cedencia cr y = 150 ksi. Si la barra se somete a una torsión 
de 30 kip*pulg y a un momento flexionante de 56 kip*pulg, 
determine el diámetro requerido para la barra de acuerdo 
con la teoría de la energía de distorsión máxima. Use un fac¬ 
tor de seguridad de 2 con respecto a la cedencia. 



Pfohs. 10-87/88 
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•10-89. El eje se compone de un segmento sólido AB y un 
segmento hueco BC, los cuales están rígidamente unidos me- 
tfrante el acoplamiento en B. Si el eje está fabricado de acero 
A-36, determine el par de torsión máximo T que puede apli¬ 
carse de acuerdo con la teoría del esfuerzo cortante máximo. 
Use un factor de seguridad de 1.5 contra la cedencia. 

10-90. E1 eje se compone de un segmento sólido AB y un 
segmento hueco BC, los cuales están rígidamente unidos 
mediante el acoplamiento en B. Si el eje está fabricado de 
acero A-36, determine el par de torsión máximo T que pue¬ 
de aplicarse de acuerdo con la teoría de la energía de dis¬ 
torsión máxima. Use un factor de seguridad de 1.5 contra 
la cedencia. 



10-91. El eje de propulsión de un barco está hecho de ace¬ 
to. Se calcula que las cargas internas en una sección crítica 
a lo largo del eje son un par de torsión de 2300 Ib-pie, un 
momento Bexionante de 1500 Ib-pie y un empuje axial de 
2500 Ib. Si los puntos de cedencia para la tensión y cortante 
son a Y =100 ksi y r v =50ksi, respectivamente, determine el 
diámetro requerido para el eje usando la teoría del esfuerzo 
cortante máximo. 



25001b 


*10-92. El tanque de gas tiene un diámetro interior de 
1.50 m y un grosor de pared de 25 mm. Si está fabricado 
de acero A-36 y el tanque experimenta una presión de 
5 MPa, determine el factor de seguridad contra la cedencia 
usando (a) la teoría del esfuerzo cortante máximo, y (b) la 
teoría de la energía de distorsión máxima. 



•10-93. El tanque de gas está fabricado de acero A-36 y 
tiene un diámetro interior de 150 m. Si el tanque está di¬ 
señado para soportar una presión de 5 MPa, determine el 
grosor de pared mínimo requerido usando una precisión de 
1 mm y (a) la teoría del esfuerzo cortante máximo, (b) la 
teoría de la energía de distorsión máxima. Aplique un factor 
de seguridad de 1.5 contra la cedencia. 



Proh. 10-91 


Prol», 10-93 
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Capítulo 10 Transformación de la deformación 



REPASO DE CAPÍTULO 


Cuando un elemento de material está so¬ 
metido a deformaciones que sólo ocurren 
en un plano único, el elemento experimenta 
deformación plana. Si se conocen las compo¬ 
nentes de deformación c x> t y y y xy para una 
orientación específica del elemento, entonces 
las deformaciones que actúan en alguna otra 
orientación del elemento pueden determinar¬ 
se mediante las ecuaciones de transformación 
de la deformación plana. Del mismo modo, 
las deformaciones normales principales y la 
deformación cortante máxima en el plano 
pueden determinarse usando las ecuaciones 
de transformación. 


«*- = 


íj + «y «x " *y 


e / = 


y*y 

2 eos 28 + —sen 28 

£j, + Cy f," Cy y x y 

_ X n2fl 

2 2 2 


eos 28 


« 1,2 


7«íi 




«jf + «y 


«proTn 


Los problemas que involucran la transforma¬ 
ción de deformaciones también pueden resol¬ 
verse de manera semigráfica usando el círculo 
de Mohr. Para dibujar el círculo, se establecen 
los ejes € y y/2, y se grafican en el centro del 
círculo C[(f T + cp/2 0] y el “punto de referen¬ 
cia” j4(«¿ y xy /2). El radio del círculo se ex¬ 
tiende entre estos dos puntos y se determina 
mediante la trigonometría. 



-imw 


Si íj y f 2 tienen el mismo signo, entonces la 
deformación cortante máx ima absoluta estará 
fuera del plano. 

En el caso de deformación plana, la deforma¬ 
ción cortante máxima absoluta será igual a 
la deformación cortante máxima en el plano 
siempre que las deformaciones principales 
íj y e 2 tengan signos opuestos. 


ei 

yzí rlma= e i - 


- e i ~ e i 
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Si un material está sometido a esfuer¬ 
zo triaxial, entonces la deformación 
en cada dirección está influenciada 
por la deformación que producen los 
tres esfuerzos. Por consiguiente, la ley 
de Hooke involucra las propiedades 
Ey vdel material. 

1 

e* -g[*r x - v(o y + f*)] 

1 

f y = £ ky " + O] 

1 

k* - v(<r x + cr y )\ 


Si £ y v son conocidos, entonces es 
posible determinar G. 

r _ ^ 

2(1 + v) 


La dilatación es una medida déla de¬ 
formación volumétrica. 

1 - 2v. 

e = £ {<r x + tr y + <r z ) 


El módulo de volumen se utiliza para 
medir la rigidez de un volumen de 
material. 

k= E 
* 3(1 - 2p) 


Si se conocen los esfuerzos principa¬ 
les en un punto crítico del material, 
entonces puede usarse una teoría de 
falla como base para el diseño. 

Los materiales dúctiles pilan en cor¬ 
tante , y en este caso puede emplear¬ 
se la teoría del esfuerzo cortante 
máximo o la teoría de la energía 
de distorsión máxima para predecir 
la falla. Ambas teorías hacen una 
comparación con el esfuerzo de ce¬ 
dértela para una probeta sometida a 
un esfuerzo de tensión uniaxial. 

Los materiales frágiles fallan en ten¬ 
sión, , por lo que aquí puede usarse la 
teoría del esfuerzo normal máximo o 
el criterio de falla de Mohr para pre¬ 
decir la falla. En este caso se hacen 
comparaciones con el esfuerzo de 
tensión último desarrollado en una 
probeta. 
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Capítulo 10 Transformación de la deformación 


10 


PROBLEMAS DE REPASO 


10-94. Un recipiente esférico a presión con pared delgada 
tiene un radio interior r, un grosor íy se encuentra sometido 
a una presión interna p. Si Las constantes del material son E 
y v, de termine la deformación en la dirección circunferencial 
en términos de los parámetros establecidos. 
í>-95. La deformación en el punto -A de la coraza tiene 
componentes t x =250(10"*), =400(1(T 6 ), =275(10"*), 

€ z = 0. Determine (a) las deformaciones principales en A t 
(b) la deformación cortante máxima en el plano x-y y (c) la 
deformación corta nte máxima absoluta. 



♦10-96. En la figura se muestran los esfuerzos planos prin¬ 
cipales Que actúan en un punto. Si el material es acero de 
máquina con un esfuerzo de cedenda a r = 500 MPa, deter¬ 
mine el factor de seguridad con respecto a la cedenda, si se 
considera la teoría del esfuerzo cortante máximo. 


ICO MPa 


150 MPa 


•10-97. En la figura se muestran las componentes de es¬ 
fuerzo plano en un punto crítico sobre una coraza delgada 
<k acero. Determine si se produce una falla (cedenda) con 
base en la teoría de la energía de distorsión máxima. El es¬ 
fuerzo de cedenda para el acero es <r Y =650 MPa. 


340 MPa 


65 MPa 


55 MPa 


Proh. 10-97 


10-98. La roseta de deformación a 60° se monta sobre una 
viga. Se obtienen las siguientes lecturas para cada medidor: 
e a =6QO(10T*), = -7QQ(10T*) y =350(10"*). Determine 

(a) las deformaciones principales en el plano y (b) la defor¬ 
mación cortante máxima en el plano y la deformación nor¬ 
mal promedio. En cada caso muestre el elemento distorsio¬ 
nado debido a estas transformaciones. 



Proh. 10-96 


Proh. 10-98 
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10-99. Un medidor de deformación está a un ángulo de 45° 
respecto a la linea central del eje que tiene un diámetro de 
55 imi, Si se obtiene una lectura de c=-200(10“'') cuando se 
aplica el par de torsión T sobre el eje, determine la magnitud 
de T. El eje está fabricado de acero A-36. 



*10*100. El poste de acero A-36 está sometido a las fuer¬ 
zas que se muestran en la figura. Si los medidores de defor¬ 
mación a y b en el punto A dan lecturas de e a = 300(10"*) y 
€ b =175(10"*), determine las magnitudes de y P 2 . 


10-102. El estado de deform ación pía na sobre un e lemento 
es e x =400(10"*), e f = 200(10"*) y 7 ^=-300(10”*). Determi¬ 
ne el estado de deformación equivalente sobre un elemento 
en el mismo punto orientado a 30* en sentido horario con 
respecto al elemento original. Grafique los resultados sobre 
el elemento. 




-4pulg- 

1 

b*— 

2pulg 


tpulg 


Sección c-c 


Proís. 10-100 


10*101. Un elemento diferencial está sometido a una de¬ 
formación plana que tiene las siguientes componentes: e x = 
950(10"*), £ y =420(10“*), = -325(10"*). Use las ecuacio¬ 

nes para la transformación de deformaciones y determine 
(a) las deformaciones principales y (b) la deformación cor¬ 
tante máxima en el plano y la deformación promedio asocia¬ 
da. En cada caso especifique la orientación del elemento y 
muestre las forma en que estas deformaciones distorsionan 
al elemento. 


10-103. El estado de deformació n plana sobre un elemento 
es e t =400(1(T*), e =200(10"*) y y = -300(10"*). Deter¬ 
mine el estado de deformación equivalente que representa 
(a) las deformaciones principales y (b) la deformación cor¬ 
tante máxima en el plano y el esfuerzo normal promedio 
asociado. Especifique la orientación del elemento corres¬ 
pondiente en el punto con respecto al elemento original. 
Grafique los resultados sobre el elemento. 


y 




































Las vigas son elementos estructurales importantes que se usan para soportar cargas en techos y pisos. 











Diseño de vigas 
y ejes 



OBJETIVOS DEL CAPÍTULO 

En este capítulo se estudiará cómo diseñar una viga para que sea capaz 
de resistir tanto cargas flexionantes como cortantes. En específico, se 
desarrollarán los métodos usados para el diseño de vigas prismáticas y 
la determinación de los perfiles para vigas completamente esforzadas. 
Al final del capítulo, se considerará el diseño de ejes con base en la re¬ 
sistencia a momentos flexionantes y de torsión. 


11.1 Fundamentos para el diseno de vigas 

Se dice que las vigas están diseñadas con base en la resistencia, de modo 
que puedan soportar la fuerza cortante interna y el momento interno de¬ 
sarrollados en toda su longitud. Para diseñar una viga de esta manera es 
necesario aplicar las fórmulas de la fuerza cortante y la flexión siempre 
que el material sea homogéneo y tenga un comportamiento elástico lineal. 
Aunque algunas vigas también pueden estar sometidas a una fuerza axial, 
los efectos de esta fuerza suelen no tomarse en cuenta durante el diseño 
porque el esfuerzo axial es en general mucho menor que el esfuerzo desa¬ 
rrollado por cortante y flexión. 
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Capítulo 11 Diseño de vigas y ejes 


y 
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Figura 11-1 



Como se muestra en la figura. 11-1, las caigas externas sobre una viga 
crearán esfuerzos adicionales en la viga justo debajo de la carga. En par¬ 
ticular, se desarrollará un esfuerzo de compresión <r y , además del esfuerzo 
flexionante <r x y el esfuerzo cortante r que se analizaron anteriormente. 
Mediante el uso de métodos avanzados de análisis, como los que se tratan 
en la teoría de la elasticidad, es posible demostrar que a y disminuye rápi¬ 
damente a través del peralte de la viga, y para la mayoría de las relaciones 
claro-peralte de las vigas utilizadas en la práctica de la ingeniería, el valor 
máximo de <J y en general, representa sólo un pequeño porcentaje en com¬ 
paración con el esfuerzo flexionante <r lt es decir, <r x » tr v . Por otra parte, 
en el diseño de vigas suele evitarse la aplicación directa de cargas concen¬ 
tradas. En su lugar, se usan placas de soporte para distribuir este tipo de 
cargas de manera más uniforme sobre la superficie de la viga. 
x Aunque las vigas están diseñadas principalmente para la resistencia, 
también deberán tener un soporte adecuado a lo largo de sus costados, 
de modo que no se presente pandeo o se vuelvan inestables de manera 
repentina. Además, en algunos casos las vigas deben diseñarse par a resistir 
una cantidad limitada de deflexión, como cuando soportan techos de ma¬ 
teriales frágiles como el yeso. Los métodos para determinar deflexiones 
en las vigas se analizarán en el capítulo 12, y las (imitaciones impuestas al 
pandeo de la viga suelen desarrollarse en los códigos relacionados con el 
diseño estructural o mecánico. 

Como las fórmulas de la fuerza cortante y la flexión se utilizan para el 
diseño de vigas, se analizarán los resultados generales obtenidos cuando 
estas ecuaciones se apliquen a varios puntos sobre una viga en voladizo 
que tiene una sección transveisal rectangular y soporta una carga P en su 
extremo, figura ll-2a. 

En general, en una sección arbitraria a-a a lo largo del eje de la viga, 
figura 11-2&, la fuerza cortante V y el momento M internos se desarrollan a 
partir de una distribución parabólica del esfuerzo cortante, y una distribu¬ 
ción lineal del esfuerzo normal, figura 11-2c. Como resultado, los esfuerzos 
que actúan sobre los elementos situados en Eos puntos 1 a 5 de la sección 
serán como se muestran en la figura 11-2 d. Observe que los elementos 
1 y 5 están sometidos sólo al esfuerzo normal máximo, mientras que el 
elemento 3, que está en el eje neutro, se somete sólo al esfuerzo cortante 
máximo. Los elementos intermedios 2 y 4 resisten tanto esfuerzo normal 
como cortante. 

En cada caso, el estado de esfuerzo puede transformarse en esfuerzos 
principales, usando las ecuaciones para la transformación de esfuerzos o el 
círculo de Mohr. Los resultados se muestran en la figura ll-2c. Aquí cada 
elemento del 1 al 5 se somete a una orientación en sentido antihorario. De 
manera específica, en relación con el elemento 1, que se considera en la 
posición 0°, el elemento 3 está orientado a 45° y el elemento 5 a 90°. 


Siempre que se producen grandes cargas cortantes 
en una viga, es importante usar refuerzos del tipo 
mostrado en A, a fin de evitar cualquier falla loca¬ 
lizada como el plegado de las alas de la viga. 
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esfuerzo cortante esfuerzo flexionante 
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Figura 11*2 
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Esfuerzos principales 
<<¡) 



Si el análisis se extiende a muchas secciones verticales a lo largo de la 
viga distintas de a-a, un perfil de los resultados puede representarse me¬ 
diante curvas llamadas trayectorias de esfuerzo. Cada una de estas curvas 
indica la dirección de un esfuerzo principal que tiene una magnitud cons¬ 
tante. Algunas de estas trayectorias se muestran para la viga en voladizo 
de la figura 11-3. Aquí las líneas continuas representan la dirección de los 
esfuerzos principales de tensión y las líneas discontinuas representan la di¬ 
rección de los esfuerzos principales de compresión. Como era de esperarse, 
las líneas intersecan al eje neutro en ángulos de 45° (como el elemento 3) y las 
líneas continuas y discontinuas lo intersecan a 90°, ya que los esfuerzos princi¬ 
pales están siempre separados por 90°. Conocer la dirección de estas líneas 
puede ayudar a los ingenieros a decidir dónde reforzar una viga fabricada 
de un material frágil para que no se agriete o se vuelva inestable. 


Trayectorias del esfuerzo 
para una viga en voladizo 

Figura 11-3 
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11.2 Diseño de una viga prismática 

La mayoría de las vigas están fabricadas de materiales dúctiles y cuando 
éste es el caso, generalmente no es necesario trazar las trayectorias de 
esfuerzo para la viga. En cambio, sólo hay que asegurarse que el esfuerzo 
flexionante y el esfuerzo cortante reales en la viga no excedan los esfuer¬ 
zos flexionante y cortante permisibles para el material,tal como lo definen 
los códigos estructurales o mecánicos. En la mayoría de los casos el claro 
suspendido de la viga será relativamente largo, de modo que los momen¬ 
tos internos se vuelven grandes. Cuando esto ocurre, el ingeniero deberá 
considerar primero un diseño basado en la flexión y después comprobar 
la resistencia al cortante. Un diseño por flexión requiere la determinación 
del módulo de sección de la viga, una propiedad geométrica que es el 
cociente de I sobre c, es decir, S = 1/c. Si se usa la fórmula de la flexión, 
tr = Mc/I, se tiene 





( 11 - 1 ) 



Las dos vigas del piso están conectadas a la 
viga AB, que transmite la carga a las colum¬ 
nas en esta estructura de un edificio. Para 
d diseño, puede cons iderarse que todas las 
conexiones actúan como pasadores. 


Aquí M se determina a partir del diagrama de momento de la viga, y el 
esfuerzo flexionante permisible, <r , se especifica en un código de dise¬ 
ño. En muchos casos el peso aún desconocido de la viga será pequeño en 
comparación con las cargas que la viga debe soportar, y puede no tomarse 
en cuenta. Sin embargo, si el momento adicional causado por el peso debe 
incluirse en el diseño, se hace una selección de S para que exceda ligera¬ 
mente a S . 

Una vez que se conoce 5 req , si la viga tiene una forma simple en su sec¬ 
ción transversal como un cuadrado, un círculo o un rectángulo de pro¬ 
porciones conocidas, sus dimensiones pueden determinarse directamente 
de puesto que £ = 1/c. Sin embargo, si la sección transversal está 

hecha de varios elementos, como en el caso de una sección en I de ala an¬ 
cha, entonces puede determinarse un número infinito de dimensiones para 
el alma y las alas que satisfagan el valor de S . No obstante, en la práctica 
los ingenieros eligen una viga particular que cumpla con el requisito de 
S > 5 req de un manual que enlista los perfiles estándar de los fabrican¬ 
tes. Con frecuencia, en estas tablas pueden seleccionarse varias vigas que 
tienen el mismo módulo de sección. Si las deflexiones no están restringi¬ 
das, por lo general se elige la viga que tenga la menor área en su sección 
transversal, puesto que requiere menos material para su fabricación y, por 
consiguiente, es más ligera y más económica que las demás. 
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Una vez que se ha seleccionado la viga, puede usarse la fórmula del esfuer¬ 
zo cortante ^ VQ/lt para verificar si no se excede el esfuerzo cortante 
permisible. A menudo, este requisito no presentará un problema. Sin embar¬ 
go, si la viga es “corta” y soporta grandes cargas concentradas, la limitación 
del esfuerzo cortante puede imponer el tamaño de la viga. Esta limitación es 
muy importante en el diseño de las vigas de madera, porque la madera tiende 
a rajarse a lo largo de sus fibras debido al cortante (vea la figura 7-10e). 

Vigas fabricadas. Como las vigas suelen estar fabricadas de acero o 
madera, ahora se analizarán algunas de las propiedades tabuladas de las 
vigas fabricadas con estos materiales. 

Secciones de acero. La mayoría de las vigas fabricadas con acero se 
producen mediante el laminado en caliente de un lingote de acero, hasta ob¬ 
tener la forma deseada. Estos perfiles laminados tienen propiedades que es¬ 
tán tabuladas en el manual del Instituto Estadounidense de Construcción en 
Acero (AISC, por sus siglas en inglés). En el apéndice B se proporciona una 
felá representativa de vigas I de ala ancha tomadas de este manual. Como se 
señala en dicho apéndioe, los perfiles de vigas I de ala ancha se designan por 
su peralte y su peso por unidad de longitud: por ejemplo, W18X 46 indica una 
sección transversal de I de ala ancha (W) con un peralte de 18 pulg y un peso 
de 46 Ib/pie, figura 114. Para cualquier sección dada se reporta el peso por 
unidad de longitud, las dimensiones, el área de la sección transversal, el mo¬ 
mento de inercia y el módulo de sección. Además se incluye el radio de giro r, 
que es una propiedad geométrica relacionada con la resistencia al pandeo de 
la sección. Esto se analizará en el capítulo 13. El apéndice B y el Manual de la 
AISC también presentan datos de otros elementos, como canales y ángulos. 


0.605 pulg 

L 


18 pulg 


□ 


T 

-0360 pulg 


W18X46 


1—6pulg—I 
figuro 114 



Vísta de perfil típica de una viga de acero 
I de ala ancha. 


Secciones de madera. La mayoría de las vigas hechas de madera tie¬ 
nen una sección transversal rectangular, porque son fáciles de fabricar y ma¬ 
nejar. Algunos manuales, como el de la Asociación Nacional de Productos 
Forestales (de Estados Unidos), presentan las dimensiones de las tablas que 
se usan con frecuencia en el diseño de las vigas de madera. A menudo, se 
reportan las dimensiones nominales y reales. La viga se identifica por sus 
dimensiones nominales, como 2 X 4 (2 por 4 pulg), sin embargo, sus dimen¬ 
siones reales o “cepillada" son más pequeñas, de 1.5 por 3.5 pulg. La reduc¬ 
ción de dimensiones se Tealiza con el fin de obtener una superficie lisa de la 
madera aserrada en bruto. Obviamente, cada vez que se realicen cálculos de 
esfuerzo en vigas de madera, deben usarse las dimensiones reales. 
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Viga glulam (laminada) 
ib) 

Figura 11-6 



Largueros de placas de aceto 
ílguru 11-5 

Secciones compuestas- Una sección compuesta se construye a par¬ 
tir de dos o más partes que se unen para formar una sola unidad. Como 
S = Af/j t la capacidad de la viga para resistir un momento variará 
directamente con su módulo de sección, y puesto que 5^ = I/c, entonces 
S se incrementa si I aumenta. Con el fin de incrementar /, la mayor parte 
del material debe ubicarse lo más lejos posible del eje neutro. Por supuesto, 
esto es lo que hace que una viga 1 de ala ancha sea tan eficiente para resistir 
un momento. Sin embargo, para una carga muy grande, una Sección de 
acero laminado disponible puede no contar con un módulo de sección lo 
suficientemente grande como para soportar la carga. En vez de emplear 
varias vigas disponibles, ios ingenieros suelen “construir" una viga forma¬ 
da con placas y ángulos. Una sección de gran peralte en forma de I que tie¬ 
ne este perfil se denomina larguero de placas. Por ejemplo, el larguero de 
placas de acero en la figura 11-5 tiene dos placas como alas, las cuales están 
soldadas o, si se usan ángulos, empernadas a la placa que forma el alma. 

También existen vigas de madera “compuestas”, por lo general en la 
forma de una viga con sección de caja, figura 11-óa. Pueden hacerse con 
madera contrachapada para las almas y tablas más grandes para las alas. 
En claros muy grandes, se emplean vigas glulam. Estos elementos se hacen 
de varias tablas laminadas pegadas entre sí para formar una sola unidad, 
figura 11.6¿>. 

Al igual que en el caso de las secciones laminadas o vigas hechas de una 
sola pieza, para el diseño de las secciones compuestas se requiere revisar 
los esfuerzos flexionantes y cortantes. Además, se debe verificar el esfuer¬ 
zo cortante en los sujetadores tales como soldadura, pegamento, clavos, 
etcétera, a fin de asegurarse que la viga actúa como una sola unidad. Los 
principios para hacer esto se describen en la seoción 7.4. 


Puntos importantes 


Las vigas soportan caigas que se aplican en forma perpendicular 
a sus ejes. Si se diseñan con base en la resistencia, deben soportar 
esfuerzos cortantes y flexionantes permisibles. 

Se supone que el esfuerzo flexionante máximo en la viga es mu¬ 
cho mayor que los esfuerzos localizados causados por la aplica¬ 
ción de cargas en la superficie de la viga. 
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Procedimiento de análisis 


A partir del análisis anterior, el siguiente procedimiento proporciona un método racional para el diseño 
de una viga con base en la resistencia. 

Diagramas de fuerza cortante y de momento. 

* Determine la fuerza cortante y el momento máximos en la viga. A menudo esto se hace al construir los 
diagramas de fuerza cortante y de momento para la viga. 

Para las vigas compuestas, los diagramas de fuerza cortante y de momento son útiles para identificarlas 
regiones donde la fuerza cortante y el momento son excesivamente grandes y pueden requerir refuerzos 
estructurales adicionales o sujetadores. 

Esfuerzo flexionante. 

• Si la viga es relativamente larga, se diseña mediante la determinación de su módulo de sección em¬ 
pleando la fórmula de la flexión, 5 re(| = 

* Una vez que se ha determinado S , pueden calcularse las dimensiones de la sección transversal para 
perfiles simples, puesto que S = ijc. 

Si deben usarse secciones de acero laminado, pueden elegirse varios de los valores posibles para $ en 
las tablas del apéndice B. De éstos, escoja el que tenga la menor área en su sección transversal, ya que 
esta viga tendrá el menor peso y por lo tanto será la más económica. 

• Asegúrese que el módulo 5 de la sección seleccionada sea ligeramente mayor que S req , a fin de tomar en 
cuenta el momento adicional creado por el peso de la viga. 

Esfuerzo cortante. 

Por lo general las vigas que son cortas y soportan grandes cargas, especialmente las hechas de madera. 
Se diseñan primero para resistir el esfuerzo cortante y después se verifica su cumplimiento del requisito 
relativo al esfuerzo flexionante permisible. 

Se emplea la fórmula del esfuerzo cortante para verificar que el esfuerzo cortante permisible no sea 
superado; es decir, use r rrm ^ Q/It. 

Si la viga tiene una sección transversal rectangular sólida, la fórmula de la fuerza cortante se convierte 
en ^ l.Siy^jA) (vea la ecuación 2 del ejemplo 7.2), y si la sección transversal es Ide ala ancha, 
por lo general es adecuado suponer que el esfuerzo cortante es constante en toda el área de la sección 
transversal de! alma de la viga, de modo que ^ donde se determina mediante el 

producto del peralte de la viga por el grosor del alma. (Vea la nota al final del ejemplo 7.3.) 

Conveniencia de los sujetadores. 

La conveniencia de los elementos de sujeción utilizados en las vigas compuestas depende del esfuerzo 
cortante que pueden resistir estos sujetadores. En específico, el espadamiento requerido entre clavos O 
tomillos de un tamaño particular se determina a partir del flujo cortante permisible, = VQ//, el cual 

se calcula en los puntos sobre la secdón transversal donde se ubican los sujetadores. (Vea la seodón 7.3.) 
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EJEMPLO 11.1 


40 kip 


£ 


i 


1—6pies——6 pies — 6 pies— 

W 


40 kip 

A 


20 kip Una viga debe hacerse de acero que tiene un esfuerzo flexionante per¬ 
misible de <r ^ = 24 ksi y un esfuerzo cortante permisible de = 
14.5 ksi. Seleccione un perfil W adecuado que soporte la carga mostrada 
en la figura ll-7a. 

SOLUCIÓN 

Diagramas de fuerza cortante y de momento. Se han calcu¬ 
lado las reacciones en los soportes y, en ia figura ll-7¿>, se muestran los 
diagramas de fuerza cortante y de momento. A partir de estos di agra¬ 
nda*. v míK = 30 kip y = 120 kip.pie. 

Momento flexionante. El módulo de sección requerido para la 
viga se determina a partir de la fórmula de la flexión. 


20 kip 

1 



—6 pies —6 pies— 




Ai 


más 


120 kip - pie (12 pulg/pie) 


- 60 pulg 3 


50 kip 


-30 

Af (kip pie) 60 



per m 24 kip/pulg 2 

Usando la tabla del apéndice B, las siguientes vigas son adecuadas; 



W1S X 40 

S = 68.4 pulg 3 

x (pie) 

W16 X 45 

S = 72.7 pulg 3 


W14 X 43 

S = 62.7 pulg 3 


W12 X 50 

S = 64.7 pulg 3 


W10 X 54 

S = 60.0 pulg 3 

xfpie) 

W8 X 67 

S = 60.4 pulg 3 

Se elige la viga que tiene el menor peso por pie, es decir, 


W18X40 


Ahora puede calcularse el momento máximo real Af m(W , que incluye 
el peso de la viga, y puede verificarse la conveniencia de la viga selec¬ 
cionada. No obstante, en comparación con las cargas aplicadas, el peso 
de la viga, (0.040 kip/pte)(18 pies) = 0.720 kip, sólo incrementará ligera¬ 


mente a S tttf A pesar de ello, 


Verificado 


= 60 pulg 3 < 68.4 pulg 3 

Esfuerzo cortante. Como la viga tiene una sección I de ala ancha, 
se considerará el esfuerzo cortante promedio dentro del alma. (Vea el 
ejemplo 7.3.) Aquí se supone que el alma se extiende desde la parte su¬ 
perior de la viga hasta su parte más baja. A partir del Apéndice B, para 
una W18 X 40, d = 17.90 pulg, t w = 0.315 pulg. Por lo tanto, 

30 kip 


más 


r prom 


A w (17.90 pulg) {<1315 pulg) 
Use una W18 X 40. 


= 5.32 ksi < 14.5 ksi Verificado 


Resp. 
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EJEMPLO 11.2 


La viga de madera laminada que se muestra en la figura ll- 8 a soporta 
una carga uniforme distribuida de 12 kN/m. Si la viga tiene una relación 
altura-anchura de 1.5, determine su anchura mínima. El esfuerzo flexio- 
nante permisible es íjp^ = 9 MPa y el esfuerzo cortante permisible es 
= 0-6 MPa. No tome en cuenta el peso de la viga. 

t,5í 

SOLUCIÓN 

Diagramas de fuerza cortante y de momento. Se han calcu¬ 
lado las reacciones en los soportes A y B y, en la figura 11-8&, se m ues- 
tran los diagramas de fuerza cortante y de momento. Aquí = 20 kN, 

10,67 kN-m. 

Esfuerzo flexionante. Al aplicar la fórmula de la flexión, 

Aímí* 10.67(10*) N-rn 


12 kN/m 

ÍTTTTTTTTTTTTT1 


-i i-i 


1 lm r 

.A 3 m 




(a) 


U.) J U.1.1 ÜU.U J 


12 kN/m 


^req “ 


'peim 


9{10 f> ) N/tn 2 


= 0.00119 m* 


Si se supone que la anchura es a, entonces la altura es de 1.5a, figura 
ll- 8 a. Por lo tanto, 

/ .. , ¿(fl)(l.5a ) 3 


= - = 0.00119 m 3 = 

a 3 = 0.003160 m 3 
a = 0147 m 


(0.75a) 


Esfuerzo cortante. Al aplicar la fórmula del esfuerzo cortante para 
las secciones rectangulares (que es un caso especial de = VQ/It, 
ejemplo 7 . 2 ), se tiene 


t™*, = 1.5—* 7 * - (1.5) 


2Q(10 3 )N 



16 kN 


r{m) 


M (kN-m) 


*(m) 


A (0147 m)(1.5)(0.147 m) 

= 0929 MPa > 0.6 MPa 

ECUACIÓN 

Como el diseño falla para el criterio cortante, la viga debe rediseñarse 
sobre la base del esfuerzo cortante. 


15 

Tperm 


600 kN/m 2 = 1.5 


20(10 3 ) N 


(a) (1.5a) 
a = 0183 m = 183 mm 


Resp. 


Esta sección más grande también resistirá adecuadamente el esfuerzo 
normal. 
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EJEMPLO 11.3 


200 mm 



0.5 kN/m 


likN 


La viga de madera en T que se muestra en la figura ll-9a está hecha 
a partir de dos tablas de 200 mm X 30 mm. Si el esfuerzo flexionan- 
te permisible es tr^ = 12 MPa y el esfuerzo cortante permisible es 
r pcrm = 0.8 MPa, determine si la viga puede soportar con seguridad la 
carga mostrada. Además, especifique el espadamiento máximo entre 
los clavos requeridos para mantener unidas las dos tablas. Considere 
que cada clavo puede resistir con seguridad 1.50 kN en cortante. 


B 


u 

OikN/m 

kN 

f _____ 

f- V -r 'P \t \ 


“51 t 

^w + . 

---2m-* 

C 

--2m-- 



(a) 

SOLUCIÓN 

Diagramas de fuerza cortante y de momento. En la figura 
11-96 se muestran las reacciones sobre la viga y se dibujan los diagramas 
de fuerza cortante y de momento. Aquí, = 1.5 kN, = 2 kN-m. 

Esfuerzo f lexionante. El eje neutro (centroide) se localizará desde 
la parte inferior de la viga. Si se emplean unidades de metros, resulta 

XyA 

y = 


XA 

{0.1 m)(O03 m)(0.2 m) + 0.215 m(0.O3 m)(0.2 m) 


0.03 m{0.2 m) + 0.03 m{0.2 m) 


= 01575 m 


Por lo tanto. 


/ = 


*{m) 


~(0.03 m){0.2 m) 3 + {0.03 m){0.2 m){0.1575 m - 0.1 m) 1 

¿ (0.2 m )(0.03 m) 3 + {0.03 m ){0.2 m){0215 m - 0.1575 m) 3 
= 60.125(10“*) m 4 
Como c = 0.1575 m (no 0.230 m - 0.1575 m = 0.0725 m), se requiere 

^"perni ^ » 

r(m> 


^{ÍO 6 ) Pa 


2(10 3 ) N ■ m(0.1575 m) 
60.125(10“*) m 4 


= 5.24(10 6 )Pa Verificado 
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Esfuerzo cortante. El esfuerzo cortante máximo en la viga depen¬ 
de de la magnitud de Q y f. Esto ocurre en el eje neutro, puesto que 
ahí Q es un máximo y el eje neutro se encuentra en el alma, donde el 
grosor t= 0.03 m es el menor en la sección transversal. Por simplicidad, 
se usará el área rectangular por debajo del eje neutro para calcular Q, 
en vez de un área formada por dos partes que están encima de este eje, 
figur a ll-9c. Se tiene 

Q -- y A' = ( °' 15 ^ 5m )[(0. 1575 m){0.Ü3m)] = 0.372(10“ 3 ) m 3 
de modo que 


800(10?) Pa 


-pe™ - u 

1.5(10 3 ) N[Q.372( 10“ 3 )] m 3 
60.125(10^) m 4 (0.03 m) 


= 309(10?) Pa Verificado 


Espaciamiento entre clavos. A partir del diagrama de fuerza cor¬ 
tante se observa que esa fuerza varía en todo el espaciamiento. Como la 
separación entre los clavos depende de la magnitud de la fuerza cortan¬ 
te en la viga, por simplicidad (y para tener un criterio conservador), se 
diseñará el espaciamiento con base en V = 1.5 kN para la región BC y 
V =1 kN para la región CD. Como los clavos unen a las alas con el alma, 
figura ll-9¿f, se tiene 

Q = y’A’ = (0.0725 m - 0.015 m)[(0.2 m){0.03 m)] = 0.345{10“ 3 ) m 3 
Por lo tanto, el flujo cortante para cada región es 
VbcQ ^(ÍO 3 ) N[0.345( 10- 3 ) m 3 ] 


<¡BC “ 


QCú = 


Vate 


60.125(10“*) m 4 

l(10 3 )N[0.345(10“ 3 )m 3 ] 
60.125(10“*) m 4 


= 8.61 kN/m 


= 5.74 kN/m 


Un clavo puede resistir 1.50 kN en cortante, por lo que el espaciamiento 
máximo resulta ser 


■SjSC “ 


seo = 


1.50 kN 
8.61 kN/m 

1.50 kN 


- 0.174 m 


5.74 kN/m 
Para facilitar la medición se usa 

s —150 m m 
s CD = 250 mm 


- 0.261 m 


Resp. 

Resp. 


N- 



0,0725 m 

tPZH 




0,1575 m 


— 


0,03 m 


Ce) 


JV 


0,03 m 

-T- 


02 m 




0,0725 m 


id) 

Hpira 11-9 (cOdL) 
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PROBLEMAS FUNDAMENTALES 


MJ-l. Determine, con una precisión de 1 mm, La dimen¬ 
sión mínima a de la sección transversal de La viga para sopor¬ 
tar con seguridad la carga mostrada en la figura. La madera 
tiene un esfuerzo normal permisible de íf^= 10 MPa y un 
esfuerzo cortante permisible de = 1 MPa. 


6kN 6kN 



Mil 


Ml-4. Efe termine, con una precisión de g de pulg, la di¬ 
mensión mínima A de la sección transversal de la viga para 
soportar con seguridad la carga mostrada en la figura. La 
madera tiene un esfuerzo normal permisible de tr =2 ksi 
y un esfuerzo cortante permisible de t =200 psi. 


l i kip/píe 



Fll-2. Determine, con una precisión de | de pulg, el diá¬ 
metro mínimo d de la barra para soportar con seguridad la 
carga mostrada en la figura. La barra está fabricada de un 
material que tiene un esfuerzo normal permisible de = 
20 ksi y un esfuerzo cortante permisible de =10 ksi. 


3kip‘pie 

i y|r j°T _ 

^ L-ti pies- j -li pies 

3kip 

111-2 


1-11-3. Determine, con una precisión de 1 mm, la dimen¬ 
sión mínima a de la sección transversal de la viga para sopor¬ 
tar con seguridad la carga mostrada en la figura. La madera 
tiene un esfuerzo normal permisible de <7^ = 12 MPa y un 
esfuerzo cortante permisible de T penn =1.5 MPa. 


15 kN 



Fll-4 


1-11-5» Determine, con una precisión de 1 mm, la dimen¬ 
sión mínima b de la sección transversal de la viga para sopor¬ 
tar con seguridad la carga mostrada en la figura. La madera 
tiene un esfuerzo normal permisible de < 7^=12 MPa y un 
esfuerzo cortante permisible de r tenn - 1.5 MPa. 



*' 11-5 


M1 -6, Escoja la sección más ligera con un perfil W41G que 
puede soportar con seguridad Ja carga mostrada en la figura. 
La viga está fabricada de un acero que tie ne un esfuerzo nor¬ 
mal permisible de <7^^ = 150 MPa y un esfuerzo cortante 
permisible de t | _=75 MPa. 



Ml-3 


Fll-6 
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PROBLEMAS 


11*1. La viga simplemente apoyada está fabricada de una 
madera que tiene un esfuerzo ftexionante permisible de 
tr -6.5 MPa y un esfuerzo cortante permisible de = 
3)0 kPa. Determine sus dimensiones si debe ser rectangular 
y tener una relación altura-anchura de 1.25. 


aicN/m 



Prob.11-1 

11*2. La pared de ladrillo ejerce una carg a uniforme distri¬ 
buida de 120 kip/pie sobre la viga. Si el esfuerzo ftexionante 
permisible es =22 ksi y el esfuerzo cortante permisible 
es ■ 12 ksi, escoja del apéndice B la sección I de ala 
ancha más ligera y con el menor peralte que pueda soportar 
con seguridad la carga mostrada en la figura. 



1 

1 1 ,20 kip/pie 


~tt rmn 


—..—— 


L—J. fc- 



rn pies 

10 | 

Prob, 11-2 

V pico 


*11-4, Dibuje los diagramas de fuerza cortante y de mo¬ 
mento para el eje, asimismo determine su diámetro reque¬ 
rido con una precisión de j de pulg. Considere que <7^ = 
7 ksi y r =3 ksi y que los cojinetes en A y D ejercen sólo 
reacciones verticales sobre el eje. La carga se aplica a las po¬ 
leas en ff, Cy E. 


E 


110 Ib 

l’roli. 11-4 

•11-5. Seleccione del apéndice B la viga de acero I de ala 
ancha con menor peso que pueda soportar con seguridad 
la carga de la máquina mostrada en la figura. El esfuerzo 
ftexionante permisible es =24 ksi y el esfuerzo cortante 


permisible es r p 

51 

I 1 * 

=14 ks 

■mi 

dp 5 V 

i. 

:ip 51 i 

lip 5 k 

ip 

L 

Í1 u 

r i — i 1 

r j — i 1 

r 

_ 

|-2p¡es“ 

■|—2pies-J 

|—2 pies—| 

|—2 pies— 

-2 píes 


frute 11-5 



11-3. La pared de ladrillo ejerce una carga uniforme distri¬ 
buida de 120 kip/pie sobre la viga. Si el esfuerzo ftexionante 
permisible es =22 ksi, determine la anchura b requeri¬ 
da para el ala con una aproximación de ^ de pulg. 



11-6. La viga compuesta está formada por dos secciones, 
que se unen entre sí mediante un perno en B. Use el apéndi¬ 
ce B y seleccione la viga I de ala ancha más ligera que podría 
ser segura en cada sección si el esfuerzo ftexionante permisi¬ 
ble es tr =24 ksi y el esfuerzo cortante permisible es r 

= 14 ksi. La tubería ejerce sobre la viga cargas de 1200 Ib y 
1800 Ib como se muestra en la figura. 



fri>te 11-3 


05 pulg 


frote 11-6 


11 
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11-7. Si los cojinetes en A y B sólo soportan fuerzas ver¬ 
ticales, determíne la mayor magnitud de la carga uniforme 
distribuida w que puede aplicarse a la viga, <r pi¡rm = 15 MPa, 
^ = 1.5 MPa. 



It-oh, 11-7 


+11-8. La viga simplemente apoyada está hecha de una 
madera que tiene un esfuerzo Bexionante permisible de 
íTp.rjn' 1-20 ksi y un esfuerzo cortante permisible de r penn = 
100 psí. Determine sus dimensiones más pequeñas con una 
aproximación de ^ de pulg si es rectangular y tiene una rela¬ 
ción altura-anchura de 1.5. 


I2kip/pie 



•11-9. Seleccione del apéndice B la viga W121 de ala an¬ 
cha de acero con el peso más ligero que puede soportar con 
seguridad la carga mostrada en la figura, donde P =6 kip. El 
esfuerzo Bexionante permisible de er^ = 22 ksi y el esfuer¬ 
zo cortante permisible de r =12 ksi. 

11-10. Seleccione del apéndice B la viga W141 de ala an¬ 
cha de acero con el peso más ligero y con la menor altura 
que puede soportar con seguridad la carga mostrada en la 
figura, donde P = 12 kip. El esfuerzo Bexionante permisible 
es cr = 22 ksi y el esfuerzo cortante permisible es r = 
12 ksi. 


i 





Proba. 11-9/10 

11-11. La viga de madera se carga como se muestra en la 
figura. Si los extremos soportan sólo fuerzas verticales, de¬ 
termine la mayor magnitud de P que puede aplicarse, u piTm 
=25 MPa, T penn =70Q kPa, 



Prut». 11-11 

*11-12. Determine la anchura mínima de la viga con una 
precisión de \ de pulg, que puede soportar con seguridad 
la carga de P = 8 kip. El esfuerzo Bexionante permisible es 
<r = 24- ksi y el esfuerzo cortante permisible es r = 
1 j ksi. p 

6 pies-1-6 pies' 


0=7 



GpulgT [ 


Proh. 11-12 

*11-13. Seleccione del apéndice B la viga I de ala ancha 
de acero de menor peralte y con el menor peso que puede 
soportar con seguridad la carga mostrada en la figura. El es¬ 
fuerzo Bexionante permisible es = 22 ksi y el esfuerzo 
cortante permisible esr pcrm =12 ksi. 



Proh. 11-13 
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11-14. La viga se usa en un patio de ferrocarriles para car¬ 
gar y descargar los vagones. Si la carga de elevación máxima 
prevista es de 12 kip, seleccione del apéndice B la sección I 
de ala ancha de acero con el menor peso que puede sopor¬ 
tar con seguridad la carga. El polipasto viaja a lo largo del 
reborde inferior de la viga, 1 pie ^ x ^ 25 pies, y tiene un 
tamaño insignificante. Suponga que la viga está articulada a 
la columna en By en A, apoyada en un rodillo. El esfuerzo 
fiexionante permisible es =24 ksi y el esfuerzo cortante 
permisible es T pnn = 12 ksi. 



*11-16. La viga simplemente apoyada se compone de dos 
secciones W12 X22 que están sobrepuestas como se mues¬ 
tra en la figura. Determine la carga uniforme w máxima que 
puede soportar la viga si el esfuerzo fiexionante permisible 
es = 22 ksi y el esfuerzo cortante permisible es = 
14 ksi. 

•11-17. La viga simplemente apoyada se compone de dos 
secciones W12 X22 que están sobrepuestas como se muestra 
en la figura. Determine si la viga puede soportar con segu¬ 
ridad una carga de w ¡= 2 kip/pie. El esfuerzo fiexionante 

permisible es tr | _ =22 ksi y el esfuerzo cortante permisible 

^Vnn =14feÍ ' 



l»r«hu, 1J-16/17 


¡M ti 14 


11-15. La viga simplemente apoyada está fabricada de una 
madera que tiene un esfuerzo fiexionante permisible <r penn 
= 960 psi y un esfuerzo cortante permisible = 75 psi. 
Determine sus dimensiones si debe ser rectangular y tener 
una relación altura-anchura de 125. 


5 kip/pie 



11-15. Determine el diámetro más pequeño de la barra 
que puede soportar con seguridad la carga mostrada en la 
figura. El esfuerzo fiexionante permisible es cr^=167 MPa 
y el esfuerzo cortante permisible es = 97 MPa. 

11-19. El tubo tiene un diámetro exterior de 15 mm. De¬ 
termine el diámetro interior mínimo de modo que pueda 
soportar con seguridad la carga mostrada en la figura. El 
esfuerzo fiexionante permisible es = 167 MPa y el es¬ 
fuerzo cortante permisible es r = 97 MPa. 



m 


Pruh. 11-15 


Prolis. 1 l-lg/19 
















































552 


Capítulo 11 Diseño de vigas y ejes 


*11-20. Determine la carga uniforme n-máxima que puede 
soportar la viga W12 X14 si el esfuerzo flexionante permi¬ 
sible es (r pnn = 22 ksi y el esfuerzo cortante permisible es 

V™ = 12 ^ 

•11-21. Determine si la viga W14 X22 puede soportar con 
seguridad una carga de w = 1.5 kip/pie. El esfuerzo flexio¬ 
ta nte permisible es < 7 ^=22 ksi y el esfuerzo cortante per¬ 
misible esT^ =12 ksi. 


11-23. La viga de caja tiene un esfuerzo flexionante permi¬ 
sible de <7^ =10 MPa y un esfuerzo cortante permisible de 
7^=775 kPa, Determine la intensidad w máxima de la car¬ 
ga distribuida que la viga puede soportar en forma segura. 
Además, determine el espaciamiento máximo de los clavos 
para cada tercio de la longitud de la viga. Cada clavo puede 
resistir una fuerza cortante de 200 N. 


w 




11-22. Determine, con una precisión de | de pulg, el pe¬ 
ralte h mínimo de la viga que puede soportar con seguridad 
la carga mostrada en la figura. El esfuerzo flexionante per¬ 
misible es = 21 ksi y el esfuerzo cortante permisible es 
T Pfnn = 10 ksi. La viga tiene un grosor uniforme de 3 pulg. 


*11-24. La vigueta simplemente apoyada se utiliza en la 
construcción de un piso para un edificio. Con el fin de man¬ 
tener el piso bajo con respecto al umbral de las vigas C y D, 
en los extremos de las viguetas se hacen muescas como se 
observa en la figura. Si el esfuerzo cortante permisible para 
la madera es r pwm =350 psi y el esfuerzo flexionante permisi¬ 
ble es (Tp.^=1500 psi, determine la altura h que hará que la 
viga llegue a ambos esfuerzos permisibles al mismo tiempo. 
Además, ¿qué carga P hará que esto suceda? No tome en 
cuenta la concentración de esfuerzos en la muesca. 

11-25. La vigueta simplemente apoyada se utiliza en la 
construcción de un piso para un edificio. Con el fin de man¬ 
tener el piso bajo con respecto al umbral de las vigas Cy D, 
en los extremos de las viguetas se hacen muescas como se 
observa en la figura, Si el esfuerzo cortante permisible para 
la madera es r =350 psi y el esfuerzo flexionante permisi¬ 
ble es =1700 psi, determine la menor altura h de modo 
que la viga soporte una carga de P =600 Ib. Además, ¿toda 
la vigueta soportará de manera segura la caiga? No tome en 
cuenta la concentración de esfuerzos en la muesca. 
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11-26. Seleccione del apéndice B la viga de acero I de ala 
ancha con el menor peso que soportará con seguridad la 
carga mostrada en la figura. El esfuerzo flexionante permi¬ 
sible es <7 = 22 ksi y el esfuerzo cortante permisible es 



11-27. La viga en T se formó con dos placas soldadas entre 
sí, como se muestra en la figura. Determine la máxima carga w 
uniformemente distribuida que la viga puede soportar con 
seguridad si el esfuerzo flexionante permisible es <7^=150 lvi Pa 
y el esfuerzo cortante permisible es _ =70 MPa. 

w 


•11-29. La viga de madera tiene una sección transversal 
rectangular. Determine su altura h de modo que alcance al 
mismo tiempo su esfuerzo flexionante permisible de <r 
1.50 ksi y un esfuerzo cortante permisible de r -150 psi. 
Además, ¿cuál es la máxima carga P que puede soportar la 
viga? 


P P 



-tim- 


-1.5 m- 


200 mm 
K—H i 20 mm 

TJ 


J20O mm 
"20 mm 
firoh, 11-27 


—til— 

W' 


11-30. La viga está construida con tres tablones como se 
muestra en la figura. Si cada clavo puede soportar una fuerza 
de 300 Ib, determine el espaciamiento máximo permisible s, 
s' y s "entre los clavos para las regiones AB, BC y CD, res¬ 
pectivamente, Además, si el esfuerzo flexionante permisible 
es <r ptym = 1.5 ksi y el esfuerzo cortante permisible es T ptr¡n 
150 psi, determine si puede soportar con seguridad la carga. 


*11-28. La viga está fabricada de un material cerámico que 
tiene un esfuerzo flexionante permisible de 0^=735 psi y 
un esfuerzo cortante permisible de =400 psi. Determi¬ 
ne el ancho £>de la viga si la altura h = 2b. 

1500 Ib 500 Ib 


15 Ib 



¿P 2pulg 2pulg 


Pruti. 11-28 


PrulL 11-30 
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■=> 



Viga de concreto con ménsula 


<b> 



Viga 1 de ala ancha con placas de refuerzo 
CO 

liguru 11-10 



La viga de este puente elevado tiene un mo¬ 
mento de inercia variable. Este diserto redu¬ 
ce el peso del material y ahorra costos. 


*11.3 Vigas completamente esforzadas 

Como el momento en una viga suele variar en toda su longitud, por lo 
general la elección de una viga prismática es poco eficiente, ya que nunca 
está completamente esforzada en los puntos donde el momento intemo es 
menor que el momento máximo de la viga. Con el fin de reducir el peso 
de la viga, en ocasiones los ingenieros la eligen con una sección transver¬ 
sal variable , de tal manera que en cada sección transversal a lo largo de 
la viga, el esfuerzo fiexionante alcanza su valor máximo permisible. Las 
vigas que tienen un área variable en su sección transversal se denominan 
vigas no prismáticas. Con frecuencia se emplean en máquinas, puesto que 
pueden fabricarse fácilmente mediante fundición. En la figura 11-lOa se 
muestran dos ejemplos. En estructuras como las vigas pueden incluirse 
“ménsulas” en sus extremos como se muestra en la figura 11- 10b. Además, 
las vigas pueden “construirse” o fabricarse en un taller usando placas. Un 
ejemplo de esto es un larguero fabricado a partir de una viga I de ala ancha 
laminada, con placas soldadas a la viga en la región donde el momento es 
máximo, figura 11-10c. 

El anáfisis de esfuerzos en una viga no prismática suele ser muy difícil 
de realizar y se encuentra fuera del alcance de este libro. Con mucha fre¬ 
cuencia, estos perfiles se analizan mediante una computadora o a través de 
la teoría de la elasticidad. Sin embargo, los resultados obtenidos de este 
análisis, indican que los supuestos empleados en la obtención de la fórm u- 
Ea de la flexión son aproximadamente correctos para predecir los esfuerzos 
flexionantes en las secciones no prismáticas, siempre que el ahusamiento O 
la pendiente de la frontera superior o inferior de la viga no sea muy gran¬ 
de. Por otra parte, la fórmula del esfuerzo cortante no puede usarse para el 
diseño de vigas no prismáticas, puesto que los resultados obtenidos a partir 
de ésta son poco confiables. 

Aunque se recomienda tener precaución al aplicar la fórmula de la 
flexión en el diseño de vigas prismáticas, aquí se mostrará, en principio, 
cómo puede emplearse esta fórmula como un medio aproximado para la 
ob te nc ión de un per fií general de 1 a v ig a. En este se nt ido, el tamaño de I a sec- 
ción transversal de una viga no prismática que soporta una carga dada 
puede determinarse mediante la fórmula de la flexión escrita como 



^perm 


Si se expresa el momento interno M en función de su posición x a lo lar¬ 
go de la viga, entonces como es una constante conocida, el módulo 
de sección S o las dimensiones de la viga se convierten en una función de 
jc. Una viga diseñada de esta manera se denomina viga completamente 
esforzada. Aunque en la derivación de su forma final sólo se han conside¬ 
rado esfuerzos flexionantes, también debe prestarse atención al hecho de 
que la viga resísta el esfuerzo cortante, especialmente en los puntos don¬ 
de Se aplican cargas concentradas. 
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EJEMPLO 11.4 


Determine la forma de una viga totalmente esforzada y simplemente 
apoyada que soporta una fuerza concentrada en su centro, figura li¬ 
lla. La viga tiene una sección transveisal rectangular de anchura cons¬ 
tante b> y el esfuerzo permisible es 

P 


L, 

2 


JL 

2 


i 

00 



ííjsiira 11-11 


s = 


2a a 


v pe r m perm 

Como S = 1/c, entonces para un área transversal de h por b se tiene 

/ febtf P 


c hj2 

h 2 = 

Si k =A 0 en x = Lf. 2, entonces 

= 

de modo que 

h 1 


2a 


perm 


3 P 




3 PL 

perm^ 


■(¥> 


Resp. 




T 

h 


ib) 


SOLUCIÓN 

El momento interno en la viga, figura 11-116, expresado como una fun¬ 
ción de la posición, 0 < L¡2, es 

P 

M= J X 

Por lo tanto, el módulo de sección requerido es 

Af P 


Por inspección, el peralte h debe entonces variar de m anera parabó¬ 
lica con la distancia x. 

NOTA: En la práctica esta forma es la base del diseño de las muelles 
usadas para sostener los ejes traseros de la mayoría de los camiones pe¬ 
sados o vagones de ferrocarril, como el mostrado en la foto adyacente. 
Observe que aunque este resultado indica que h = 0 en x = 0, es nece¬ 
sario que la viga resista esfuerzo cortante en los apoyos y, en un sentido 
práctico, se debe exigir que h > 0 en los soportes, figura 11-Ha. 
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EJEMPLO 


11.5 


La viga en voladizo que se muestra en la figura 11- 12o tiene una forma 
trapezoidal, con un peralte en A y uno de 3A 0 en B. Si soporta una 
carga P en su extremo, determine el esf uerzo normal máximo en la viga. 
Ésta tiene una sección transversal rectangular de anchura constante b. 

P 


v 



x 


B 

L- -- 


(a) 


P 



SOLUCIÓN 

En cualquier sección transversal, el esfuerzo normal máximo se produ¬ 
ce en la superficie superior e inferior de la viga. Sin embargo, como cr^ 
= M/S y el módulo de sección S se incrementa a medida que aumenta 
x, el esfuerzo normal máximo absoluto no necesariamente ocurre en 
la pared B, donde el momento es máximo. Si se usa la fórmula de la 
flexión, es posible expresar el esfuerzo normal máximo en una sección 
arbitraria en términos de su posición x ,figura 11-126. Aquí el momento 
interno tiene una magnitud de M = Px. Como la pendiente de la par¬ 
te inferior de la viga es 2A 0 /L, figura 11- 12o, el peralte de la viga en la 
posición x es 


h = -j^-x + A 0 = ~r(2x + L) 
L L 


ii 
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Al aplicar la fórmula de la flexión, se tiene 

A 1c Px{h¡2) 6 PL 2 x 

* i (¿M 3 ) bhJiZx+L) 1 } 

Para determinar la posición x donde se produce el esfuerzo normal 
máximo absoluto, es necesario obtener la derivada de tr con respecto a 
x e igualarla a cero. De esto se obtiene 

áa_ _ 1(2» + ¿) 2 - *{2){2* + ¿)(2) _ 

dx bhfí 1 ) (2x + L) 4 

Por lo tanto. 


4/ + 4 xL + L 2 - 8* 2 - 4xL = 0 
L 1 - Ax 4 = 0 



Si se sustituye en la ecuación 1 y después se simplifica, el esfuerzo nor¬ 
mal máximo absoluto es 


_ 3 PL 

"a? 4 utf 


Resp. 


Observe que en la pared, B, el esfuerzo normal máximo es 


_ Me _ PLjhShn) _ 2 PL 
1 ~ [nK3Ao) 3 ] ” 3bh 0 1 


que es 11.1 por ciento más pequeño que <r ah , . 

m ái 

NOTA: Recuerde que la fórmula de la flexión se obtuvo con base en 
el supuesto de que la viga es prismática. Como esto no ocurre en el 
presente caso, se espera un error en el desarrollo de este problema y 
en el del ejemplo 11.4. Un análisis matemático más exacto, utilizando 
la teoría de la elasticidad, revela que la aplicación de la fórmula de la 
flexión como en el ejemplo anterior sólo resulta en pequeños errores 
en el esfuerzo normal si el ángulo de ahusamiento de la viga es peque¬ 
ño. Por ejemplo, si este ángulo es de 15°, el esfuerzo calculado con la 
fórmula de la flexión será alrededor de 5 por dentó superior al que se 
calcula mediante el análisis más exacto. También vale la pena señalar 
que el cálculo de (cr^)^ se llevó a cabo sólo con propósitos ilustrativos, 
ya que por el prindpio de Saint-Venant, la distribución del esf uerzo real 
en el soporte (pared) es bastante irregular. 
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(a) 


* 11.4 Diseño de ejes 


Los ejes que tienen secciones circulares se utilizan a menudo en el diseñó 
de equipos mecánicos y maquinaria. Por ello, pueden estar sometidos a un 
esfuerzo o fatiga cíclica, la cual es causada por la flexión combinada y las 
cargas de torsión que deben transmitir o resistir. Además de estas cargas, 
en un eje pueden existir concentraciones de esfuerzo debido a las cuñas, 
B acoplamientos y transiciones súbitas en el área de su sección transversal 
(sección 5.8). Por lo tanto, si se desea diseñar un eje de manera adecuada, 
es necesario tener todos estos efectos en cuenta. 

En esta sección se analizarán algunos de los aspectos más importantes 
en el diseño de ejes, los cuales se requieren para transmitir potencia. Con 
frecuencia, estos ejes están sometidos a cargas aplicadas sobre las po¬ 
leas y los engranajes a los que están unidos, como se muestra en la figura 
ll-13a. Como las cargas se pueden aplicar al eje en varios ángulos, la 
flexión interna y los momentos de torsión pueden determinarse en cual¬ 
quier sección transversal, en primer lugar al sustituir tas cargas por sus 
contrapartes estáticamente equivalentes y, después, al descomponer estas 
cargas en sus componentes pertenecientes a dos planos perpendiculares, 
figura 11-13&. Entonces, es posible trazar los diagramas de momento 
flexionante para las cargas en cada plano y se puede determinar el mo¬ 
mento interno resultante en c ualquier sec ción a lo largo del eje median¬ 
te una suma vectorial, M = Va/* + figura ll-13c. Además de este 
momento, los segmentos del eje también están sometidos a diferentes pa- 



por las cargas en el plano y-z 


por las cargas en el plano x-y 


(O 


Diagrama de par de torsión causado 
por los pares aplicados alrededor 
de la Ifnea central del eje 

<d) 

J'tjuini 11-13 
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Una vez que se han establecido los diagramas de momento y de par 
de torsión, es posible investigar ciertas secciones críticas a lo largo del eje 
donde la combinación de un momento resultante M y un par de torsión T 
crea la peor situación de esfuerzo. Como el momento de inercia del eje es 
el mismo respecto a cualquier eje diametral, se puede aplicar Ea fórmula de 
la flexión con el momento resultante para obtener el esfuerzo flexionante 
máximo. Como se muestra en la figura ll-13e, este esfuerzo se producirá 
en dos elementos, Cy D, cada uno situado en la frontera exterior del eje. 
Si en esta sección también se resiste un par de torsión T, entonces se desarro¬ 
lla un esfuerzo cortante máximo en los elementos, figura 11-13/ Además, las 
fuerzas externas también crearán un esfuerzo cortante en el eje, determina¬ 
do a partir de r = VQ/If, sin embargo, usualmente este esfuerzo contribuirá 
con una distribución de esfuerzo mucho menor sobre la sección transversal 
que la desarrollada por la flexión y la torsión. En algunos casos debe investi¬ 
garse este efecto, pero por simplicidad no se tomará en cuenta en el siguien¬ 
te análisis. Por lo tanto, en general, el elemento crítico D (o C) sobre el eje 
está sometido a esfuerzo plano , como se muestra en la figura ll-13g, donde 

Me Te 

T y T = 7 


cr = 


9-7, en el estado de esfuerzo de la figura ll-13g, se tiene 

-M 


* pejrm 


+ 



■MFm 



Como I= ir^/4 y J =ire 4 /2, esta ecuación se convierte en 


' perm 


1TC 3 


VM 2 + T 2 


íe> 

l'Ej’tirj) 11*13 ({«nt) 


Al despejar el Tadio del eje, se obtiene 

c=[—-— VM 2 + TM ¡ (11-2) 

yir'I'perm J 

Por supuesto, la aplicación de cualquier otra teoría de falla conduce a 
una formulación diferente de c. Sin embargo, en todos los casos puede ser 
necesario aplicar esta fórmula para varias “secciones críticas” a lo largo 
del eje con el fin de determinar la combinación particular de Ai y T que 
proporciona el mayor valor de c. 

El siguiente ejemplo ilustra el procedimiento en forma numérica. 















560 


Capítulo 11 Diseño de vigas y ejes 



El eje de la figura II- 14a se sostiene mediante chumaceras lisas en A y 
B. Debido a la transmisión de potencia desde y hacia el eje, las bandas 
en las poleas están sometidas a las tensiones mostradas en la figura. 
Determine el menor diámetro posible del eje con base en la teoría del 
esfuerzo cortante máximo, con = 50 MPa. 

pctrrn 


z 



z 



y 


ii^iiru 11-14 
SOLUCIÓN 

Se han calculado las reacciones en los apoyos que se muestran en el 
diagrama de cuerpo libre del eje, figura 11-14&. Los diagramas de mo¬ 
mento flexionante para M x y muestran en las figuras II-14c y 
ll-14d, respectivamente. El diagrama de par de torsión se muestra en 
la figura ll-14c. Por inspección, los puntos críticos para el momento 
flexionante ocurren, ya sea en C, o en B. Además, justo a la derecha 
de C y en B el momento de torsión es 7.5 N - m. En C, el momento 
resultante es 

M c = V( 118.75N-m) 2 + (37.5N-m) 2 - 124.5 N-m 
mientras que en B es más pequeño, a saber, 


M ñ = 75 N-m 
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B 


B 



jí{m> 



y(m) 



(e) 

l isura 11*14 (ctinL) 


Como el diseño se basa en la teorí a del esfu erzo cortante máximo, se 
aplica la ecuación 11-2. El radical Va / 2 + T 2 será el más grande en la 
sección justo a la derecha de C. Se tiene 

- Vm 1 + T 2 

■ n 7 ^ V(124 - 5 N,m)2t (7 ' 5 N ' m)Z Y 

= 0.0117 m 




Así, el menor diámetro permisible es 

d= 2(0.0117 m) = 23.3 mm Resp. 
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PROBLEMAS 


11*31. La viga ahusada soporta una fuerza concentrada P 
en su centro. Si está hecha con una placa que tiene una an¬ 
chura b constante, determine el esfuerzo flexionante máxi¬ 
mo absoluto en la viga. 



PntU 11-31 


*11-32» La viga está fabricada de una placa que tiene un 
grosor b constante. Si está simplemente apoyada y resiste 
una carga uniforme w, determine la variación de su peralte 
en función de x, de modo que mantenga un esfuerzo flexio¬ 
nante máximo constante <r fKTm en toda su longitud. 


w 



•11-33. La viga está fabricada de una placa con un grosor 
/ constante y una anchura que varía como se muestra en la 
fgura. Si soporta una fuerza concentrada P en su centro, de¬ 
termine el esfuerzo flexionante máximo absoluto en la viga 
y especifique su ubicación z, 0 <x< L/2. 



11-34. La viga está fabricada de una placa que tiene un 
grosor b constante. Si está simplemente apoyada y resiste 
la carga distribuida que se muestra en la figura, determi¬ 
ne la variación de su peralte en función de x, de modo que 
mantenga un esfuerzo flexionante máximo constante <7^ 
en toda su longitud. 


fc'o 



11-35. La viga está hecha de una placa que tiene un grosor 
b constante. Si está simplemente apoyada y resiste la carga 
distribuida que se muestra en la figura, determine el esfuer¬ 
zo flexionante máximo en la viga. 


h-q 



*11-36. Determine la variación del radio r de la viga en vo¬ 
ladizo que soporta la carga uniforme distribuida, de modo 
que tenga un esfuerzo flexionante máximo constante tr^ 
en toda su longitud. 



11 


Ptnbw 11-33 


Proh. 11-36 
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•11-37. Determine la variación del peralte d de una viga 
en voladizo que soporta una fuerza concentrada P en su ex¬ 
tremo, de modo que tiene un esfuerzo flexionante máximo 
constante < 7 perril en toda su longitud. La viga tiene una anchu¬ 
ra constante b„. 



11-38. Determine la variación en la anchura b como una 
función de x para la viga en voladizo que soporta una carga 
uniforme distribuida a lo largo de su línea central, de modo 
que tiene el mismo esfuerzo flexionante máximo <r p(¡nil en 
toda su longitud. La viga tiene un peralte constante /. 



11-39. El eje se apoya en las chumaceras que no ofrecen 
resistencia a la carga axial. Si el esfuerzo normal permisible 
paraelejees<r |wnn =80MPa, determine conprecisiónde 1 mm 
el menor diámetro del eje que soportará la carga, Use la teo¬ 
ría de falla de la energía de distorsión máxima, 

*11-40. El eje se apoya en las chumaceras que no ofrecen 
resistencia a la carga axial. Si el esfuerzo cortante permisible 
paraeleje 657^=35 MPa, determine con precisión de 1 mm 
el menor diámetro del eje que soportará la carga. Use la teo¬ 
ría de falla del esfuerzo cortante máximo. 


z 



•11-41. El engranaje conectado al eje se somete a las car¬ 
gas mostradas en la figura. Si los cojinetes en A y B sólo ejer¬ 
cen componentes de fuerza en y y z sobre el eje, determine 
el par de torsión de equilibrio T en el engrane C y después 
determine, con precisión de 1 mm, el menor diámetro del eje 
que soportará las cargas. Use la teoría de falla del esfuerzo 
cortante máximo con = 60 MPa. 

11-42. El engranaje conectado al eje se somete a las cargas 
mostradas en la figura, Si los cojinetes en A y B sólo ejercen 
componentes de fuerza en y y z sobre el eje, determine el 
par de torsión de equilibrio Ten el engrane Cy después de¬ 
termine, con precisión de 1 mm, el menor diámetro del eje 
que soportará las caigas. Use la teoría de falla de la energía 
de distorsión máxima con ír p , rm =80 MPa. 


z 
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11-43. El eje está soportado por los cojinetes en A y B que 
tjercen componentes de fuera sobre éste, sólo en las direc¬ 
ciones x y z. Si el esfuerzo normal permisible para el eje es 
«Tpjrjn = 15 ksi, determine con una precisión de ^ de pulg el 
menor diámetro del eje que soportará la carga. Use la teoría 
de falla de la energía de distorsión máxima, 


z 



*11-44. El eje está soportado por los cojinetes en A y B 
que ejercen componentes de fuerza sobre el eje, sólo en las 
Erecciones xyz. Si el esfuerzo normal permisible para el eje 
es =15 ksi, determine con una precisión de | de pulg el 
menor diámetro del eje que soportará la carga. Use la teoría 
de falla del esfuerzo cortante máximo. Tome =6 ksi. 


z 



•11-45. Los cojinetes en A y D ejercen componentes de 
fuerza sobre el eje sólo en y yz. Si r =60 MPa, determine 
con precisión de 1 mm el menor diámetro del eje que so¬ 
portará la carga. Use la teoría de falla del esfuerzo cortante 
máximo. 


z 



U-46. Los cojinetes en A y D ejercen componentes de 
fuerza sobre el eje sólo en y y z. Si T penn =60 MPa, determine 
con precisión de 1 mm el menor diámetro del eje que sopor¬ 
tará la carga. Use la teoría de falla de la energía de distorsión 
máxima. <r rrn =130 MPa. 

pcnn 


t 



11 
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La falla de una viga se produce cuando la fuerza cortante 
oel momento interno en la viga son máximos. Por lo tanto, 
para resistir estas cargas es necesario que losesfueizos máxi¬ 
mos asociados, cortante y flexionante, no superen los valores 
permisibles que se establecen en los códigos. Normalmente, 
la sección transversal de una viga primero se diseña para re¬ 
sistir el esfuerzo flexionante permisible. 

_ ^ méeL € 

^pírm " j 


Después se verifica el esfuerzo cortante permisible. Para las 
secciones rectangulares, r pfnn \.5{V^/Á\ y para las sec¬ 
ciones I de ala ancha es apropiado utilizar ^ V r m(U / J 4 dins . 

En general, use 

VQ 

Tpe ™ " h 


Para las vigas compuestas, el espada miento entre los ele¬ 
mentos de sujeción o la resistencia del pegamento o solda¬ 
dura se determina mediante un flujo cortante permisible 

_ VQ 

9pcrm j 


Las vigas totalmente esforzadas son no prismáticas y se dise¬ 
ñan de tal manera que cada sección transversal a lo largo de 
la viga resista el esfuerzo flexionante permisible. Esto defi¬ 
ne la forma de la viga. 


Por lo general, un eje mecánico se diseña para resistir tanto 
la torsión como la flexión. Normalmente,el momento flexio¬ 
nante interno puede descomponerse en dos planos, por lo 
que es necesario establecer los diagramas de momento para 
cada componente del momento flexionante y después selec- 
donar el momento máximo con base en la suma de vectores. 
Una vez que se determinan los esfuerzos flexionante y cor¬ 
tante máximos, dependiendo del tipo de material, se usa una 
teoría de falla adecuada para comparar el esfuerzo permisi¬ 
ble con lo que se requiere. 

A 

Pi ¿V: 

% 
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Capítulo 11 Diseño de vigas y ejes 


PROBLEMAS DE REPASO 


11-47. Dibuje los diagramas de fuerza cortante y de 
momento para el eje y luego determine el diámetro re¬ 
querido con una precisión de 1 mm si = 140 MPa y 
r = 80 MPa. Los cojinetes en A y B sólo ejercen reaccio¬ 
nes verticales sobre el eje. 


•11-49. Los cojinetes en A y B sólo ejercen componentes 
de fuerza x y z sobre el eje de acero. Determine el diáme¬ 
tro del eje con una precisión de un milímetro, de modo que 
pueda resistir las cargas de los engranes sin exceder un es¬ 
fuerzo cortante permisible de T pejm =80 MPa. Use la teoría 
de falla del esfuerzo cortante máximo. 


1500 N 


800 N 



«-*)*-- 600 mm-" 

125 mm 75 mm 


Proh. 11-47 


♦11-48. La viga en voladizo se construye con dos piezas de 
madera de 2 por 4 pulg soportadas como se muestra en la 
figura. Si el esfuerzo flexionante permisible es tr = 600 
psi, determine la mayor carga P que puede aplicarse. Ade¬ 
más, determine el máximo espaciamiento asociado, s, entre 
los clavos a lo largo de la sección AC de la viga si cada clavo 
puede resistir una fuerza cortante de 800 Ib. Suponga que la 
viga está articulada en A By D. No tome en cuenta la fuerza 
axial desarrollada en la viga a lo largo de DA. 


Proh, 11-49 


11-50. Los cojinetes en A y B ejercen sólo componentes de 
fuerza xyz sobre el eje de acero. Determine el diámetro del 
eje con una precisión de 1 mm, de modo que pueda resistir 
las caicas de los engranes sin exceder un esfuerzo cortante 
permisible de r pínn = 80 MPa. Use la teoría de falla de la 
energía de distorsión máxima con <r =200 MPa. 




2 pies 


2pulg 



11 


ProU. 11-48 


Proh. 11-50 
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11*51. Dibuje los diagramas de fuerza cortante y de mo¬ 
mento para la viga. Después, seleccione del apéndice B 
la viga I de ala ancha de acero con menor peso que pueda 
soportar la carga con seguridad. Considere =22 ksi y 


•11-53. La viga ahusada soporta una carga uniforme distri¬ 
buida iv. Si está hecha a partir de una placa y tiene una an¬ 
chura b constante, determine el esfuerzo flexionante máxi¬ 
mo absoluto en la viga. 


3kip/pie 


ti kip ■ pie 




Jfc 

A 


zxr~ 


-12 pies- 

B 

-1-6 pies--- 


Proh, 11-51 


*11-52. La viga está hecha de ciprés con un esfuerzo flexio¬ 
nante permisible de a ■ 850 psi y un esfuerzo cortante 
permisible de = 80 psi. Determine la anchura b de la 
viga si la altura h= 1.56. 



11-54. El eje tubular tiene un diámetro interior de 15 mm. 
Determine con una precisión de 1 mm su diámetro exterior 
si está sometido a la carga de los engranes. Los cojinetes en 
Ay B sólo ejercen componentes de fuerza sobre el eje en 
las direcciones y y z. Use un esfuerzo cortante permisible 
de Tp^,, = 70 MPa y base el diseño en la teoría de falla del 
esfuerzo cortante máximo. 

11-55. Determine con una precisión de 1 mm el diámetro 
del eje sólido si está sometido a la carga de los engranes. 
Los cojinetes en A y B sólo ejercen componentes de fuer¬ 
za sobre el eje en las direcciones y y z. Base el diseño en 
la teoría de falla de la energía de distorsión máxima con 
<V™ = 150MPa. 


jm 




75 Ib /pie 

mn 


3001b 


1 
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Proh. 11-52 


Prut** 11*54/55 
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Si se mide la curvatura de esta pértiga, es posible determinar el esfuerzo flexionante desarrollado en su interior. 
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Deflexión de vigas 
y ejes 


OBJETIVOS DEL CAPÍTULO 

A menudo es necesario fijar límites sobre la cantidad de deflexión que 
puede experimentar una barra o un eje cuando están sometidos a una 
carga, por ello en este capítulo se analizarán diferentes métodos para 
determinar la deflexión y la pendiente en puntos específicos de vigas y 
ejes. Los métodos analíticos incluyen el método de integración, el uso 
de funciones de discontinuidad y el método de superposición. Además, 
Se presentará una técnica semigráfica llamada método del momento de 
área. Al final del capítulo se usarán estos métodos para determinar las 
reacciones en los soportes de una viga o un eje estáticamente indeter¬ 
minado. 


12.1 La curva elástica 


Con frecuencia, debe limitarse la deflexión de una viga o eje con el fin de 
proporcionar integridad y estabilidad a una estructura o máquina, y así 
evitar el agrietamiento de cualquier material frágil unido a la viga como el 
concreto O el vidrio. Además, las restricciones de código suelen exigir que 
estos elementos no vibren o se desvíen de manera importante a fin de po¬ 
der soportar con seguridad las operaciones de carga previstas. Si se analiza 
un elemento estáticamente indeterminado, resulta importante encontrar 
las deflexiones en puntos específicos de una viga O eje. 

Antes de determinar la pendiente o el desplazamiento en un punto de 
una viga (o eje), a menudo es útil trazar la forma flexionada de la viga cuan¬ 
do ésta soporta una carga para “visualizar” cualquier resultado calculado y 
por tanto verificar parcialmente estos resultados. La curva de deflexión del 
eje longitudinal que pasa por el centroide de cada área de sección transver¬ 
sal de una viga se denomina curva elástica. Par a la mayoría de las vigas, la 
curva elástica puede trazarse sin mucha dificultad. Sin embargo, al hacerlo 
es necesario conocer la manera en que la pendiente O el desplazamiento 
están restringidos en diferentes tipos de soportes. En general, los soportes 
que se resisten a una fuerza, como un pasador, restringen el desplazamien¬ 
to y aquellos que se resisten a un momento, como una pared fija, restringen 
la rotación o la pendiente, así como el desplazamiento. Considerando esto, 
en la figura 12-1 se muestran dos ejemplos típicos de las curvas elásticas 
para vigas cargadas (o ejes cargados), los cuales se dibujan a una escala 
exagerada. 


p 



Fíj>ttra 12-1 


5Ó9 
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Capítulo 12 Deflexión de vigas v ejes 




Momento interno positivo, 
cóncavo hacia arriba 

(a) 



Momento interno negativo, 
cóncavo hacia abajo 
ib) 

Figura 12-2 


Si la curva elástica de una viga parece difícil de establecer, se sugiere 
primero dibujar el diagrama de momentos para la viga. Si se usa la con¬ 
vención de signos para una viga que se estableció en la sección 6.1, un 
momento interno positivo tiende a doblar la viga de manera cóncava hacia 
arriba, figura 12-2 a. Del mismo modo, un momento negativo tiende a do¬ 
blar la viga de forma cóncava hacia abajo, figura 12-2b. Por lo tanto, si se 
conoce el diagrama de momentos resultará fácil construir la curva elástica. 
Por ejemplo, la viga de la figura 12-3a se muestra en la figura 3.12b junto 
con su diagrama de momentos asociado. Debido a los soportes de rodillo 
y pasador, el desplazamiento en B y D debe ser cero. Dentro de la región 
de momento negativo, AC, figura 12-3b, !a curva elástica debe ser cóncava 
hada abajo y dentro de la región de momento positivo, CD, la curva elás¬ 
tica debe ser cóncava hacia arriba. Por consiguiente debe haber un punto 
de inflexión en el punto C, donde la curva cambia de cóncava hada arri¬ 
ba a cóncava hada abajo, puesto que éste es un punto de momento nulo. 
Si se emplean estos hechos, es posible dibujar la curva elástica de la viga 
como se muestra en la figura 12-3c. También debe tenerse en cuenta que 
los desplazamientos y A £ son espedalmente críticos. En el punto E la 
pendiente de la curva elástica es cero y la deflexión de la viga puede ser un 
máximo. El hecho de que A £ sea en realidad mayor que A^, depende délas 
magnitudes relativas de P, y P 3 , y la ubicadón del rodillo en B. 

Con base en estos mismos prindpios, observe cómo se construyó la cur¬ 
va elástica de la figura 12-4. Aquí, la viga está en voladizo con un soporte 
fijo en A y, por lo tanto, la curva elástica debe tener desplazamiento y pen¬ 
diente con valor de cero en este punto. Además, el mayor desplazamiento 
se produdrá en D, donde la pendiente es cero, o en C. 


P. 


(a) M 


1 

B 

i 
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Figura 12-3 





M 


M 


(b) 


Diagrama de momentos 


C 



PUnto de inflexión 

Curva elástica 


Figura 12-4 
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Relación momento-curvatura. Ahora se desarrollará una rela¬ 
ción importante entre el momento interno y el radio de curvatura p (rho) 
de la curva elástica en un punto. La ecuación resultante se utilizará para 
establecer cada uno de los métodos presentados en el capítulo para encon¬ 
trar la pendiente y el desplazamiento en puntos sobre la curva elástica. 

El siguiente análisis requerirá el uso de tres coordenadas en esta sección 
y en la siguiente. Como se muestra en la figura 12-5 a, el eje x positivo se 
extiende a la derecha, a lo largo del eje longitudinal inicialmente recto de 
la viga. Se usa para localizar el elemento diferencial, que tiene una anchura 
no deformada dx. El eje v se extiende positivo hacia arriba del eje x. Mide 
el desplazamiento de la curva elástica. Por último, una coordenada y “loca¬ 
lizada” se emplea para especificar la posición de una fibra en el elemento 
de viga. Se mide positivo hacia arriba desde el eje neutro (o curva elástica) 
como se muestra en la figura 12-5¿>. Recuerde que esta misma convención 
de signos para x y y se utilizó en la obtención de la fórmula de la flexión. 

Para deducir la relación entre el momento interno y p, se limitará el 
análisis al caso más común de una viga en un principio recta, la cual se 
deforma elásticamente por las cargas aplicadas perpendicularmente al eje 
jrdela viga, y se encuentra en el plano x-v de simetría para la sección trans¬ 
versal de la viga. Debido a las cargas, la deformación de la viga es causada 
tanto por la fuerza cortante interna como por el momento flexioríante. Si 
la viga tiene una longitud que es mucho mayor que su peralte, la mayor 
deformación será causada por la flexión y, por lo tanto, hay que prestar 
atención a sus efectos. Las deflexiones causadas por la fuerza cortante se 
analizarán en el capítulo 14. 




Hgurji 12-5 



















572 


Capítulo 12 Deflexión de vigas y ejes 



Antes de la Después de la 

deformación deformación 


ib) 


Cuando el momento interno M deforma al elemento de la viga, el ángu¬ 
lo entre las secciones transversales se convierte en d$, figura 12 -5b. El arco 
dx representa una porción de la curva elástica que cruza el eje neutro para 
cada sección transversal. El radio de curvatura para este arco se define 
como la distancia p, que se mide desde el centro de curvatura O' hasta dx. 
Cualquier arco distinto a dx en el elemento está sometido a una deforma¬ 
ción normal. Por ejemplo, la deformación en el arco ds, localizado en una 
posición y desde el eje neutro es e = (ds r - ds)/ds. Sin embargo, ds = dx = 
pd$yds' = (p-y)d$, por lo que € = [(p-y)dO-pdS\¡pd &o bien 


1 

P 



( 12 - 1 ) 


Si el material es homogéneo y se comporta de una manera elástico lineal, 
entonces aplica la ley de Hooke.e =<x¡E. Además, como aplica la fórmula 
de la flexión, cr= -My/I. Al combinar est as dos ecuaciones y sustituirlas en 
la ecuación anterior, se tiene 


Figura 12-5 («int,) 


1 _ M 
p~~EI 


( 12 - 2 ) 


donde 


p = el radio de curvatura en el punto sobre la curva elástica 
(1 ¡p se conoce como la curvatura) 

M = el momento intemo en la viga en el punto 
E = el módulo de elasticidad del material 
7= el momento de inercia de la viga respecto al eje neutro 


+M 



-M 




—j 1 \T 

Plinto / 
de inflexión 
M=G 



Figura 12*6 


El producto El de esta ecuación se conoce como la rigidez a la flexión, 
y siempre es una cantidad positiva. Por lo tanto, el signo de p depende de 
la dirección del momento. Como se muestra en la figura 12-6, cuando M 
es positivo, v se extiende por encima de la viga, es decir, en la dirección v 
positiva; cuando Af es negativo, p se extiende por debajo de la viga, o en la 
dirección v negativa. 

Si se usa la fórmula de la flexión, cr = -A/y/7, también es posible expre¬ 
sarla curvatura en términos del esfuerzo en la viga, a saber. 


_ _ <x_ 

p Ey 


(12-3) 


Las ecuaciones 12-2 y 12-3 son válidas para radios de curvatura peque¬ 
ñas o grandes. Sin embargo, el valor de p casi siempre se calcula como una 
cantidad muy grande. Por ejemplo, considere una viga de acero A-36 fabri¬ 
cada con base en un perfil W14X 53 (apéndice B), donde E^ = 29(10- 1 ) ksi 
y cr r =36 ksi. Cuando el material en las fibras exteriores,y = ±7 pulg, está 
a punto de ceder, entonces p = ±5639 pulg de acuerdo con la ecuación 12-3. 
Los valores de cr calculados en otros puntos a lo largo de la curva elástica 
de la viga pueden ser aún mayores, puesto que cr no puede ser superior a 
a y en las fibras exteriores. 
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12.2 Pendiente y desplazamiento 
por integración 


La ecuación de la curva elástica de una viga puede expresarse matemáti¬ 
camente como v=f(x). Para obtener esta ecuación, primero es necesario 
representar la curvatura (1/p) en términos de v y x. En la mayoría de los 
libros de cálculo se demuestra que esta relación es 

I dHjdx 2 

p [1 + {dvldx'ffit 1 


Sustituyendo en la ecuación 12-2, hemos 

d 2 v/dx 2 _ M 
[1 + (dv/dx) 2 ] 2 ^ 2 El 


(12-4) 


Esta ecuación representa una ecuación diferencial no lineal de segundo or¬ 
den. Su solución, que se denomina elástica, da la forma exacta de la curva 
elástica, suponiendo que las deflexiones de la viga se producen sólo debi¬ 
do a la flexión. Mediante el uso de matemáticas superiores, las soluciones 
elásticas se han obtenido sólo para casos simples de la geometría y la carga 
de una viga. 

La ecuación 12-4 puede modificarse con el fin de facilitar la solución de 
un mayor número de problemas de deflexión. La mayoría de los códigos 
de diseño de ingeniería especifican imitaciones sobre las deflexiones por 
tolerancia o por fines estéticos, y como resultado las deflexiones elásticas 
para la mayoría de las vigas y ejes forman curvas poco pronunciadas. En 
consecuencia, la pendiente de la curva elástica, que se determina a partir de 
dvjdx será muy pequeña, y su cuadrado será insignificante comparado con 
la unidad.* Por lo tanto, la curvatura definida como $e hizo anteriormen¬ 
te puede aproximarse mediante 1/p = dh)jdx 2 . Con esta simplificación, la 
ecuación 12.4 puede escribirse como 


d*v = M 
dx 2 El 


(12-5) 


También es posible escribir esta ecuación en dos formas alternativas. Si 
se diferencia cada lado con respecto a* y se sustituye V = dMjdx (ecuación 
6-2), se obtiene 

í{ El l?) ■ (1M) 

Al diferenciar de nuevo, y usar w = dV/dx (ecuación 6-1), se obtiene 


£_ 

dx 1 



= w{x) 


(12-7) 



*Vea el ejemplo 1Z1> 
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Para Ja mayoría de los problemas, la rigidez a la flexión {El) será cons¬ 
tante en toda la longitud de la viga. Si se supone que éste es el caso, los 
resultados anteriores pueden reordenarse en el siguiente conjunto de tres 
ecuaciones: 


( 12 - 8 ) 

(12-9) 

( 12 - 10 ) 


La solución de cualquiera de estas ecuaciones requiere integraciones suce¬ 
sivas para obtener la deflexión v de la curva elástica. Para cada integración, 
es necesario introducir una “constante de integración” y luego despejar 
todas las constantes para obtener una solución única para un problema 
particular. Por ejemplo, si la carga distribuida w se expresa como una fun¬ 
ción de x y se usa la ecuación 12-8, entonces deben evaluarse cuatro cons¬ 
tantes de integración; sin embargo, si se determina el momento interno 
M y se usa la ecuación 12-10, sólo deben encontrarse dos constantes de 
integración. La elección de la ecuación con la que se empezará depende 
del problema. Sin embargo, por lo general resulta más fácil determinar el 
momento interno Ai en fundón de x, integrar dos veces y evaluar sólo dos 
constantes de integración. 

Recuerdedela sección €.1 quesi la cargasobre una viga es discontinua,^ 
decir, que consiste en varias cargas diferentes concentradas y distribuidas, 
entonces deben escribirse varias funciones para el momento interno, cada 
una con validez dentro de la región entre las discontinuidades. Además, 
para mayor comodidad en la escritura de cada expresión de momento, el 
origen para cada coordenada x puede seleccionarse de manera arbitraria. 
Por ejemplo, considere la viga mostrada en la figura 12-7a. El momento 
interno en las regiones AB, BC y CD puede escribirse en términos de las 
coordenadas x t , x 2 y x 3 seleccionadas, como se muestra en la figura 12-7£> 
o la figura 12-7c, o de hecho en cualquier forma que produzca M =f(x) de 
una manera tan simple como sea posible. Una vez que estas funciones se 
integran dos veces usándola ecuación 12-10 y las constantes de integración 
determinadas, las funciones proporcionarán la pendiente y la deflexión 
(curva elástica) para cada región de la viga en la que son válidas. 
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Figura 12-7 
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Convención de signos y coordenadas. Cuando se aplican tas 
ecuaciones 12-8 a 12-10, es importante emplear los signos adecuados para 
M, V o iv según lo establecido por la convención de signos que se usó en la 
obtención de estas ecuaciones. Para su revisión, en la figura 12-8a se mues¬ 
tran «tos términos en sus direcciones positivas. Por otra parte, recuerde 
que la deflexión positiva v es hacia arriba y, como resultado, el ángulo $ de 
¡a pendiente positiva se medirá en sentido antihorario desde el eje x cuando 
x es positivo hacia la derecha. La Tazón de esto se muestra en la figura 12- 
8 b. Aquí los incrementos positivos dx y dv en x y v crean un $ aumentado 
con un sentido antihorario. Sin embargo, si x positivo está dirigido a la 
izquierda, entonces v tendrá un sentido horario positivo, figura 12-8c. 

Observe que si se supone que dvfdx es muy pequeña, la longitud original 
horizontal del eje de la viga y el arco de su curva elástica serán aproximada¬ 
mente iguales. En otras palabras, ds en la figura 12-8¿> y 12 -8c es aproxim a- 
damente igual a dx, puesto que ds = \ / (dx) i + (dv) 1 - X^l + idv/dx) 1 dx 
~ dx. Como resultado de esto, se supone que los puntos sobre la curva 
elástica se desplazan verticalmente y no horizontalmente. Además, como 
al ángulo 0 de la pendiente será muy pequeño, su valor en radianes puede 
determinarse directamente de $ «tan $ = dvfdx. 



El diseno de un sistema de techado requie¬ 
re considerar con cuidado la deflexión. Por 
qemplo, en ciertas áreas del techo puede 
acumularse lluvia, lo que ocasiona un en- 
charcam lento y después una deflexión. Lue¬ 
go ocurre un encharcamiento mayor y hasta 
una posible falla del techo. 



+w 


+M 



+Af 


Convención de signos posit ivos 

<a) 



O' v 



Convención de signos positivos 
(b) 


Figura 12-il 


Convención de signos positivos 
(c) 
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TABLA 12-1 



2 


A = 0 
M = 0 
Rodillo 




A = 0 
M = 0 
Pasador 



A = 0 
Rodillo 



A = 0 
Rasador 



0 = 0 
A = 0 


Extremo fijo 



V = Ü 
M = 0 

Extremo libre 



M = 0 

Pasador interno o bisagra 


Condiciones de frontera y de continuidad- Cuando se re¬ 
suelven las ecuaciones 12-8,12-9 o 12-10, las constantes de integración se 
determinan mediante la evaluación de Jas funciones para la fuerza cor¬ 
tante, el momento, la pendiente O el desplazamiento en un punto deter¬ 
minado de la viga donde se conoce el valor de la función. Estos valores se 
denominan condiciones de frontera. En la tabla 12-1 se presentan varias 
condiciones de frontera que suelen utilizarse para resolver problemas de 
deflexión en vigas (o ejes). Por ejemplo, si la viga se sostiene mediante un 
rodillo o pasador (1,2,3,4), es necesario que el desplazamiento sea cero 
en estos puntos. Además, si estos apoyos se encuentran en los extremos de 
¡a viga (1,2), el momento interno en la viga también debe ser cero. En el 
soporte fijo (5) la pendiente y el desplazamiento son ambos cero, mientras 
que la viga con un extremo libre (6) tiene tanto momento como fuerza 
cortante iguales a cero. Por último, si dos segmentos de una viga están co¬ 
nectados mediante un pasador “interno” o bisagra (7), el momento debe 
ser cero en esta conexión. 

Si la curva elástica no puede expresarse con una sola coordenada, en¬ 
tonces se deben usar condiciones de continuidad para evaluar algunas de 
las constantes de integración. Por ejemplo, considere la viga de la figura 
12-9a. Aquí se eligen dos coordenadas x con orígenes en A. Cada una es 
válida dentro de las regiones 0^i,^íiyíj^^^(íi + 6). Una vez que se 
obtienen las funciones para la pendiente y la deflexión, se deben dar Eos 
mismos valores para la pendiente y la deflexión en el punto B para que físi¬ 
camente la curva elástica sea continua. Expresado de manera matemática, 
esto requiere que $ t (a) = Bfa) y u¡(a) = v 2 (a). Estas condiciones pueden 
utilizarse para evaluar dos constantes de integración. Si en lugar de lo an¬ 
terior la curva elástica se expresa en términos de las coordenadas 0 ^ r, ^ 
a y 0 ^ 6, que se muestran en Ja figura 12-96, entonces la continuidad 

de la pendiente y la deflexión en B requiere que 0,(a) = ~0 2 (b) y vfa) = 
v 2 (b). En este caso particular, es necesario un signo negativo para que las 
pendientes en B coincidan puesto que x, se extiende positivo hacia la de¬ 
recha, mientras que x 2 se extiende positivo a la izquierda. En consecuencia, 
<?, es positivo en sentido antihorario y $ 2 es positivo en sentido horario. Vea 
las figuras 12-86 y 12-8c. 



12-*) 
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Procedimiento de análisis 12 


El siguiente procedimiento proporciona un método para determinar la pen¬ 
diente y la deflexión de una viga (o eje) usando el método de integración. 

Curva elástica. 

• Dibuje una vista exagerada de la curva elástica de la viga. Recuerde que 
en todos los soportes fijos se produce pendiente cero y desplazamiento 
cero, y que en todos los soportes de pasador y de rodillo ocurre desplaza¬ 
miento cero. 

Establezca los ejes de coordenadas x y v. El eje x debe ser paralelo a la 
viga sin deflexión y puede tener su origen en cualquier punto a lo largo de 
la viga, con una dirección positiva ya sea a la derecha o a la izquierda. 

Si existen varias cargas discontinuas presentes, establezca las coordenadas 
x que son válidas para cada región de la viga entre las discontinuidades. 
Elija estas coordenadas de modo que simplifiquen el trabajo algebraico 
posterior. 

En todos los casos, el eje positivo v asociado debe estar dirigido hada 
arriba. 

Función de carga o de momento. 

Para cada región en la que hay una coordenada x, exprese la carga w O 
el momento interno M como Una fundón de x. En particular, siempre 
suponga que M actúa en la dirección positiva cuando se aplica la ecuadón 
de equilibrio de momentos para determinar Af =f(x). 

Pendiente y curva elástica. 

Siempre que El sea constante, aplique la ecuadón de carga El (fivfdx* = 
w(x), que requiere cuatro integradones para obtener v = u(x), o la 
ecuadón de momentos El tPv/dx 1 = M(x), que requiere sólo dos inte¬ 
graciones. Para cada integradón, es importante induir una constante de 
integradón. 

Las constantes se evalúan usando las condidones de frontera para los 
soportes (tabla 12-i) y las condidones de continuidad que se aplican a la 
pendiente y el desplazamiento en los puntos donde coindden dos fundo¬ 
nes. Una vez que las constantes se evalúan y se sustituyen de nuevo en las 
ecuadones de pendiente y deflexión, es posible determinar la pendiente y 
el desplazamiento en puntos específicos de la curva elástica. 

Los valores numéricos obtenidos pueden verificarse de manera gráfica al 
compararlos con el dibujo de la curva elástica. Observe que los valores 
positivos para la pendiente tienen sentido antihorario si el eje x positivo se 
extiende a la derecha, y sentido horario si el eje x positivo se extiende ha¬ 
da la izquierda. En cualquiera de estos casos, el desplazamiento positivo 
es hacia arriba. 
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EJEMPLO 12.1 


La viga en voladizo de la figura 12.10a se somete a una carga vertical P 
en su extremo. Determine la ecuación de la curva elástica. El es cons¬ 
tante. 


SOLUCIÓN I 

Curva elástica. La carga tiende a provocar deflexión en la viga como 
se muestra en la figura 12-10a. Por inspección, el momento interno pue¬ 
de representarse a través de la viga usando una sola coordenada x. 

Función de momento. A partir del diagrama de cuerpo libre, con 
M actuando en la dirección positiva, figura 12-1Q&, se tiene 

M = -Px 

Pendiente y curva elástica. Si se aplica la ecuación 12-10 y se 
integra dos veces, resulta 


•a 


i_] 

!- a 

~ *— ! 

Curva e lástica 

í 

- L -- 




d 2 v 

E, i¿ - 


dv 

El — = 
dx 


pjt 2 


+ c, 


Px* 

Elv = ■——— + C\X + C 2 


a) 

( 2 ) 

(3) 


I* 

I 


ib) 

Figura 12-10 


<a) 


l| M 
V 


Mediante el uso de las condiciones de frontera dvjdx = 0 en x = L y 
v = 0 en x = L, las ecuaciones 2 y 3 se convierten en 

„ p L 2 „ 

0= + Q 

PlJ 

0= —— + C\L + Cj 
O 

Por lo tanto, C, = Pl?¡2 y C 2 = —Pt?¡. 3. Si se sustituyen estos resultados 
en las ecuaciones 2 y 3 con $ = dv/dx, se obtiene 


• ■ 2Í7 (l! - 

» - ¿7(-** + 3L*X - 2 L>) 


Resp. 


En A(x = 0) se producen la pendiente y el desplazamiento máximos, 
para los cuales 

PL 1 

* (4) 


V A = ~ 


2 El 
PL 3 


3 El 


(5) 
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El resultado positivo para $ A indica una rotación antihoraria y el resul¬ 
tado negativo para v A indica que v A es dirigida hada abajo. Esto con¬ 
cuerda con los resultados trazados en la figura 12-10a. 

Con el fin de obtener una idea de la magnitud real de la pendiente 
y del desplazamiento en el extremo A, considere que la viga mostrada 
en la figura 12-10a tiene una longitud de 15 pies, soporta una carga de 
P = 6 kip y está hecha con acero A-36 que tiene E^= 29(10*) ksi. Usan¬ 
do los métodos de la sección 11.2, si esta viga se diseñó sin un factor 
de seguridad suponiendo que el esfuerzo normal permisible es igual al 
esfuerzo de cedencia cr pwm = 36 ksi; entonces puede considerarse ade¬ 
cuado un perfil W12 X 26 (7 = 204 pulg 4 ). A partir de las ecuaciones 
4 y 5 Se obtiene 

6 kip(15 pies) 2 (12 pulg/pie) 2 
° A “ 2¡29(Í0 3 ) kip/pulg 2 ](204pulg 4 ) “ 0,0164 rad 
6 kip(15 pies) 3 {12 pulg/pie) 3 

qj . ~ —. . . -——--——-——™ y7 ni|[n 

3[29(10 3 ) kip/pulg 1 ](204 pulg 4 ) 

Como 0 2 a = (dv/dx) 2 = 0.000270 rad 2 1, se justifica el uso de la ecuación 
12-10, en lugar de aplicar la ecuación 12-4 que es más exacta, para el 
cálculo de la deflexión de las vigas. Además, puesto que esta aplicación 
numérica es para una viga en voladizo, se han obtenido valores más 
grandes de 0 y v de los que se hubieran obtenido si la viga se sostuviera 
mediante pasadores, rodillos u Otros soportes fijos. 


SOLUCIÓN II 

Este problema también puede resolverse mediante la ecuación 12-8, El 
d i v/dx i = iv(jc). Aquí w(jc)= 0 para Q^x^L, figura 12- 10o, de manera que 
al integrarse una vez se obtiene la forma de la ecuación 12-9, es decir, 


d*v 

El —T = 0 
dx 4 

d*v 

El - r = C[ = V 

dx* 


La fuerza cortante constante C\ puede evaluarse en x = 0, puesto que 
V A = -P (negativo de acuerdo con la convención de signos para una 
viga, figura 12-Sa). Así, C\ - -P. Al integrar de nuevo se obtiene la 
forma de la ecuación 12-10, es decir, 

d*v 

EI--~ = -P 
dx* 

d 1 v 

£7 = -P X +C' 2 = M 

dxr 


Aquí Af = 0 en x = 0, por lo que C¡ = 0, y como resultado se obtiene la 
ecuación 1 y la solución procede de la misma forma que antes. 
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EJEMPLO 


12.2 


La viga simplemente apoyada qué se muestra en la figura 12-1 la sopor¬ 
ta la carga triangular distribuida. Determine su deflexión máxima. El es 
constante. 


H-O 



(a) 

1-igitra 12-11 



SOLUCIÓN I 

Curva elástica. Debido a la simetría, sólo se necesita una coordena¬ 
da x para obtener la solución, en este caso 0 ^ x ^ Lj2. La viga experi¬ 
menta la deflexión mostrada en la figura 12-1 la. La deflexión máxima se 
produce en el centro ya que en ese punto la pendiente es cero. 

Función de momento. En la figura 12-11 b se muestra un diagrama 
de cuerpo libre del segmento de la izquierda. La ecuación para la carga 
distribuida es 



( 1 ) 


Por lo tanto, 


t+EAÍjv,* = 0; 


,, , Wéí* 

M + — UJ ■ ~T W 0 


M = - 


3 L 


+ 


w 0 L 
—* 
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Pendiente y curva elástica. Si se usa la ecuación 12-10 y se inte¬ 
gra dos veces, resulta 


d 2 v 

El —r = M 
dx 1 

dv 

EI~ = 
dx 


- 

3 L 4 

%L x * + ^ + Cí 


( 2 ) 


= 


-V 4 + 

12L 8 

Wq i WqL * „ „ 

—■-jr' 4- -- + CiX I - Ci 

60L 24 r C2 


Las constantes de integración se obtienen al aplicar la condición de 
frontera w = 0enjc=0yla condición de simetría dv/dx = 0 en x = L/2. 
Esto conduce a 


C, = 


5iv 0 L 3 

192 


C 2 = 0 


Por lo tanto, 


= Wf > y* + ^Lyl _ 5W ^ 
dx 12 L 8 192 

iv 0 L 3 5wqL? 

~~ 192 X 


EIv = x 5 + 

60L 24 


AJ determinar la deflexión máxima en x = L/2, se tiene 

tVpL 4 


120 £/ 




SOLUCIÓN II 


Como la carga distribuida actúa hada abajo, es negativa de acuerdo con 
la convención de signos. Si se usa la ecuación 1 y se aplica la ecuadón 
12-8, se tiene 


d*v _ 2iv 0 


El —7 

dx 4 ^ 

eA - v - + a 

dx* E 


dx> ^ 

Como V =+(v,jL/4 en x = 0, entonces Cj = iv 0 L/4. Al integrar de nuevo 
resulta 

V 


El 

El 


£v _Wo, WoL 

dx* ¿ 4 

d 2 v 


—r = M = „ T 
dx 1 3L 


iv 0 3 iv 0 L 
—* + — x + C'x 


Aquí M = 0 en x =0, por lo que C, = 0. De este modo se obtiene la ecua¬ 
dón 2 y la soludón procede de la misma forma que antes. 
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EJEMPLO 12.3 


La viga simplemente apoyada que se muestra en la figura 12-12a está 
sometida a la fuerza concentrada P. Determine la deflexión máxima de 
la viga. E/es constante. 


2a 


A 


-Xl- 


-Xí- 


r 

4 


ía) 




SOLUCIÓN 



Curva elástica. La viga experimenta la deflexión mostrada en la fi¬ 
gura 1242b. Deben usarse dos coordenadas, puesto que la función de 
momentos cambiará en P. Aquí se tomará x, y x 2 , con el mismo origen 
en A. 

Fundón de momentos. A partir de los diagramas de cuerpo libre 
mostrados en la figura 12-12c, 


F 


*1 


P 

3 


| jAfi 


V, 


P 

A/l = 3*1 

P 2 P 

A/i = - P(xi - 2a) = —{3a ~ * 2 ) 

Rendiente y curva elástica. Al aplicarla ecuación 12-10 para M v 
con 0 ^ x, < 2a, y al integrar dos veces se obtiene 


T 

P 

3 


-2a- 


‘ *2 “ 


P{x 7 -2a) 
M 2 


I 


(O 

Figura 12-12 


O 


EI *Jh. - L, 

ixf 3 ** 

El** - L. 1 + r 
E, dx, +Cl 

EIv 1 = + C1X1 + Ci 


De la misma manera, para M v con 2a <x 2 ^ 3a, 


d 2 v 2 2 P 

"Z? = “ (3a ‘ 


El 


dví _ 2P i 

dTt~ T' 


3flX2 


2P { 3 , 

"*-T 2“* 


fi 


Xf 


+ C 3 


— I + CjAl + C4 


( 1 ) 

( 2 ) 


( 3 ) 

( 4 ) 
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Los cuatro constantes se evalúan usando dos condiciones de frontera, 
a saber, j, = 0, Vj = 0 y x 2 = 3a, v 2 = 0. Además, deben aplicarse dos 
condiciones de continuidad en B, es decir, dvJdx A = dvjdx 2 en x i = 
= 2a y v, = v 2 en jc, = x¡ = 2a. La sustitución especificada resulta en las 
siguientes cuatro ecuaciones: 


üi = Oen *i = 0; 

v 2 = Oen x 2 = 3a; 

dv] (2a) _ £fi’ 2 { 2 a) 
dx i dx 2 

ui(2a) = Vi{2 a); 

Al resolver, se obtiene 


0 = 0 + 0 + C t 

2PÍ3 (3a) 3 

0- T 2«P«> - — 


) 


p ?p i 

—(2a) 2 +Ci = — f 3a{2a) ~ 


+ Cj{3a) + C 4 

(2a) 2> 


: ) 


+ C <i 


-{2a) 3 + Ci(2a) + Cj 


= —(l 

3 \2 


(2a) 3 \ 

a(2a) 2 - + C 3 (2a) + C 4 


C, - -f f* 
c, - -f P¿ 


C 2 -0 
Q = 


Así, las ecuaciones 1-4 se convierten en 

dv i 
dxt 


P 2 

4Pa* 


(5) 

= W Xl - 

' 9EI 


P 3 

APa 1 


(6) 

18 EI Xi 

- 9E1 X ' 


2 Pa 

p i 

22P¿ 

(7) 

“* 2 ~ 

3 El Xl 

9EI 

_ £« y i 

P 3 

22Pa % 4 Po 3 

(8) 

El 2 

9EI Xl 

9EI ^ ' 3 £7 


dx 2 

Vi 


Por inspección de ¡a curva elástica, figura 12-12b,la deflexión máxima 
ocurre en Z>, en algún lugar dentro de la región AB. Aquí la pendiente 
debe ser cero. De la ecuación 5, 

1 v 2 _ £„2 _ n 

6* 1 9“ ° 


= 1.633a 

Sustituyendo en la ecuación 6, 


= -0.484 


Po 3 


El 


Resp. 


El signo negativo indica que la deflexión es hacia abajo. 
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EJEMPLO 


12-4 


La viga de la figura 12-13a está sometida a la caiga P en su extremo. 
Determine el desplazamiento en C. El es constante. 


P 



P 


1 (b) 

Figura 12-13 

SOLUCIÓN 

Curva elástica. La viga experimenta deflexión en la forma mostra¬ 
da en la figura 12- 13a. Debido a la carga, se considerarán dos coorde¬ 
nadas x, a saber, 0^x J <2ay0^x 2 <a, donde x 2 está dirigida hacia la 
izquierda desde C, puesto que el momento interno es fácil de formular. 

Funciones de momento. Mediante el uso de los diagramas de 
cuerpo libre mostrados en la figura 12-136, se tiene 






-Px 2 


Pendiente y curva elástica. Al aplicar la ecuación 12-10, 


Para 0 s xi ^ 2a\ El- 1 2 


El 


d 2 v i 
dx\ 2 
dt i 


dx i 

Elvt = 


P 

jxi 

-JXI 1 + Ci 


12 + ClXl + C% 


( 1 ) 

(2) 
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d'v? 

Para 0 x 2 s a\ El—-= = - Px 2 


dxi 

dvi _ 

dx 2 

Elv 2 = 


El 


i*** 


— Xi* + CyX 2 + C 4 


0) 

(4) 


Las cuatro constantes de integración se determinan mediante tres 
condiciones de frontera, a saber, i> t = 0 en x, = 0, u, = 0 en x, = 2a y v 2 = 
0 en = a, así como una ecuación de continuidad. Aquí la continuidad 
de la pendiente en el rodillo requiere que duj/dx, ~~du 7 ¡dx 2 en x, = 2 a 
y x 2 = a. ¿Por qué hay un signo negativo en esta ecuación? (Observe que 
la continuidad del desplazamiento en B se ha considerado de manera 
indirecta en las condiciones de frontera, ya que i», = v 2 = 0 en x, = 2a y 
Xj = a-) 

Al aplicar estas cuatro condiciones se obtiene 

0 = 0 + 0 + Ci 

o = ~^{2a) 3 + Ct{2a) + C 2 

P , 

0 = + Cjü + C4 

o 

~ j ( 2 af + C t = -(-|{ a ) 2 + C 3 ) 


Vi = Oen x\ = 0; 

Vi = 0 en xi = 2a; 

vi = 0 en x 2 = a; 

dvi(2a) _ dv%{a) 
dx\ dx 2 


Resolviendo, se obtiene 



Ci = 0 



C 4 = -Pa 3 


Al sustituir C 3 y C 4 en la ecuación 4 se obtiene 


Vi = 


P 3 7/V; Pa 3 

6 El Xl + ó£/ Xl El 


El desplazamiento en C se determina tomando x 2 = 0. Resulta 



Resp. 










586 


Capítulo 12 Deflexión de vigas y ejes 


PROBLEMAS FUNDAMENTALES 


112-1» Determine la pendiente y la deflexión del extremo 
A de la viga en voladizo. £=200 GPa e /=65.0(10*) mm 4 


H24. Determine la deflexión máxima de la viga simple¬ 
mente apoyada. La viga está hecha de madera con un módu¬ 
lo de elasticidad de £ w = 1.5(10 3 ) ksi y una sección transver¬ 
sal rectangular de b = 3 pulg y h =6 pulg. 


3(í IrM.m 



— 3 m 
H2-1 


lOOlb/pie 



F124 


*12*2. Determine la pendiente y la deflexión del extremo 
A de la viga en voladizo. £=200 GPa e 7=65.0(10*) mm 4 . 


l(i kN 



-3 m 

112-2 


112-5. Determine la pendiente del extremo 4 de la viga en 
voladizo. £ =200 GPa e 7 =65.0(10*) mm 4 . 


112-5* Determine la deflexión máxima de la viga simple¬ 
mente apoyada. £=200GPa e 7 =39.9(10*) m 4 . 


40 kN' m 10 k.N -m 



F12-5 


112-6. Determine la pendiente en4 de la viga simplemen¬ 
te apoyada, £ =200GPa e 1=39.9(10*) m 4 . 



H2-3 


F12-6 
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PROBLEMAS 


•12*1. Una solera de acero A-36, con un grosor de 10 rara 
y una anchura de 20 mm se dobla en forma de arco circular 
con radio p =10 m. Determine el esfuerzo fíexionante máxi¬ 
mo de la solera. 

12-2. Se toma una fotografía de un hombre que realiza un 
salto con pértiga y se estima que el radio mínimo de curva¬ 
tura de la garrocha es de 4,5 m. Si la pértiga tiene 40 mm de 
(Sá metro y está fabricada de un plástico reforzado con vidrio 
para el cual E g =131 GPa, determine el esfuerzo fíexionante 
máximo en la garrocha. 



12-3. Cuando la clavadista se coloca en el extremo C del 
trampolín, provoca una deflexión hacia abajo de 3.5 pulg. 
Determine el peso de la clavadista. El trampolín está fabri¬ 
cado de un material que tiene un módulo de elasticidad de 
£=1.5(10’) ksi. 


*12-4. Determine las ecuaciones de la curva elástica usan¬ 
do las coordenadas x 1 y x 2 . El es constante. 


P 


i 







- L -- 


--1 b— x í ~ 

Prob. 12-4 


•12-5. Determine las ecuaciones de la curva elástica para 
la viga usando las coordenadas y x 2 . Elt s constante. 


P 




124. Determine las ecuaciones de la curva elástica para la 
viga usando las coordenadas x, y x^, Especifique la deflexión 
máxima de la viga. £/es constante. 



12 


I*rt¡k 12-3 


Ftt*. 12-fi 
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12 


12-7. La viga está fabricada con dos barras y se somete a la 
carga concentrada P. Determine la deflexión máxima de 
la viga si los momentos de inercia de las barras son I Aa e I BC , 
y el módulo de elasticidad es E. 


p 


-í 



1 si 

—- —L 

1 r 


I / 


Proh. 12-7 


*12-8. Determine las ecuaciones de la curva elástica para 
la viga usando las coordenadas y x 2 . Elt s constante. 


12-10. Determine La pendiente máxima y la deflexión máxi¬ 
ma de la viga simplemente apoyada, la cual está sometida al 
momento de par El es constante. 


M 0 



Proh. 12-10 


12-11, Determine las ecuaciones de la curva elástica para 
la viga usando las coordenadas x l y x 2 . Especifique la de¬ 
flexión máxima de la viga. £7es constante. 


P 


1 




— r £ 1 —-| 

V", 


L 

L 


2 

2 


Proh, 1241 


P 



Proh, 12-11 


•12-9. Determine las ecuaciones de la curva elástica usan- *12-12, Determine las ecuaciones de la curva elástica para 
do las coordenadas jtj y x 2 . El es constante. la viga usando las coordenadas x 1 y x 2 . Especifique la pen¬ 

diente en A y el desplazamiento máximo de la viga. El es 
constante. 


P 



Proh. 12-9 


Proh, 12-12 
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12-13. La barra se sostiene mediante un apoyo de rodillos 
en E, el cual permite u n desplaza miento vertical pero resiste 
la carga axial y el momento. Si la barra se somete a la carga 
mostrada, determine la pendiente en A y la deflexión en C. 
£7es constante. 


*12-16. La tabla para cerca se coloca entre los tres postes 
lisos fijos. Si los postes permanecen sobre la misma línea, 
determine el esfuerzo ffexionante máximo en la tabla. Ésta 
tiene una anchura de 6 pulg y un grosor de 0.5 pulg. E =1.60 
(10 3 ) ksi. Suponga que el desplazamiento de cada extremo 
de la tabla en relación con su centro es de 3 pulg. 




12-14. El eje simplemente apoyado tiene un momento de 
inercia de 21 para la región BC y un momento de inercia / 
para las regiones AB y CD. Determine la deflexión máxima 
de la viga debido a la carga P. 


•12-17. Determine las ecuaciones de la curva elástica para 
el eje usando las coordenadas x x y x r Especifique la pen¬ 
dente en A y la deflexión en C. Ele s constante. 


P 


V 

t 1 

i 1 

' ( 

k- 

> 

i 

i: 

T 

Ul 

L 

4 

L 

4 


i 


J*mh. 12-14 




Prob. 12-17 


12-15. Determine las ecuaciones de la curva elástica para el 
eje usando las coordenadas x x y x y Especifique la pendiente 
en A y la deflexión en el centro deleje. Ef es constante. 


12-18. Determine la ecuación de la curva elástica para la 
viga usando la coordenada x. Especifique la pendiente en A 
y la deflexión máxima. Ele s comíante. 

12-19. Determine la deflexión en el centro de la viga y la 
pendiente en B. Ele s constante. 




l’rub. 12-15 


Pruhs. 12-18/19 
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12 


*12-20. Determine las ecuaciones de la curva elástica usan- 12-23. La viga está sometida a la carga distribuida variante 

do las coordenadas x, y x,, y especifique la pendiente en A y linealmente. Determine la deflexión máxima de la viga. El 

la deflexión en C. £/e$ constante. es constante. 



B 


20 pies- 

l’roh, 12-20 



•12-21. Determine la curva elástica en términos de las 
coordenadas x 1 y x,, y la desviación del extremo C de la 
viga con voladizo, £2es constante. 


+12-24. La viga está sometida a la carga distribuida varian¬ 
te linealmente. Determine la deflexión máxima de la viga. 
El es constante. 



l’robts. 12-23/24 



•12-25. Determine la ecuación de la curva elástica para la 
viga simplemente apoyada usando la coordenada x. Deter¬ 
mine la pendiente en A y la deflexión máxima. El es cons¬ 
tante. 


12-22. Determine la curva elástica para la viga en voladizo 
W14X30 usando la coordenada x. Especifique la pendiente 
máxima y la deflexión máxima. £=29(10 1 ) ksi. 


3 kip/p¡e 




Pfrib. 12-22 


I*r«h, 12-25 
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12-26. Determine las ecuaciones de la curva elástica usan¬ 
do las coordenadas x 1 y y especifique la pendiente y la 
deflexión en B, E/es constante. 


*12-28. Determine la pendiente en el extremo B y la de¬ 
flexión máxima de la placa triangular en voladizo que tiene 
un grosor constante t. La placa está fabricada de un material 
con un módulo de elasticidad E. 


w 



c 


- *3 - \ 




-VZ 

_ I 



l*r«h. 12-26 



•12-29. La viga está fabricada de un material que tiene un 
peso específico y. Determine el desplazamiento y la pen¬ 
dente en su extremo A debidos a su peso. El módulo de 
elasticidad del material es E. 


12-27. Los postes de madera utilizados para retener un 
muro de contención tienen un diámetro de 3 pulg. Si la 
presión del suelo a lo largo de un poste varía uniforme¬ 
mente desde cero en la parte superior A hasta un máximo 
de 300 Ib/pie en la parte inferior B, determine la pendiente 
y el desplazamiento de la parte superior del poste. E w = 
16(W) ksi. 



Proh, 12-29 


12-30. La viga está fabricada de un material que tiene un 
peso específico y. Determine el desplazamiento y la pen¬ 
dente en su extremo A debidos a su peso. El módulo de 
elasticidad del material es E. 



12 


Proh. 12 27 


Prob* 12-30 
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12-31. La viga ahusada tiene una sección transversal rec¬ 
tangular. Determine la deflexión de su extremo Ubre en tér¬ 
minos de La carga P, La longitud L, el módulo de elasticidad 
Ey el momento de inercia f p de su extremo fijo. 


•12-33. La viga ahusada tiene una sección transversal rec¬ 
tangular. Determine la deflexión de su centro en términos 
<k la carga P, la longitud L t el módulo de elasticidad £ y el 
momento de inercia i ( de su centro. 



12-32. La viga está fabricada de una placa que tiene un 
grosor t constante y una anchura que varia linealmente. La 
placa se corta en tiras para formar una serie de hojas que se 
apilan para hacer un resorte de hojas consistente en n hojas. 
Determine la deflexión en el extremo de la viga cuando está 
cargada. No tome en cuenta la fricción entre las hojas. 



12-34. El ensamble de resortes de hoja está diseñado para 
someterse al mismo esfuerzo máximo en toda su longitud. Si 
las placas de cada hoja tienen un grosor i y pueden deslizarse 
libremente entre sí, demuestre que el resorte debe tener la 
forma de un arco circular a fin de que pueda volverse pla¬ 
no cuando se aplique una carga P suficientemente grande. 
¿Cuál es el esfuerzo normal máximo en el resorte? Conside¬ 
re que el resorte se hace al cortar las n tiras de una placa que 
tiene forma de diamante con un grosor / y una anchura b. 
El módulo de elasticidad del material es E. Sugerencia-, De¬ 
muestre que el radio de curvatura del resorte es constante. 




Prnh. 12-32 


Pmh. 12-34 
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2.3 Fundones de discontinuidad 

El uso del método de integración para encontrar la ecuación de la curva 
elástica de una viga o eje resulta conveniente si la carga o momento in¬ 
terno puede expresarse como una función continua a lo largo de toda la 
longitud de la viga. Sin embargo, si sobre la viga actúan varias cargas dife¬ 
rentes, la aplicación del método se hace más tediosa porque deben escri¬ 
birse funciones de carga O de momento independientes para cada región 
de la viga. Además, la integración de estas funciones requiere la evalua¬ 
ción de las constantes de integración, utilizando tanto las condiciones de 
frontera como de continuidad. Por ejemplo, para la viga de la figura 12-14 
es necesario escribir cuatro fundones de momento. En ellas se describe 
el momento en las regiones AB, BC, CD y DE. Al aplicar la relación de 
momento-curvatura, El dSsfdx 1 = Af, e integrar dos veces cada ecuación 
de momentos, deben evaluarse ocho constantes de integradón. Lo ante¬ 
rior implica dos condiciones de frontera que requieren desplazamiento 
cero en los puntos Ay E, y seis condidones de continuidad tanto para la 
pendiente como para el desplazamiento en los puntos B, Cy D. 

En esta Sección se analizará un método para encontrar la ecuadón de 
la curva elástica de una viga con múltiples cargas usando una sola expre¬ 
sión ., ya sea formulada a partir de la carga sobre la viga, tv = w(x), o del 
momento interno de la viga, M = M(x). Si la expresión para w se sustituye 
en El d i vfdx i = w(x) y se integra cuatro veces, O si la expresión para M 
se sustituye en Eld^v/dx 2 = M(x) y se integra dos veces, las constantes de 
integración se determinarán sólo a partir de las condiciones de frontera. 
Como las ecuaciones de continuidad no están involucradas, el análisis $e 
amplifica en gran medida. 

Funciones de discontinuidad. Con el fin de expresar la caiga so- 
bre la viga o el momento interno dentro de ésta usando una sola expresión, 
se emplearán dos tipos de operadores matemáticos conocidos como fun¬ 
ciones de discontinuidad. 




íbr motivos de seguridad, estas vigas en 
voladizo que soportan hojas de madera 
contrachapada deben diseñarse tanto para 
la resistencia como para una cantidad res¬ 
tringida de deflexión. 


Figiira 12*14 
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TABLA 12-2 

Carga 

Fúnción de carga 

iv - iv(jc) 

Cortante V ” fw(x)dx 

Momento M =J Vdx 

<»> M 0 




G-J- 

w = 

V = M 0 (x-a}- 1 

M=M l) {x~af 

< 2 > ÍP 




T 

EU 

w = Pix-a} -1 

V=P(x-af 

M = P{x-a} 1 

(3) H' 0 

nmm 

K-l 

w = w 0 (r-a}° 

V = w t ,{x-af 

** = y 


{4} pendiente = m 

r _kcÜ 

e_i 


w - m{x -o} 1 



(x-af 


Fundones de Macaulay. A fin de detenninai Ea deflexión de una 
viga o un eje, pueden usarse las fundones de Macaulay, llamadas así en ho¬ 
nor al matemático W. H. Macaulay, para describir las cargas distribuidas. 
Estas fundones pueden expresarse en forma general como 


0 para x < a 

- «)" para x ^ a 
n ^ 0 


( 12 - 11 ) 


Aquí x representa la coordenada de posidón de un punto a lo largo de la 
viga y a es la ubicadón sobre la viga donde ocurre una “discontinuidad”; 
es decir, el punto donde comienza una carga distribuida. Observe que la 
fundón de Macaulay (x - a)" se escribe con paréntesis angulares para dis¬ 
tinguirla de la función ordinaria (x - a) K , escrita entre paréntesis. Según lo 
establecido por la ecuadón, (x~a) n = (x—a) n sólo cuando x^a.de lo con¬ 
trario su valor es cero. Por otra parte, estas funciones son válidas sólo para 
valores exponenciales de n ^0. La integración de las funciones de Macau¬ 
lay sigue las mismas reglas que para las fundones habituales, es dedr, 

f ix- a}' ,+1 

i {x - a) n dx = ~ — + C (12-12) 

Observe que las fundones de Macaulay describen tanto la carga unifor¬ 
me tv 0 (rt=0) como la carga triangular (n = 1), que se muestran en la tabla 
12-2 en las filas 3 y 4. Por supuesto, este tipo de descripción puede exten¬ 
derse para cargas distribuidas que tienen otras formas. Además, es posible 
emplear la superposidón de las cargas uniforme y triangular a fin de crear 
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la función de Macaulay para una carga trapezoidal. En la tabla también 
Se muestra el uso de la integración en las funciones de Macaulay para el 
cortante, V ~ Jw(x)dx, y el momento, M = fVdx. 

Funciones dé singularidad. Estas funciones sólo se utilizan para 
describir la ubicación de las fuerzas concentradas o momentos de par que 
actúan sobre una viga o eje. En específico, una fuerza concentrada P pue¬ 
de considerarse como un caso especial de una carga distribuida, donde la 
intensidad de la carga es w =P/e de tal manera que su longitud sea e, don¬ 
de e —* 0, figura 12-15. El área bajo este diagrama de carga es equivalente 
a P, positiva hacia arriba , por lo que se usará la fundón de singularidad 


w = P{x - a}" 1 = 



para x # a 
para x = a 


(12-13) 



12 


para describir la fuerza P. Aquí n = -1 de modo que las unidades de w son 
de f uerz a por longi t ud, como debí an ser. Además, la fundón toma el valor de 
P sólo en el punto x = a donde se produce la carga, de lo contrario su valor 
es cero. 

De manera similar, un momento de par considerado positivo en sen¬ 
tido horario, es un límite cuando e —* 0 de dos cargas distribuidas como las 
mostradas en la figura 12-16. Aquí, la siguiente fundón describe su valor. 


w = Mq{x - a)" 1 = 



para x s* a 
para x = a 


(12-14) 


El exponente n = -2, tiene la finalidad de garantizar que se mantengan las 
unidades de iv, fuerza por longitud. 

La integradón de las dos funciones de singularidad anteriores sigue las 
reglas del cálculo operadonal y produce resultados diferentes a los obteni¬ 
dos mediante las fundones de Macaulay. En específico, 



afdx = {x- a) n+ \n 


= - 1,-2 


(12-15) 


%«ra 12-15 



II 

Mu 

X 


# 

■F h! 



A 

-- —a 



Usando esta fórmula, observe cómo y P, que se describen en la tabla Figura 12-16 

12-2 en las filas 1 y 2, se integran una vez y luego dos veces para obtener la 
fuerza cortante y el momento interno en la viga. 

La aplicadón de las ecuadones 12-11 a 12-15 propordona un medio 
más directo para expresar la carga O el momento interno en una viga como 
fundón de x. Al hacer esto .debe prestarse atención esped al a los signos de 
las cargas externas. Como se indicó anteriormente, y como se muestra en 
la t abla 12-2, las fuerzas concentradas y las cargas distribuidas son positivas 
hacia arriba, y los momentos de par son positivos en sentido horario. Si se 
sigue esta convendón de signos, entonces la fuerza cortante y el momento 
interno estarán en concordancia con la convendón de signos para una viga 
estableada en la seodón 6.1. 


Oh | V 
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Como un ejemplo de la manera en que se aplican las fundones de dis¬ 
continuidad para describir la cai^ao el momento interno, considere la viga 
cargada que se muestra en la figura 12-17a. Aquí la fuerza de reacción de 
2.75 kN creada por el rodillo, figura 12-176, es positiva ya que actúa hacia 
arriba, y el momento de par de 1.5 kN - m también es positivo puesto que 
actúa en sentido horario. Por último, la carga trapezoidal es negativa y se 
ha separado en cargas triangular y uniforme. Por lo tanto, en la tabla 12-2 
la carga en cualquier punto x sobra la viga es 


iv = 2.75 kN{* - O)^ 1 + 1.5 kN -m{* - 3 m) -2 - 3kN/m{* - 3 m}° - 1 kN/m 2 {* - 3 m} 1 


La fuerza reactiva en B no se induye aquí porque x nunca es superior a 
6 m y, además, este valor no tiene ninguna consecuenda en el cálculo de 
la pendiente o la deflexión. Ahora es posible determinar la expresión del 
momento directamente de la tabla 12-2, en vez de integrar esta expresión 
en dos ocasiones. En cualquier caso, 


, _ 3 kN/m - 

M = 2.75 kN{* - O) 1 + 1.5 kN -m{* - 3 m}°- ~ {x - 3 m) 2 

JL 

= 2.75* + 1.5{* - 3)° - 1.5{* - 3} 2 - ~{x - 3} 3 

O 


1 kN/m 2 


{* - 3 m} 3 


La deflexión de la viga puede determinarse después de que esta ecuación 
se haya integrado dos veces sucesivas y las constantes de integradón se 
hayan evaluado empleando las condidones de frontera de desplazamiento 
cero en A y B. 





3 kN/m 

’"i mui i 3 ™ 1 '" 


-3«i- 


-3 m- 


2.75 kN 


<b) 


jT*** 


Figura 12-17 
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Procedimiento de análisis 12 


El siguiente procedimiento proporciona un método mediante el 
cual se emplean funciones de discontinuidad para determinar la 
curva elástica de la viga. Este método es particularmente ventajoso 
para resolver los problemas de las vigas o ejes sometidos a varias 
cargas, puesto que las constantes de integración pueden evaluarse 
usando sólo las condiciones de frontera, mientras que las condicio¬ 
nes de compatibilidad se satisfacen de manera automática. 

Curva elástica. 

Dibuje la curva elástica de la viga y determine las condiciones de 
frontera en los soportes. 

En todos los soportes de pasador y rodillo Ocurre desplazamien¬ 
to ceTO mientras que en los soportes fijos se produce pendiente 
cero y desplazamiento cero. 

? Establezca el eje x de modo que se extienda hacia la derecha y 
tenga su origen en el extremo izquierdo de la viga. 

Función, de carga o momento. 

• Calcule las reacciones en Eos soportes en x = 0 y luego use las 
funciones de discontinuidad en la tabla 12-2 para expresar la 
carga w o bien el momento interno M como una función de x. 
Asegúrese de seguir la convención de signos para cada carga 
que se aplica en esta ecuación. 

• Observe que para ser válidas las cargas distribuidas deben ex¬ 
tenderse en toda la viga hasta su extremo derecho. Si esto no 
ocurre, use el método de superposición, que se ilustra en el ejem¬ 
plo 12.6. 

Pendiente y curva elástica. 

Sustituya iv en Eld^/dx* = w(x), o Af en la relación de curvatu¬ 
ra-momento EId 7 v¡dx 2 = A/,e integre para obtener las ecuacio¬ 
nes de la pendiente y la deflexión de la viga. 

• Evalúe las constantes de integración usando las condiciones de 
frontera y sustituya estas constantes en las ecuaciones de la pen¬ 
diente y la deflexión para obtener los resultados finales. 

Cuando las ecuaciones de la pendiente y la deflexión se evalúan 
en cualquier punto de la viga, una pendiente positiva tiene un 
sentido antihorario y u n desplazamiento positivo es hacia arriba. 
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EJEMPLO 


12.5 


Determine la deflexión máxima de la viga que se muestra en la figura 
12-18a. El es co nstante. 


& kip 



(*) 


6 kip 


i 


L 

-— x - 

1 ' 

‘ a 

6 kip 

-iv prca- 

-30 pies-* 


7 ) 


120 kip pie 


2kip 


ib) 

ügiini 12-lH 


SOLUCIÓN 

Curva elástica. La viga experimenta deflexión como se muestra en 
ia figura 12-18a. Las condiciones de frontera requieren desplazamiento 
cero en A y B. 

Función de carga. Se han calculado las reacciones que se muestran 
en el diagrama de cuerpo libre de la figura 12-186. La función de carga 
para la viga puede escribirse como 

iv = -8 kip {x - O} -1 + ó kip {x - 10 pies}" 1 

El momento de par y la fuerza en B no se incluyen aquí porque están 
stuados en el extremo derecho de la viga y x no puede ser mayor a 30 
pies. Al integrar dV/dx = iv(r), se obtiene 

V = -8{jt - 0}° + 6{x - 10}° 

De manera similar, de dMfdx = V resulta 

M = -8{x - O} 1 + 6{x - 10} 1 
= {-8x + 6{x - 10} 1 ) kip-pie 
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Observe cómo esta ecuación también puede establecerse directamente 
usando los resultados de la tabla 12-2 para el momento. 

Pendiente y curva elástica. Al integrar dos veces se obtiene 

d^v 

EI— i = -&x+ 6{x - 1Ü} 1 

El% = -4 * 2 + 3 <* ~ 10 > 2 + C i 

EIv = -^je 3 + {x - 10} 3 + C x x + C 2 (1) 

A partir de la ecuación 1, la condición de frontera v =0 en x = 10 pies 
y v= 0 en x = 30 pies da 

0= -1333 + {10 - 10) 3 + CiílO) + C 2 
0= -36 000 + (30 - 10) 3 + Ci{30) + C 2 

Si se resuelven estas ecuaciones de manera simultánea para C, y C 2 , se 
obtiene C, = 1333 y C 2 =—12000. Así, 

El—= -4* 2 + 3{x - 10} 2 + 1333 (2) 

íí-Jt 

EIv = "I* 3 + {x - 10} 3 + 1333* - 12 000 (3) 

De la figura 12- 18a, el desplazamiento máximo puede ocurrir en C o 
en D, donde la pendiente dvfdx = 0. Para obtener el desplazamiento de 
C, establezca * = 0 en la ecuación 3. Resulta 

12 000 kip ■ pie 3 

Vc =-—- Resp , 

El signo negativo indica que el desplazamiento es hacia abajo como se 
muestra en Ea figura 12-18a. Para localizar el punto D, use la ecuación 2 
con * > 10 pies y dv/dx = 0. Se obtiene 

0 = -W + 3(x D - 10) 2 + 1333 
Xq + 60*tf - 1633 = 0 

Si se despeja la raíz positiva, 

x D = 20.3 pies 

Por lo tanto, de la ecuación 3, 

EIv d = -|(20.3) 3 + {20.3 - 10 ) 3 + 1333(20.3) - 12 000 

5006 kip ■ pie 3 
^ = _ El - 

Al comparar este valor con v c , se observa que = v c . 
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EJEMPLO 12.6 


Determine la ecuación de la curva elástica para la viga en voladizo que 
se muestra en la figur a 12-19a. El es constante. 

SOLUCIÓN 

Curva elástica. Las cargas hacen que la viga presente deflexión 
como se muestra en la figura 12-19a. Las condiciones de frontera re¬ 
quieren que la pendiente y el desplazamiento sean iguales a cero en A. 

Función de carga. Se han calculado las reacciones en el soporte 
A, las cuales se muestran en el diagrama de cuerpo libre de la figura 
12-196. Dado que la carga distribuida en la figura 12-196 no se extiende 
hasta Ccomo se requiere, se puede usar la superposición de cargas mos¬ 
trada en la figura 12-196 para representar el mismo efecto. Por lo tanto, 
considerando la convención de signos, la caiga de la viga es 

w = 52 kN{* - O}" 1 - 258 kN ■ m{x - O) -2 - 8 kN/m{* - 0}° 

+ 50 kN ■ m{x - 5 m)“ J + 8 kN/m{x — 5 m}° 

La carga de 12 kN no se incluye aquí, puesto que x no puede ser supe¬ 
rior a 9 m. Como dV/áx =iv(x) por integración, y sin tomar en cuenta la 
constante de integración porque las reacciones se incluyen en la función 
de carga, se tiene 

52{x - 0)° - 258{* - 0r l - 8{x - O} 1 + 50{* - 5}~ l + 8{x - 5) 1 
Además, dMfdx = K por lo que al integrar de nuevo se obtiene 

M = -258{x - 0}° + 52 {jc - O} 1 - |{8){* - O} 2 + 50{* - 5}° + |(8)<x - 5 } 2 

= (-258 + 52* - 4x 2 + 50{x - 5}° + 4<x - 5} 2 ) kN m 

Este mismo resultado puede obtenerse directamente de la tabla 12-2. 

Pendiente y curva elástica. Si se aplica la ecuación 12-10 y se 
integra dos veces, resulta 

d\ 

EIj^ = -258 + 52* - 4/ + 50{x - 5}° + 4{* - 5} 2 
El— = -258* + 2Ó* 2 - |* 3 + 5Q{x - 5) 1 + |{x - 5> 3 + C t 

EIv = -129* 2 + jx* - |* 4 + 25{x - 5} 2 + |(x - 5} 4 + Cix + C 2 

Como dv/dx = 0 en x = 0, C x = 0; y v = 0 en x = 0, de manera que C, = 
0. Pot lo tanto, 

V = -129x 2 + - ^x 4 + 25{x - 5} 2 + ^{x - 5} 4 ^ m Resp. 


8kN/m 


12 kN 


; ■ ¡ 

8 

V -5m 

J* “— r >- i - ^ 

--4 m-- 


fa) 


258 kN-m 8kK/m 


12 kN 


/ 4-JO 

tlf 


mnminmu 


52 tK 50kKm . 


5 m- 


gkN/m 
— 4 m— 


0 ») 

lisura 12-19 


V = 
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PROBLEMAS 


12-35. El eje está fabricado de acero y tiene un diámetro 
de 15 mm. Determine su deflexión máxima. Los cojinetes 
en A y B ejercen sólo reacciones verticales sobre el eje. £ 
=200 GPa. 



Pr«b. 12-35 


*12-36. La viga está sometida a las cargas mostradas De¬ 
termine la ecuación de la curva elástica, £7es constante. 



l’roh, 12-36 


12-38. El eje soporta las dos caigas de las poleas que se 
muestran en la figura. Determine la ecuación de la curva 
elástica. Los cojinetes en A y B ejercen sólo reacciones ver- 


ticales sobre el eje. E/es constante. 


A n I 

1 n* n 

1 l 

—y 

Ux-J 

1 

1 

1—20pulg—J 

1—20pulg— 

—20pulg—1 


401b eOJb 

Prab. 12-38 


12-39. Determine la deflexión máxima de la viga simple¬ 
mente apoyada. £=200 GPa e /=65.0(10'“) mm*. 


30 kN 



•12-37. Determine la deflexión en cada una de las poleas 
C, D y E. El eje es de acero y tiene un diámetro de 30 mm. 
Los cojinetes en Ay/í ejercen sólo reacciones verticales so¬ 
bre el eje. =200 GPa. 



*12-40. Determine la ecuación de la curva elástica, La pen¬ 
dente en Ay la deflexión en B de la viga simplemente apo¬ 
yada. El es constante. 

•12-41. Determine la ecuación de la curva elástica y la de- 
ffexión máxima de la viga simplemente apoyada. E/es cons¬ 
tante. 


m 0 


m 0 




L 

3 


B C 

_ L_ _ 

3 


L_ 

3 



Pruti. 12-37 


Prolis. 12-40/41 
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12-42. Determine la ecuación de la curva elástica, la pen¬ 
dente en A y la deformación máxima de la viga simplemen¬ 
te apoyada. E/es constante. 



12-46. Determine la deflexión máxima de la viga simple¬ 
mente apoyada. £=200GPa e / =65X1(10*) mm 4 . 



12 - 47 . La viga de madera está sometida a la carga que se 
12 - 43 . Determine la deflexión máxima de la viga en vola- muestra en la figura. Determine la ecuación de la curva elás- 

dzo. La viga es de un material que tiene E = 200 GPa e / = tica, Si E w = 12 GPa, determine la deflexión y la pendiente 

65X1(10*) mm*. en el extremo B. 



*12-44, La viga está sometida a la carga que se muestra en 
la figura. Determine la ecuación de la curva elástica. El es 
constante. 

•12-45. La viga está sometida a la carga que se muestra en 
la figura. Determine el desplazamiento en x = 7 m y la pen¬ 
diente en /1. El es constante. 



P~[400 mm 

200 mm 

Fn*, 124? 


*1248* La viga está sometida a la carga que se muestra en 
la figura. Determine las pendientes en A y By el desplaza¬ 
miento en C. Ele s constante. 


50 kN 

3 kN/m 





,r i 

t 

* 4t 

n-- 

*-3 m- 

--- 3m-- J 


30 kN 


12 kN/m 



3 m 


5 m 


Piróte 1244/45 


Pr<*h, 1248 
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•12-49. Determine la ecuación de la curva elástica de la 
viga simplemente apoyada y después encuentre la deflexión 
máxima. La viga es de madera con una módulo de elastici¬ 
dad £ = 13(10 3 )ksi. 


*12-52. La viga de madera está sometida a la carga que 
se muestra en la figura. Determine la ecuación de la curva 
elástica. Especifique la deflexión en el extremo C. £ w 
1.6(10- 1 ) ksi. 


6001b 



Proba 12-49 


0.8 kip/pie 15 kip 



DI 2 p"% 

II- 


6pulg 


12-50. La viga está sometida a la carga que se muestra en la 12-53. Rara la viga mostrada en la figura, determine el des¬ 
figura. Determine las ecuaciones de la pendiente y la curva ^amiento en Cy la pendiente en A, 

elástica. El es constante. 


2kN/m 



5 m-- 

l’roh. 12-50 


S kN<m 

J 


3 m 


8 kip/pie 







'^Trr^ 

_ J* 


— X -- 

--6pk 

!S -- 

--9 pies-- 


l’roli. 12-53 


12-51. La viga está sometida a la carga que se muestra en 
la figura. Determine la ecuación de la curva elástica. £/e$ 
constante. 


12-54. La viga está sometida a la carga que se muestra en 
la figura. Determine la ecuación de la curva elástica. £7 es 
constante. 




12 


Prtrfi. 12-51 


ProlL 12-54 
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Capítulo 12 Deflexión de vigas y ejes 



*12.4 Pendiente y desplazamiento por 
el método del momento de área 





ü 

E! 


I ' 

V 

-1 

Ai 

r 

V 

\ 

* -IU 8 


Diagrama ~ 


Ce) 

tfgtiru 12-20 


Ef método del momento de área proporciona una técnica semigráfica para 
encontrar la pendiente y el desplazamiento en puntos específicos sobre 
Ea curva elástica de una viga o eje. La aplicación del método requiere el 
cálculo de áreas asociadas con el diagrama de momentos de la viga; en¬ 
tonces, si este diagrama se compone de formas simples, el uso del método 
es muy conveniente. Por lo general, esto es así cuando la viga se caiga con 
fuerzas concentradas y momentos de par. 

Para desarrollar el método del momento de área se harán los mismos 
supuestos que se usaron en el método de integración: la viga está inicial- 
mente recta, se deforma elásticamente debido a las caigas, de manera que la 
pendiente y la deflexión de la curva elástica son muy pequeñas, y las defor¬ 
maciones sólo son causadas por la flexión. El método del momento de área se 
basa en dos teoremas, uno se usa para determinar la pendiente y el otro para 
encontrar el desplazamiento en un punto sobre la curva elástica. 

Teorema 1 . Considere la viga simplemente apoyada con su curva elás¬ 
tica asociada, que se muestra en la figura 12-20a. Un segmento diferencial 
dx de la viga se aísla en la figura 12-206. Aquí, el momento interno M de 
la viga deforma el elemento de modo que las tangentes a la curva elástica 
a cada lado del elemento se inteisecan a un ángulo d$. Este ángulo puede 
determinarse a partir de la ecuación 12-10, escrita como 



Como la pendiente es pequeña, B—dvjdx y, por lo tanto, 

M 

dB = —dx (12-16) 

SI 1 1 

Si se construye el diagrama de momentos para la viga y se divide entre 
la rigidez a la flexión. El, figura 12-2Qc, entonces esta ecuación indica que 
dB es igual al área bajo el “diagrama M/EF para el segmento dx de la viga. 
Al integrar desde un punto A seleccionado sobre la curva elástica hasta 
otro punto B, se tiene 



(12-17) 


Esta ecuación es la base para el teorema del primer momento de área. 

Teorema 1: El ángulo entre las tangentes en dos puntos cualesquiera 
sobre la curva elástica es igual al área bajo el diagrama M/EI entre estos 
dos puntos. 

La notación $ B¡A se conoce como el ángulo de la tangente en B medido 
con respecto a la tangente en A. De la comprobación resulta evidente que 
este ángulo se mide en sentido antikorario, desde la tangente A hasta la 
tangente B, si el área bajo el diagrama M/El es positiva. Por el contrario, 
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si el área es negativa, o se encuentra por debajo del eje x, el ángulo 0 S/A 
se mide en sentido horario desde la tangente A hasta la tangente B. Por 
otra parte, con base en las dimensiones de la ecuación 12-17, $ B/A estará 
en radianes. 

Teorema 2. El segundo teorema del momento de área se basa en la 
desviación relativa de las tangentes a la curva elástica. En la figura 12-21a 
se muestra una vista muy exagerada de la desviación vertical di de las tan¬ 
gentes a cada lado del elemento diferencial dx. Esta desviación se debe a la 
curvatura del elemento y se ha medido a lo largo de una línea vertical que 
pasa por el puntos de la curva elástica. Como se supone que la pendiente 
de la curva elástica y su deflexión son muy pequeñas, resulta satisfactorio 
aproximar la longitud de cada línea tangente mediante x y el arco ds’ por 
medio de di. Si se usa la fórmula de arco circular s = $r, donde r es la longi¬ 
tud x y s es dt, puede escribirse dt = x dd. Al sustituir la ecuación 12-16 en 
esta ecuación y al integrar desde A hasta B, puede determinarse la desvia¬ 
ción vertical de la tangente en A con respecto a la tangente en B\ es decir, 

f B M 

U/B = J A x Jj dx (12-18) 

Como el centroide de un área se encuentra a partir de x JdA = JxdA y 
f(M/EI)dx representa el área bajo el diagrama M/El, también se puede 
escribir 




jT 





A 

B 


X 

(b) 



U/B = X 



(12-19) 


Aquí x es la distancia desde A hasta el centroide del área bajo el diagrama 
MjEl entre Ay B, figura 12-216. 

Ahora el segundo teorema del momento de área puede enunciarse con 
referencia a la figura 12-21a de la manera siguiente: 

Teorema 2: La distancia vertical entre la tangente en un punto (A) sobre 
la curva elástica y la tangente extendida desde otro punto (B) es igual al 
momento del área bajo el diagrama M/EI entre estos dos puntos (Ay B). 
Este momento se calcula respecto al punto (A) donde debe determinarse la 
distancia vertical (t A/B ). 



Observe que t A¡8 no es igual a t B¡A , lo cual se muestra en la figura 12.21c. 
En específico, el momento del área bajo el diagrama MjEl entre A y B se 
calcula respecto al punto A para determinar t AjSi figura 12-216, y se calcula 
respecto al punto B a fin de determinar t B/A , figura 12-21c. 

Si se encuentra el momento de un área positiva MjEl entre A y B para 
t A/B , esto indica que el punto A está por encima de la tangente extendida 
desde el punto B, figura 12-21o. Del mismo modo, las áreas MjEl negativas 
indican que el punto A está por debajo de la tangente extendida desde el 
punto B. Esta misma regla es válida para t B¡A . 
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El siguiente procedimiento proporciona un método que puede usarse para aplicar 
los dos teoremas del momento de área. 

Diagrama M/Et, 

Determine las reacciones en los soportes y dibuje el diagrama M/El de la viga. 
Si la viga se carga con fuerzas concentradas, el diagrama M/EI consistirá en una 
serie de segmentos de línea recta y las áreas y sus momentos requeridos por 
los teoremas de momento de área serán relativamente fáciles de calcular. Si la 
carga consiste en una serie de cargas distribuidas, el diagrama M/EI consistirá 
en curvas parabólicas O tal vez curvas de orden superior, y se sugiere el uso de 
la tabla ubicada en la página Anal de este libro (al reverso de la contraportada) 
para localizar el área y el centroide bajo cada curva. 

Curva elástica- 

Dibuje una vista exagerada de la curva elástica de la viga. Recuerde que en un 
soporte fijo siempre ocurren puntos de pendiente cero y desplazamiento cero, 
y que en todos los soportes de pasador y de rodillo se produce desplazamiento 
cero. 

Si le resulta difícil dibujar la forma general de la curva elástica, utilice el diagra¬ 
ma de momento (o M/EI). Tenga en cuenta que cuando la viga está sometida 
a un momento positivo, ésta se curvará cóncava hacia arriba, mientras que los 
momentos negativos curvan a la viga cóncava hacia abajo. Por otra parte, cuando 
el momento en la viga (o M/EI)es igual a cero se produce un punto de inflexión 
o cambio en la curvatura. 

El desplazamiento desconocido y la pendiente que va a determinarse deben in¬ 
dicarse en la curva. 

Como los teoremas del momento de área se aplican sólo entre dos tangentes, es 
necesario prestar atención a la manera en que se construyen las tangentes para 
que los ángulos o la distancia vertical entre ellos conduzcan a la solución del 
problema. En este sentido, deben considerarse las tangentes en los apoyos, puesto 
que en esos puntos la viga tiene desplazamiento y pendiente cero. 

Teoremas del momento de área. 

Aplique el teorema 1 para determinar el ángulo entre dos tangentes cualesquie¬ 
ra sobre la curva elástica y el teorema 2 para determinar la distancia vertical 
entre las tangentes. 

• El signo algebraico de la respuesta puede comprobarse con base en el ángulo o 
la distancia vertical indicada en la curva elástica. 

Un 0 B/A positivo representa una rotación antihoraria de la tangente en B con res¬ 
pecto a la tangente en A, y un t B¡A positivo indica que el punto B sobre la curva 
elástica se encuentra por encima de la tangente extendida desde el punto A. 


Procedimiento de análisis 
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EJEMPLO 12.7 


Determine la pendiente de (a viga mostrada en la figura 12-22a en el 
punto B. El es constante. 


El 


□ ñ 


(a) 


PL 
El 



SOLUCIÓN 

Diagrama M/EI. Vea la figura 12-22&. 

Curva elástica. La fuerza P hace que la viga experimente deflexión 
como Se muestra en la figura 12-22c. (La curva elástica es cóncava ha¬ 
da abajo, puesto que Af/E/es negativo.) Se indica la tangente en B ya 
que se desea encontrarAdemás, se muestra la tangente en el sopor¬ 
te (A). Esta tangente tiene una pendiente cero conocida. Mediante la 
construcción, el ángulo entre tan A y tan B, es decir $ es equivalente 
a dg, o bien 




Teorema del momento de área. Al aplicar el teorema 1, & B¡A es 
igual al área bajo el diagrama M/EI entre los puntos A y ¿í; es dedr, 


B a =e 


B/A 


-K-»> 


P£¿ 

2EI 


Resp. 


El signo negativo indica que el ángulo medido desde la tangente en A 
hasta la tangente en B tiene un sentido horario. Con esto se verifica la 
solución, ya que la viga tiene una pendiente hacia abajo en B. 
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EJEMPLO 12.8 


00 


Determine el desplazamiento de los puntos B y C de la viga mostrada 
en la figura 12-23a. El es constante. 


A 


B 


C 

* 1 


L 


L 



2 


2 

\ 


: 

P 


El 




L 

L 


A 

2 

B 2 

c 


m 








El 


l 



<b> 

Mgiiri» 12-25 

SOLUCIÓN 

Diagrama M/EL Vea la figura 12-23b. 

Curva elástica. El momento de par en C hace que la viga sufra de¬ 
flexión, como se muestra en la figura 12-23c. Se indican las tangentes 
en S y C, ya que es necesario encontrar A fl y A c . Además, se muestra 
la tangente en el soporte (A) puesto que es horizontal. Ahora, los des¬ 
plazamientos requeridos pueden relacionarse de manera directa con la 
distancia vertical entre las tangentes en ByA y Cy A. En específico, 

Afl = íb/a 

&C = tc/A 

Teorema del momento de ¿rea. Al aplicar el teorema 2, t B/A es 
igual al momento del área en gris oscuro bajo el diagrama M/El entre A 
y B calculado con respecto al punto B (el punto sobre la curva elástica), 
ya que es el punto donde debe determinarse la distancia vertical. Por lo 
tanto, a partir de la figura 12-236, 




8 El 


Besp. 


Del mismo modo, para t c¡A se debe determinar el momento del área 
bajo todo el diagrama M/El desde A hasta C con respecto al punto C 
(el punto de la curva elástica). Se tiene 


¿C = te,A = (f)[(- = 


A*o¿ 2 
2 £7 


Besp. 


NOTA: Como ambas respuestas son negativas, los puntos B y Cse en¬ 
cuentran por debajo de la tangente en A. Esto concuerda con la figura 
12-23c. 
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EJEMPLO 12.9 


Determine la pendiente en el punto C del eje en la figura 12-24a. El es 
constante. 


UE 


2 ! 


ía) 


ü 

El 


PL 
4 El 


PL 
8 El 


LT _ L 

KtH 

<b) 



t'i^iiru 12-24 


SOLUCIÓN 


Diagrama M/Et, Vea la figura 12-246. 

Curva elástica. Como la carga se aplica simétricamente en la viga, 
la curva elástica es simétrica y la tangente en D es horizontal, figura 
12-24c. Además, se dibuja la tangente en C porque se desea encontrar 
la pendiente 6 C . Mediante la construcción, el ángulo & CfD entre las tan¬ 
gentes en tan D y C es igual a es decir, 

= ®c¡d 

Teorema del momento de área. Si se usa el teorema 1, 9 C/D es 
igual al área en gris bajo el diagrama M/EI entre los puntos D y C. Se 
tiene 

/PL\/L\ 1 (PL PL\fL\ 3 PL 2 „ 

8 C ~ Bc / d ” + 2 \ 4£7 8 £" 7 / 1 , 4 / ” 64£7 €SP ' 


¿Qué indica el resultado positivo? 
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EJEMPLO 12.10 


16 kN 




— 2 m- 


■ 4 m ■ 

<«> 




"2 m—| 



Determine la pendiente en el punto Cpara la viga de acero mostrada en 
la figura 12-25o. Considere E K =200 GPa, I = 17(10®) mm J . 

SOLUCIÓN 

Diagrama M/EL Vea la figura 12-256. 

Curva elástica. La curva elástica se muestra en la figura 12-25c. Se 
indica la tangente en Cporque se desea encontrar 0 C . También se cons¬ 
truyen las tangentes en los soportes, A y B, como se muestra en la figura. 
El ángulo & C¡A es el ángulo entre las tangentes en A y C. La pendiente 
en A, & A , en la figura 12-25c puede encontrarse usando = \t B/A \/L AB . 
Esta ecuación es válida puesto que t B¡A es realmente muy pequeña, de 
modo que el valor de t B , A en metros puede aproximarse mediante la 
longitud de un arco circular definido por un radio de L AB = 8 m y una 
amplitud de 0 A en radianes. (Recuerde que s = dr.) A partir de la geo¬ 
metría de la figura 12-25c, se tiene 

tñ/A 


Os* — \& j \&i 


C/A I 


8 


- a 


C/A I 


( 1 ) 


Observe que el ejemplo 12.9 también podría resolverse usando este mé¬ 
todo. 

Teoremas del momento de área. Si se usa el teorema 1, 0 C , A es 
equivalente al área bajo el diagrama M/EI entre los puntos Ay C;es decir, 


6 C/a = ~{2m) 


^ 8kN-m ^_ 


8 kN ■ m 2 
El 


Si se aplica el teorema 2, t BjA es equivalente al momento del área 
bajo el diagrama Af/E/entre ByA respecto al punto B (el punto sobre 
la curva elástica), ya que este es el punto donde debe determinarse la 
distancia vertical. Se tiene, 





tan S Ím/a 


■(= 


2 m + —{6 m) 



/24kN-m\l 


(. « JJ 




tanA 


320 kN ■ m 5 
El 


Al sustituir estos resultados en la ecuación 1, se obtiene 
320 kN ■ m 2 8kN-m 2 32fcN-m 2 


B r = 


(8 m)E/ 


El 


El 


i 


Este resultado se calculó en unidades de kN y m, por lo que al convertir 
El a estas unidades resulta 


e c ~ 


32 kN ■ m z 


[200(10®) kN/m 2 ][17(10^) m 4 ] 


= 0.00941 rad J Resp. 
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EJEMPLO 12.11 


Determine el desplazamiento en C para la viga mostrada en la figura 
12-26(1. El es constante. 

El 
Mu 




(a) 




SOLUCIÓN 

Diagrama M/EI. Vea la figura 12-266. 

Curva elástica. Se dibuja la tangente en C sobre la curva elástica ya 
que se desea encontrar A 0 figura 12-26c. (Observe que Cno es la ubica¬ 
ción de la deflexión máxima de la viga, debido a que la carga y por ende 
la curva elástica no son simétricas.) En la figura 12-26c también se indi¬ 
can las tangentes en los soportes A y B. Se observa que A c = A' - t c/B . Si 
se determina t A¡B> entonces A' puede encontrarse mediante triángulos 
semejantes, es decir, A'/(L/2) = t A¡B ¡L o bien A r = t A¡B fl. Por lo tanto, 


Lt/fl 

- tc/B 


( 1 ) 


Teorema del momento de área. Al aplicar el teorema 2 para 
determinar t A/B y t C/ , B , se tiene 

MoL 1 


i» - (j(«)[ít«(§)] ’ 

—«©)[!©(£)]-S‘ 


6EI 

• i 

48E7 

Al sustituir estos resultados en la ecuación 1 resulta 


i/m 0 l 2 \ Ím¿\ 

c 2 \6EI ) \4SEIJ 


MqL_ 

1 6EI 


Resp. 
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EJEMPLO 12.12 


Determine el desplazamiento en el punto C para la viga con voladizo 
de acero que se muestra en la figura 12-27«. Considere £ ac =29(10*) k$i, 
7=125 pulg 4 . 


5 kip 

V 




I" 

5tip 


-12 pies- 


t 


-R 


■ 12 pies ■ 


10 kip 

(a) 



Figiim 12-27 



SOLUCIÓN 

Diagrama M/EI. Vea la figura 12-276. 

Curva elástica. La carga hace que la viga sufra deflexión, como se 
muestra en la figura 12-27c. Se debe encontrar A c . Al construir tangen¬ 
tes en C y en los soportes A y B, se observa que A c = | t CfA \— A'. Sin em¬ 
bargo, A' puede relacionarse con t B/A mediante triángulos semejantes, 
esto es, A'/24 = \t a¡A |/12 o bien A r =2 \t a¡A \ . Pot lo tanto, 

Ac = Uc/a\ - 2ka/ j4 | (1) 

Teorema del momento de área. Si se aplica el teorema 2 para 
determinar t c¡A y t a/A , se tiene 

t c¡ A = (12 pies) (24 pies), 60 pie ^ 

8640 kip ■ pie 3 


£7 


tan C 


<0 


- (i(12p i e S ))[i(12p i e S )(-«^)] - - 


1440 kip ■ pie 3 
~EÍ 


¿Porqué estos términos SOn negativos? Al sustituir los resultados en la 
ecuación 1 se obtiene 


A c = 


8640 kip ■ pie 3 /1440 kip ■ pie 3 \ 
~ÉI £7 ) = 


5760 kip ■ pie 3 


£7 


I 


Tomando en cuenta que los cálculos se realizaron en unidades de kip y 
pies, se tiene 

5760 kip ■ pie 3 (1728 pulg 3 /pie 3 ) 


A r — 


[29{10 3 ) kip/puig 3 ](125 pulg 4 ) 


= 2.75 pulg i Resp. 
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PROBLEMAS FUNDAMENTALES 


112-7. Determine la pendiente y La deflexión del extremo 112-10. Determine la pendiente y la deflexión en el punto 

A de la viga en voladizo. E =200 GPa e i =65.0(10"*)m 4 . .Adela viga en voladizo. E =29(10 } ) ksi, /=24.5 pulg 4 . 


ókN 



«2*7 



112-8. Determine la pendiente y la deflexión del extremo m2 ' n ^rmine la deflexión máxima de la viga simple- 

A de la viga en voladizo. E =200 GPa e 1 =126(10"*) m 4 . mente apoyada. E -200 GPa e /-42.8(10*) m 4 . 


10 kN 

L_1 


¿Ll 



FL2.fi 


20 kN 

V 

□ 

I A 


20 kN 



F12-11 


112-9, Determine la pendiente y la deflexión del extremo 
A de la viga e n voladizo. E =200 GPa e i = 121(10"*) m 4 . 


112-12. Determine la deflexión máxima de la viga simple¬ 
mente apoyada. E =200 GPa e / =39.9(10"*) m 4 . 



12 


112-9 


1 * 12-12 
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12 


PROBLEMAS 


12-55. Determine la pendiente y la deflexión en C. El es 12-58. Determine la pendiente en A y la deflexión máxima, 
constante. £/es constante. 



20 kip-pie 




20 kippic 



l’roh. 12-58 


*12-56. Determine la pendiente y la deflexión en C. El es 1W9* Determine la pendiente y la deflexión en C. El es 
constante. constante. 


10 kN 

a v 



6 m--|--3 m 

Prnth 12-56 


20 kip-pie 


20 kip-pie 



Prnth 12-59 


•12-57. Determine la deflexión del extremo Búc la viga en *12-60. Si los cojinetes en A y B sólo ejercen reacciones 

voladizo. El es constante. verticales sobre el eje, determine la pendiente en A y la de¬ 

flexión máxima del eje. El es constante. 




50 Ib-píe 




4píes 


50 Ib-pie 



2 pies—* 


Prnth 12-57 


Prnb, 12-60 
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•12-61. Determine La pendiente máxima y La deflexión 
máxima de la viga. El es constante. 



- L - 

Prnb, 12-Al 


•12-65. Determine la posición a del soporte de rodillo B 
en términos de L, para que la deflexión en el extremo Csea 
igual a la deflexión máxima de La región >10 en la viga con 
voladizo. El es constante. 


P 



Ph*». 12-65 


12-62. Determine la deflexión y la pendiente en C. El es 

constante. 12-66. Determine la pendiente en el punto A de La viga 

simplemente apoyada, fies constante. 



Prnli, 12-62 


I 



12-63. Determine la pendiente en el punto A de la viga con 
voladizo. E =200 GPa e /=45.5(10f l ) mm 4 . 

♦12-64. Determínela deflexión en el punto Cde la viga con 
voladizo. E =200 GPa e /=45.5(10 14 ) mm 4 . 


12-67. La viga está sometida a una carga P, como se mues¬ 
tra en la figura. Determine La magnitud de La fuerza P que 
debe aplicarse al extremo C del voladizo para que la de- 
ffexión en Csea cero. E/es constante. 


30 tN 




Proba, 12-63/64 


PrcíU 12-67 
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Capítulo 12 Deflexión de vigas y ejes 


*1268. Si los cojinetes en A y B ejercen sólo reacciones *12-72. Determine el valor de a para que el desplazamien- 

uerticales sobre el eje, determine la pendiente en A y la de- to en Csea igual a cero. El es constante, 

flexión máxima. 




•1269. La viga se somete a la carga mostrada. Determine 
la pendiente en A y el desplazamiento en C. Suponga que 
él soporte en A es un pasador y en B es un rodillo. El es 
constante. 


•12-73. El eje se somete a la carga mostrada en la figura. Si 
los cojinetes en A y B ejercen sólo reacciones verticales so¬ 
bre el eje, determine la pendiente en A y el desplazamiento 
en C. £7es constante. 



I’roh. 1269 


Prab. 12-73 


12*70. El eje sostiene un engrane en su extremo C. Deter¬ 
mine la deflexión en C y las pendientes en los cojinetes A y 

B. El es constante. 12-74. Determine la pendiente en A y la deflexión máxima 

12*71, H eje sostiene un engrane en su extremo C. De- en la vlÉa ' es constante. 

termine su deflexión máxima dentro de La región AB. El es 

constante. Los cojinetes ejercen sólo reacciones verticales 

sobre el eje. 


12 kip 


rH-TP- 

i c 

24 kip-pie 

L —- 

f 

u , , u , 

1 L I L 

' 2 2 

1P P 

- 

\r —6 pies— t 1 -12 pies- \ 

-n e 

-—6pies —] 


Pr«h*< 12-70/71 Protv 12-74 
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12-75. La viga está fabricada de un material cerámico. Con 
el fin de obtener su módulo de elasticidad, se somete a la car¬ 
ga elástica mostrada en la figura. Si el momento de inercia es 
ly La viga tiene una desviación máxima medida A, determine 
E. Los soportes en A y D ejercen sólo reacciones verticales 
sobre la viga. 


12-78. La barra se construye a partir de dos ejes para los 
cuales el momento de inercia de AB es /y el de BC es 21. 
Determine la pendiente y la deflexión máximas de la varilla 
debido a la carga. El módulo de elasticidad es E. 




l’rob, 12-75 


*12-76. La barra se sostiene mediante un apoyo de rodillos 
en B, el cual permite el desplazamiento vertical pero resiste 
la carga axial y el momento. Si la barra se somete a la carga 
mostrada, determine la pendiente en A y la deflexión en C. 
El es constante. 



Prob. 12-78 


12-79. Determine la pendiente en el punto D y la deflexión 
en el punto C de la viga simplemente apoyada. La viga es de 
un material que tiene un módulo de elasticidad E. El mo¬ 
mento de inercia de los segmentos AB y CD en la viga es i, 
mientras que el momento de inercia del segmento BC es 21. 



2 2 


Prob. 12-79 

Proh. 12-76 


•12-77. La barra se sostiene mediante el apoyo de rodillos 
en C, el cual permite el desplazamiento vertical pero resiste 
la carga axial y el momento. Si la barra se somete a la carga 
mostrada, determine la pendiente y el desplazamiento en A. 
Ele s constante. 


*12-80. Determine la pendiente en el punto A y la de¬ 
flexión máxima de la viga simplemente apoyada. La viga es 
de un material que tiene un módulo de elasticidad E. El mo¬ 
mento de inercia de los segmentos -AB y CD en la viga es /, 
mientras que el momento de inercia del segmento BC es 21. 



Proh. 12-77 


Prcái. 12-80 
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Capítulo 12 Deflexión de vigas y ejes 



*12-81. Determine la posición a del rodillo de soporte B 
en términos de L, de modo que la desviación en el extremo 
Csea igual a la deflexión máxima de la región AB de la viga 
simplemente apoyada con voladizo. £7es constante. 


+12-84. Determine La pendiente en C y la deflexión en B. 
El es constante. 



— L - 

froh. 12-81 


w 



Frnh. 12-84 


•12-85. Determine La pendiente en B y el desplazamiento 

en C. El elemento es una T de acero estructural A-36 para 
12-82. La viga en voladizo W10X15 está fabricada de ace- el cual 7=76.8 pulg*. 
to A-36 y se encuentra sometida a la carga mostrada en la 
figura. Determine la pendiente y el desplazamiento en su 
extremo B, 


3 kip/pie 



5kip 


1,5 kip/pie 




3_!\_ 

A 

c 

Prob» 

12-85 


12-83. La viga en voladizo se somete a la carga mostrada 
en la figura. Determine la pendiente y el desplazamiento en 
C. Suponga que el soporte en A está fijo. El es constante. 


12-86. El eje de acero A-36 se usa para sostener un rotor 
que ejerce una carga uniforme de 5 kN/m dentro de la re¬ 
gión CD del eje, Determine la pendiente del eje en los coji¬ 
netes A y B. Los cojinetes ejercen sólo reacciones verticales 
sobre el eje. 



5 kN/m 


A 

M II 11 M , 

B 

c; 






1 20 mm 
-100 mm- 

4( 

- 3 

--1 

) itifrt 

00 nun - 

^ —LE* 3 

20 rum i 
“100 mm- 


Ptnb. 12-83 


Pmh. 12-86 
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12.5 Método de superposición 

La ecuación diferencial El d^/dx 4 = tv(jr) cumple con los dos requisitos 
necesarios para aplicar el principio de superposición; es decir, la carga iv(x) 
se relaciona lineal mente con la deflexión v(x), y se supone que la carga no 
cambia de modo significativo la geometría original de la viga o eje. Como 
resultado, es posible Superponer las deflexiones para una serie de cargas 
separadas que actúan sobre una viga. Por ejemplo, si v, es la deflexión para 
una carga y v 2 es la deflexión para otra carga, la deflexión total para las dos 
cargas actuando en conjunto es la suma algebraica w, + v 2 . Si se usan los 
resultados tabulados para diferentes cargas sobre una viga, como los que 
se presentan en el apéndice C, o las que pueden encontrarse en distintos 
manuales de ingeniería, es posible encontrar la pendiente y el desplaza¬ 
miento en un punto sobre una viga sometida a varias cargas diferentes al 
sumar algebr aicamente los efectos de sus distintas partes componentes. 

Los siguientes ejemplos ilustran cómo se utiliza el método de super¬ 
posición para resolver los problemas de deflexión, donde la deflexión se 
produce no sólo por deformaciones de la viga, sino también por desplaza¬ 
mientos de cuerpo rígido, como los que se producen cuando la viga está 
sostenida por resortes. 


12 



La deflexión resultante en cualquier punto de esta viga puede determinarse mediante 
la superposición de Jas deflexiones causadas por cada una de las cargas que actúan de 
manera separada sobre laviga* 
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Capítulo 12 Deflexión de vigas y ejes 


EJEMPLO 12.13 


Determine el desplazamiento en el punto C y la pendiente en el soporte 
A de la viga mostrada en la figura 12-28a. El es constante. 


2 kN/m 


ákK 


Al 


rrm 


r-- 


-X 


&A Ve 

4 m 


Z3* -AH 


m 


2 kN/m 


4m 


d= 


n " ~r ír 

(8a}i 


lüfl 


4 m 


4 m 


ía) 

Figura 12-2» 


(b) 

+ 

8 kN 


I 


(.i 

C 

--4 m * 

* -4 m-* 


(c) 

SOLUCIÓN 

La carga puede separarse en dos componentes como se muestra en las 
figuras 12-286 y 12-28c. El desplazamiento en C y la pendiente en A se 
encuentran mediante el uso de la tabla del apéndice C para cada parte. 
Para la carga distribuida, 

, _ 3ivL 3 _ 3(2 kN/m)(8 m) 3 _ 24kN-m 2 t 

\&A) 1 “ non--nort -- ~I -i 


{v c )l = 


128EÍ 128E/ El 

5wL 4 5(2 kN/m )(8 m ) 4 53.33 kN ■ m 3 


768£/ 768£/ El 

Para la fuerza concentrada de 8 kN, 

PL 1 8 kN( 8 m ) 2 32 kN ■ m 2 


1 


(0 A )i = 
(üc )2 = 


16E/ 16E/ El * 

PL % 8 kN {8 m ) 3 § 5.33 kN ■ m 3 


48E/ 


48E/ 


El 


I 


El desplazamiento en C y la pendiente en A son las sumas algebrai¬ 
cas de estas componentes. Por lo tanto, 


<+J) 

c+i) 


, x , x 56 kN ■ m 2 
&A ~ (®a)i + {®a)i ~ J 

139 kN-m 3 


Ve = (Uc)l + ( Vc)l = 


El 


1 


Resp. 

Resp. 
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EJEMPLO 12.14 




Determine el desplazamiento en el extremo C de la viga con voladizo 
que se muestra en la figura 12-29a. El es constante. 

SOLUCIÓN 

Como la tabla del apéndice C no incluye vigas con voladizos, la viga se 
separará en una parte simplemente apoyada y una porción en voladizo. 
En primer lugar se calculará la pendiente en B, causada por la carga 
distribuida que actúa sobre el segmento simplemente apoyado, figura 
12-296. 


5 kN/m 

annm 


10 kN 


(Mi = 


wL? 5 kN/m(4 m ) 3 13.33 kN ■ m 2 


24 El 


24 El 


El 





Como este ángulo es pequeño, ($ B \ »tan( 0 B ),, y el desplazamiento 
vertical en el punto C es 

, , J 13.33 kN-m 2 \ 26.67 kN-m 3 * 

(«c). - (!«)[—Yi — J - Tí — f 

A continuación, la carga de 10 kN sobre el voladizo ocasiona una 
fuerza estáticamente equivalente de 10 kN y un momento de par de 
20 kN ■ m en el soporte B del segmento simplemente apoyado, figura 
12-29c. La fuerza de 10 kN no causa un desplazamiento o una pendiente 
en B\ sin embargo, el momento de par de 20 kN ■ m produce una pen¬ 
diente. La pendiente en B debida a este momento es 

, , MnL 20 kN ■ m{4 m) 26.67 kN-m 2 

^ = 3EÍ - 3ÉI -=- T, - J 


de modo que el punto extendido Cse desplaza 
, x Y26.7kN-m 2 \ 53.: 

Mi = C2«n)í——- -J = — 


33 kN- m 3 


El 


i 


Por último, la parte en voladizo BC se desplaza debido a la fuerza de 
10 kN, figura 12-29d. Se tiene 


(^c)3 


_ PL? _ 10 kN{2m ) 3 _ 26.67kN-m 3 j 


3 El 


3EI 


El 


Sumando estos resultados algebraicamente, se obtiene el desplazamien¬ 
to del punto C, 


(+ 1 ) 


v c = — 


26.7 53.3 26.7 53.3 kN-m 3 


El 


El 


El 


El 


i 


Resp. 



C 

Jí^i 

H— 2 m — 



10 kH 



2m—iC 


id) 



10 kN 
C 


i 


B 1 

*— 2 m —I 


Fitftini 12*29 
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Capítulo 12 Deflexión de vigas y ejes 


EJEMPLO 


12.15 


Determine el desplazamiento en el extremo C de la viga en voladizo 
que se muestra en la figura 12-30. El es constante. 



SOLUCIÓN 

Si se usa la tabla del apéndice C para la carga triangular, la pendiente y 
el desplazamiento en el punto B son 


wpl? 4kN/m(6 m) 3 36 kN ■ m 2 


2AEI 

2AEI 

El 

w n L 4 

4kN/m{6 m) 4 

172.8 kN-m 3 

30 El " 

30 El 

El 


La región descargada BC de la viga permanece recta, como se muestra 
en la figura 12-30. Dado que $ B es pequeño, el desplazamiento en C se 
convierte en 


(+D 


v c “ v b + 

172.8 kN-m 3 36 kN-m 2 


El 

244.8 kN ■ m 3 
El 


El 


(2 m) 


i 


Resp. 
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EJEMPLO 12.16 


ZZ| 


La barra de acero que se muestra en la figura 12-3la se sostiene median¬ 
te dos resortes en sus extremos Ay B. Cada resorte tiene una rigidez de 
k = 15 kip/pie y en un inicio está sin deformar. Si la barra $e carga con 
una fuerza de 3 kip en el punto C, determine el desplazamiento vertical 
de la fuerza. No tome en cuenta el peso de la barra y tome =29(10 T ) 
ksi, /= 12puig 4 . 


3 kip 
j-3 pies-|- 


-6píes- 


SOLUCIÓN 


itf. 1 .IB 

k - 15 kip/pie | c k = 15 kip/pie 5 

(a) - ' ' 


Se calculan las reacciones en los extremos Ay B, como se muestran en 
la figura 12-316. Cada resorte experimenta una deflexión de 


, . 2 kip 

Mi = = M333 P'é 


(a) 

II 


(vb)i = 


15 kip/pie 
1 kip 

15 kip/pie 



Rosicidn original 

6pies- h) x , 

I í«a)i 


= (10667 pie 


f Desplaza miento f 

2kip de cuerpo rígido i tjp 


Si se considera que la barra es rígida, estos desplazamientos causan 
que se mueva hasta la posición mostrada en la figura 12-316. Para este 
caso, el desplazamiento vertical en C es 


0 ») 

+ 


3 kip 

|~3 pies—— 


-6 pies--j 


<»c)i - <»j)l + f^lMl - (Oí).] 

= 0.0667 pie + |[0.1333 pie - 0.0667 pie]= 0.1111 pie 1 


a 

í^cll 

Desplazamiento de cuerpo deforma ble 
(c) 

ít^urj 12-31 


El desplazamiento en C causado por la deformación de la barra, fi¬ 
gura 12-3le, puede encontrarse mediante el uso de la tabla del apéndice 
C. Se tiene 

3 kip(3pies)(6pies)[(9pies) 2 - (6 pies) 2 - {3 pies) 2 ] 
6[29(10 3 )kip/pulg 2 ](144pulg 2 /l pie 2 ){12 puig 4 )(l pie 4 /20 736 pulg 4 )(9 pies) 

= 0.0149 pie i 

Sumando las dos componentes de desplazamiento, se obtiene 
( + 1) ve = 0.1111 pie + 0.0149 pie = 0.126 pie = 1.51 pulg i Resp. 
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Capítulo 12 Deflexión de vigas y ejes 


PROBLEMAS 


12-87. La viga W12 X45 simplemente apoyada está fabri¬ 
cada de acero A-36 y se somete a la carga mostrada en la 
figura. Determine La deflexión en su centro C. 


12-91. Determine la pendiente en ff y la deflexión en el 
punto Cde la viga simplemente apoyada. E=2Ü0GPa e /= 
45.5(1(P) raro 4 , 


SOkippie 

*e 


12 pies 


12kip 

i 


c 

-12 pies 


Proh. 12*87 




*12-88. La viga en voladizo W10 X 15 está fabricada de 
acero A-36 y se encuentra sometida a la carga mostrada en 
la figura. Determine el desplazamiento en B y la pendiente 
en A. 


*12-92. Determine la pendiente en A y la deflexión en el 
punto Cde la viga simplemente apoyada. El módulo de elas¬ 
ticidad de la madera es E = 10 GPa. 



•12-89. Determine la pendiente y la deflexión en el extre¬ 
mo C de la viga con voladizo. Ele s constante. 

12-90. Determine la pendiente en A y la deflexión en el 
punto D de la viga con voladizo. El es constante. 


w 



3 kN 3 kN 



Predi. 12-92 


*12-93. La viga simplemente apoyada W8 X 24 está fabri¬ 
cada de acero A-36 y se somete a la carga mostrada en la 
f^ura. Determine la deflexión en su centro C. 


6 kip/pie 


5 kippie 



ProK 12-89/90 


Proh. 12-93 
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12-94. Determine la deflexión vertical y la pendiente en el 
extremo A de la ménsula. Suponga que ésta se sostiene fija¬ 
mente en su base, y no tome en cuenta la deformación axial 
del segmento AB. E/es constante. 


*12-96» Determine la deflexión en el extremo £ de la viga 
CDE. Las vigas están hechas de madera con un módulo de 
elasticidad E=10GPa. 



l-3pulg- 


J 


3 


B 


6pulg 



Krqb. 12-94 



I’mli. 12-96 


•12-97. El ensamble de tubería se compone de tres tubos 
del mismo tamaño con rigidez a la flexión El y rigidez a la 
torsión GJ. Determine la deflexión vertical en el punto A. 

12-95. La viga simplemente apoyada es de acero A-36 y 
se somete a La carga mostrada en la figura. Determine la de¬ 
flexión en su centro C.I= Q.1457(1(F 3 ) m 4 . 



Proh. 12-95 


Prob, 12-97 
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Capítulo 12 Deflexión de vigas y ejes 


12-98. Determine La deflexión vertical en el extremo A de 
la ménsula. Suponga que la ménsula se sostiene fijamente 
en su base B y no tome en cuenta la deflexión axial. E/es 
constante. 



12-99. Determine la deflexión vertical y la pendiente en el 
extremo A de la ménsula. Suponga que la ménsula se sostie¬ 
ne fijamente en su base y no tome en cuenta la deformación 
axial del segmento AB. El es constante. 


20lb/pulg 



*12-100. El bastidor consta de dos vigas en voladizo CD 
y BA y una viga simplemente apoyada CB, todas de acero 
A-36. Si cada viga tiene un momento de inercia respecto a 
su eje principal de I x = 118 pulg 4 , determine la deflexión en 
d centro G de la viga CB. 



•12-101. La viga I de ala ancha actúa como un voladizo. 
Debido a un error se instala a un ángulo 6 con la vertical. 
Determine la relación en A de su deflexión en la dirección 
x sobre su deflexión en la dirección y, cuando se aplica una 
carga P en este punto. Los momentos de inercia son I x e l y . 
Para la solución, descomponga P en sus componentes y use 
el método de superposición. Nota: El resultado indica que 
en vigas delgadas, l y « l x , pueden ocurrir grandes deflexio¬ 
nes laterales (dirección x), cuando están mal instaladas de 
esta manera. Para mostrar esto numéricamente, calcule las 
deflexiones en las direcciones x y y para una viga W10 X15 
de acero A-36, con P= 1,5 kip, $ =10° y L = 12 pies. 



12-102. La viga simplemente apoyada soporta una carga 
uniforme de 2 Idp/pie, Las restricción» de código, debidas 
a un techo de yeso, requieren que La deflexión máxima no 
exceda 1/360 de la longitud del tramo. Seleccione del apén¬ 
dice B la viga I de ala ancha de acero A-36 con menor peso 
que cumpla este requisito y soporte con seguridad la carga. 
El esfuerzo Qexionante permisible es = 24 ksi y el es¬ 
fuerzo cortante permisible es r = 14 ksi. Suponga que 
A es un pasador y B un soporte de rodillos. 



Pruti. 12-100 


Prut». 12-102 
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12.6 Vigas y ejes estáticamente 
i ndeterminad os 

Las barras cargadas axial mente y los ejes cargados a torsión que son es¬ 
táticamente indeterminados se analizaron en las secciones 4.4 y 5.5, res¬ 
pectivamente. En esta sección se ilustrará un método general para deter¬ 
minar las reacciones sobre vigas y ejes estáticamente indeterminados. En 
específico, un elemento de cualquier tipo se clasifica como estáticamente 
indeterminado si el número de reacciones desconocidas excede el número 
disponible de ecuaciones de equilibrio. 

Las reacciones adicionales en los soportes de la viga o eje que no son 
necesarias para mantenerlo en equilibrio estable se llaman redundantes. El 
número de estas redundantes se conoce como el grado de indeterminación. 
Por ejemplo, considere la viga mostrada en la figura 12-32o. Si se dibuja el 
diagrama de cuerpo libre, figura 12-326, habrá cuatro reacciones descono¬ 
cidas en los soportes, y como hay tres ecuaciones de equilibrio disponibles 
para la solución, la viga se clasifica como indeterminada de primer grado. 
A^, B o M a pueden clasificarse como redundantes, porque si cualquiera 
de estas reacciones se elimina, la viga se mantiene estable y en equilibrio 
(Aj no puede clasificarse como redundante, porque al retirarla no se sa¬ 
tisface XE t =0.) De manera similar, la viga continua de la figura 12-33a es 
indeterminada de segundo grado, puesto que hay cinco reacciones des¬ 
conocidas y sólo tres ecuaciones de equilibrio disponibles, figura 12-336. 
Aquí, las dos reacciones redundantes en los soportes pueden elegirse entre 
A v , B v , C v y D ;i . 







(b> 


ügura 12*52 




f 


B, 


1 


<b> 


T 


I 


I 


i 


D, 


H¡nira 12-33 
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Capítulo 12 Deflexión de vigas y ejes 



Para determinar las reacciones en una viga (o eje) que es estáticamente 
indeterminada, primero es necesario especificar las reacciones redundan¬ 
tes. Estas redundantes pueden determinarse a partir de las condiciones 
de geometría conocidas como las condiciones de compatibilidad. Una vez 
encontradas, las redundantes se aplican a la viga y las reacciones restantes 
se determinan a partir de las ecuaciones de equilibrio. 

En las siguientes secciones se ilustrará este procedimiento de solución 
mediante el método de integración, sección 12.7; el método del momento 
de área, sección 12.8; y el método de superposición, sección 12.9. 


12.7 Vigas y ejes estáticamente 
indeterminados: método 
de integración 

El método de integración, analizado en la sección 12.2, requiere dos inte¬ 
graciones de la ecuación diferencial d^vfdf = M/El una vez que el mo¬ 
mento interno M en la viga se expresa como una función de la posición x. 
Sin embargo, si la viga es estáticamente indeterminada, M también puede 
expresarse en términos de las redundantes desconocidas. Después de inte¬ 
grar dos veces esta ecuación, habrá dos constantes de integración junto con 
las redundantes a determinar. Aunque esto sea así, las incógnitas siempre 
pueden encontrarse a partir de las condiciones de frontera y continuidad 
para el problema. 

En los siguientes problemas de ejemplo se ilustran aplicaciones espe¬ 
cíficas de este método usando el procedimiento de análisis descrito en la 
sección 12,2. 



Ejemplo de una viga estáticamente inde¬ 
terminada que se usa para soportar la losa 
de un puente. 








12.7 Vigas y ejes estáticamente indeterminados: método de integración 
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EJEMPLO 12.17 


La viga está sometida a la carga distribuida de la figura 12-34 a. Deter¬ 
mine la reacción en A. El es constante. 

SOLUCIÓN 

Curva elástica. La viga experimenta deflexión, como se muestra en 
la figura 12-34a. Sólo se requiere una coordenada x. Por conveniencia 
se tomará dirigida a la derecha, puesto que el momento interno es fácil 
de formular. 

Función de momento. La viga es indeterminada de primer grado 
como se indica en el diagrama de cuerpo libre, figura 12-346. El mo¬ 
mento intemo M puede expresarse en términos de la fuerza redundante 
en A usando el segmento mostrado en la figura 12-34c. Aquí, 



(a) 


I 


2 ^_ 


I 

M = AyX - 


* 


■K 


- . ;b, 

i r 

— ÍL 

i. r\ 


► B, 


—I'm, 


Pendiente y curva elástica. Al aplicar la ecuación 12-10, se tiene 

1 v 3 


íb) 


d z v 1 x 

El —r = A^X 

dx 1 ^ 


6 W *l 


ei£ = \a,¿ 

dx 2 ' 


24 


1 x * + r 

+ Ci 


1 1 .5 

EIv = -A y x? - “iv 0 ^ + CiX + c 2 

Las tres incógnitas A y , C, y C 2 se determinan a partir de las condiciones 
de frontera x — 0, v = 0; x = L, dv/dx = 0, y x = L, v = 0. Al aplicar estas 
condiciones se obtiene 



x = 0 , v = 0 ; 
dv 

x = L,— = 0 ; 
dx 

x = L,v = 0 ; 
Al resolver, 


Q=0—0+Q+ Cj 
0 = \ A y L * ~ ¿W'oi' 3 + Ci 

° = H L3 "^ L4 + CiL + C2 


A > = 

C ‘ = ~lk W ^ Cl = ° 


Resp. 


NOTA: Si se usa el r^ultado de A y ,las reacciones en B pueden deter¬ 
minarse a partir de las ecuaciones de equilibrio, figura 12-346. Dem ues- 
tie que B x = 0, B = 2 iv 0 L/5 y M g = tv 0 L 2 /15. 
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EJEMPLO 12.18 




tllilIlllíT 


wL 

2 


í 


M a =M’\ 


00 


.tví. 

Jl2 


(b) 


wx r 

f, I"? 


JW' 11 1 ] V 


<c> 

Figura 12-35 


La viga de la figura 12-35a está soportada fijamente en ambos extremos 
y se somete a la carga uniforme mostrada en la figura. Determine las re¬ 
acciones en los soportes. No tome en cuenta el efecto de la carga axial. 

SOLUCIÓN 

Curva elástica. La viga sufre deflexión, como se muestra en la fi¬ 
gura 12-35a. Al igual que en el problema anterior, sólo se requiere una 
coordenada x para obtener la solución ya que la carga es continua en 
todo el segmento. 

Función de momento. A partir del diagrama de cuerpo libre, fi¬ 
gura 12-356, las reacciones cortante y de momento respectivas en A y B 
deben ser iguales, puesto que hay simetría de las dos cargas y la geome¬ 
tría. Debido a esto, la ecuación de equilibrio, = 0, requiere 

wb 

B V A = V S = — Itesp. 

La viga es indeterminada de primer grado, donde M' es redundante. Si 
se usa el segmento de viga de la figura 12-35c, el momento interno M 
puede expresarse en términos de M' de la siguiente manera: 


Wb 


W j 
—X 




Pendiente y curva elástica. 


El 


d 2 v wb 


v„ = 


wL 


h 


dx 

dv 


2 

wb 


Al aplicar la ecuación 12-10, se tiene 


w •, 

—X 
2 


M a = M' 


El— = 
dx 4 

et wL .3 

EJv = —x* 
12 




Jf 3 - M’x + Ci 


- -y' 1 + Ci * + Ci 


M' 


Las tres incógnitas M\ C, y C 2 , pueden determinarse a partir de las 
tres condiciones de frontera n = 0 en x = 0, de donde se obtiene C 2 = 0; 
dvfdx = 0 en x = 0, que resulta en C, = 0 y v = 0 en x = b, de donde se 
obtiene 


M' = 


wb 2 

12 


Resp. 


Si se usan estos resultados, puede observarse que debido ala simetría la 
condición de frontera restante dvfdx =0 en x = b se satisface de manera 
automática. 

NOTA: Se debe tener en cuenta que este método de solución es ge¬ 
neralmente adecuado cuando sólo se requiere una coordenada x para 
describir la curva elástica. Si se necesitan varias coordenadas x, es in¬ 
dispensable escribir las ecuaciones de continuidad, lo que complica el 
proceso de solución. 
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PROBLEMAS 


12-103. Determine las reacciones en los apoyos A y fi, des¬ 
pués dibuje el diagrama de momento. £7es constante. 



Prob. 12-103 


12-106. Determine las reacciones en los soportes, después 
dibuje los diagramas de fueraa cortante y de momento. El 
es constante. 

P 

a | 


Prob. 12-106 


♦12-104. Determine el valor de a para el cual el momento 
positivo máximo tiene la misma magnitud que el momen¬ 
to negativo máximo. El es constante. 


12-107. Determine las reacciones de momento en los so¬ 
portes A y B. El es constante. 


P 



Prob. 12-104 


P P 


I 


«■IIIE <S¡ 

-.-1 

1 1 

-- L— - 

i *1 

|- a - 


Prob. 12-107 


•12-105. Determine las reacciones en los soportes A, B y *12-108. Determine las reacciones en el soporte de rodillo 

O, después dibuje los diagramas de fuerza cortante y de mo- A y en el soporte fijo B. 

mentó. £/es constante. 


i 

[i 

P 

f 

_, 

i— L — 

2 

B ..rr^-a - 

L - ' L 

2 * 2 

- zx 

2 



Prob, 12-105 


Prob. 12-108 
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•12-109. Use funciones de discontinuidad y determine las 
reacciones en los soportes, después dibuje los diagramas de 
fuerza cortante y de momento. El es constante. 


3 kip/pie 


n 


r 




Ci 

—--i' 1 

ín=- 

1 -s p 1 

—m» -* 

íes j 10 píes 


Prtrfí. 12-109 


12-110. Determine las reacciones en los soportes, después 
dibuje los diagramas de fuerza cortante y de momento. El 
es constante. 


•fn 



12-111. Determine las reacciones en el soporte de pasador 
A y en los soportes de rodillo By C. Ele s constante. 





+12-112. Determine las reacciones de momento en los so¬ 
portes fijos A y B. £/es constante. 





•12-113. La viga tiene una constante E^ y se sostiene me¬ 
diante la pared fija en B y la barra AC. Si la barra tiene un 
área j4 2 en su sección transversal y el material tiene un mó¬ 
dulo de elasticidad E v determine la fuerza en la barra. 



-¿i- 

FmU. 12-113 


12-114. La viga está soportada mediante un pasador en A, 
un rodillo en B y un poste que tiene un diámetro de 50 mm 
en C. Determine las reacciones en los soportes A, B y C. 
El poste y la viga son del mismo material con un módulo 
ífc elasticidad E =200 GPa, y la viga tiene un momento de 
inercia constante /=255(10*) mm 4 . 


15 kN/m 

11111IIIUII1 



6 m ■] ■ 6 m 


Priik 12-111 


Prt>b. 12-114 
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*12.8 Vigas y ejes estáticamente 
indeterminados: método 
del momento de área 


12 


Si se usa el método del momento de área para determinar las redundan¬ 
tes desconocidas de una viga o eje estáticamente indeterminado, entonces 
debe dibujarse el diagrama M/EI de modo que en él se representen las 
redundantes como incógnitas. Una vez que se ha establecido el diagrama 
M/El, pueden aplicarse los dos teoremas del momento de área para ob¬ 
tener las relaciones adecuadas entre las tangentes de la curva elástica a 
fin de satisfacer las condiciones de desplazamiento y la pendiente en los 
soportes de la viga. En todos Eos casos, el número de estas condiciones de 
compatibilidad será equivalente al número de redundantes, por lo que es 
posible obtener una solución para las redundantes. 


Diagramas de momento construidos por el método de super¬ 
posición. Como la aplicación de Eos teoremas del momento de área 
requiere el cálculo tanto del área bajo el diagrama M/EI como de la ubica¬ 
ción centroidal de esta área, a menudo resulta conveniente usar por sepa¬ 
rado diagramas M/El pa ra cada una délas cargas y redundantes conocidas 
en vez de emplear el diagrama resultante para calcular estas cantidades 
geométricas. Esto es en especial cierto si el diagrama de momento resul¬ 
tante tiene una forma complicada. El método para dibujar el diagrama de 
momento en partes se basa en el principio de superposición. 

La mayoría de las cargas sobre vigas o ejes en voladizo son una combi¬ 
nación de las cuatro cargas mostradas en la figura 12-36. La construcción de 
los diagramas de momento asociados, también se muestra en esta figura, 
de acuerdo con el análisis de los ejemplos del capítulo 6. Con base en es¬ 
tos resultados, ahora se mostrará cómo emplear el método de superposi¬ 
ción para representar el diagrama de momento resultante de una serie de 
diagramas de momento separados para la viga en voladizo de la figura 12- 
37a. Para ello, primero se sustituirán las cargas por un sistema de cargas 
estáticamente equivalente. Por ejemplo, las tres vigas en voladizo mostra- 



Tnnnrn 


M 


M 



34 

Línea de inclinación cero 





Curv a parabólica 

<c> 


00 

c-l 

k ™ 

[ 

■í 

: 


Figura 12*36 
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4kN/m 

13 kN |11 l ,~l'30kN in | 


5k N 


-2m 




8kN - 

ct{ 

8 kK iti I 


4 kN/m 


ITT 


-2m 


C| 

30kbJ tn 3 


30kN™m 


-2m- 


5kN 


5kN 

20kN m L 


2 

\ 

\ A 

4 m 1 


Superposición de cargas 
{a> 



AffkN-m) 



Aí(kN-m) 


-30 


Af'(kNm) 


-20 


\—■ *{<") 


-I— Jtfm) 


+- x{m) 


Superposición de diagramas de momento 
(b) 


figura 12-37 


das en la figura 12-37a son estáticamente equivalentes a la viga resultante, 
ya que la carga en cada punto de la viga resultante es igual a la superpo¬ 
sición o la adición de las cargas en las tres vigas separadas. Por lo tanto, 
si se dibujan los diagramas de momento para cada viga separada, figura 
12-376, la superposición de estos diagramas resultará en el diagrama de 
momentos para la viga resultante, que se muestra en la parte superior. Por 
ejemplo, a partir de cada uno de los diagramas de momento separados, el 
momento en el extremo A es M A = —8 kN ■ m — 30 kN ■ m — 20 kN ■ m = 
—58 kN ■ m, como se verifica con el diagrama de momentos de la par¬ 
te superior. Este ejemplo demuestra que en ocasiones resulta más fácil 
construir por separado una serie de diagramas de momento estáticamente 
equivalentes para la viga, en vez de construir un diagrama de momento 
resultante más complicado. Como es obvio, es más fácil establecer el área 
y la ubicación del centroide de cada porción que determinar estos valores 
a partir del diagrama resultante. 
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5 kN/m 

111 m 






20 kNm 

(j 


k- 


r; 


-12m - 


5k N/m 


■12m ■ 

+ 


-12 m- 


-12 m - 


120kNm 

h 






20 kNm 


i) 


Superposición de cargas 
fa) 


AÍ(kNm) 


Jf 


^20 


70 

- i- 


/ 


-h 


12 

-H— *(«> 


\ 


-20 


Diagrama de momento resultante 

n 

JW(kN-m) 



1—- *{«i) 


-20 


12 

-f- x(m) 


Aí(klsl-m) 


12 

H- i{m) 

-20 

Superposición de diagramas de momento 

<b> 


Figura 12-38 


De manera similar, el diagrama de momento resultante también puede 
representarse para una viga simplemente apoyada mediante una superpo¬ 
sición de los diagramas de momento para cada carga que actúa sobre 
una serie de vigas simplemente apoyadas. Por ejemplo, las cargas sobre una 
viga que se muestran en la parte superior de la figura 12-3&? son equivalen¬ 
tes a la suma de las cargas sobre la viga que se muestran debajo de la mis¬ 
ma. En consecuencia, la suma de los diagramas de momento para cada una 
de estas tres cargas puede emplearse en lugar del diagrama de momento 
resultante que se muestra en la parte superior de la figura 12-386. 

Los siguientes ejemplos servirán para aclarar algunos de estos puntos y 
mostrar cómo se utilizan los teoremas del momento de área para obtener 
las reacciones redundantes en vigas y ejes estáticamente indeterminados. 
Las soluciones siguen el procedimiento de análisis descrito en la sección 
12.4. 











































636 


Capítulo 12 Deflexión de vigas y ejes 


EJEMPLO 


12.19 


La viga se somete a la fuerza concentrada que se muestra en la ñgura 
12-390. Determine las reacciones en los soportes. El es constante. 

El 


P B f L 



00 (d) 

«gura 12*39 

SOLUCIÓN 


Diagrama M/EI. En la figura 12-396 se muestra el diagrama de 
cuerpo libre. Si se usa el método de superposición, los diagramas M/EI 
separados para la reacción redundante y para la carga P se muestran 
en la figura 12-39c. 

Curva elástica. La curva elástica para la viga se muestra en la figura 
12-39¿í. Se han construido las tangentes en los soportes Ay B. Como 
A h = O, entonces 


Teorema del momento de área. Al aplicar el teorema 2, se tiene 

*(HlKí)<«]-• 

B y = 2.5P Resp. 

Ecuaciones de equilibrio. Si se usa este resultado, las reacciones 
en A mostradas en el diagrama de cuerpo libre, figura 12-396, son 

EF* =0; A x = 0 Resp* 

+ í EFj, = 0; -A y + 2.5P ~ P = 0 

Ay = 1.5P Resp, 

= 0; "M a + 2.5P(L) - P{2L) = 0 

= 0.5 PL Resp, 
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EJEMPLO 12.20 


La viga se somete a un momento de par en su extremo C como se mues¬ 
tra en la figura 12-4Qa. Determine la reacción en B, El es constante. 

SOLUCIÓN 

Diagrama M/EL El diagrama de cuerpo libre se muestra en la fi¬ 
gura 12-406. Por inspección, la viga es indeterminada de primer grado. 
Con el fin de obtener una solución directa, se elegirá como la redun¬ 

dante. Usando la superposición, los diagramas M¡EI para B y M^, cada 
uno aplicado a una viga simplemente apoyada, se muestran en la figura 
12-40c. (Observe que para una viga de este tipo A x , 
yen a un diagrama M¡El.) 

Curva elástica. La curva elástica para la viga se muestra en la figura 
12-40d. Se han establecido las tangentes en A,By C. Como & A = A g = 
A c = 0, entonces las distancias verticales indicadas deben ser proporcio¬ 
nales; es decir, 


ts/c = 2 tA !C 


A partir de la figura 12-40c, se tiene 


■ (H[}(^) (i) ] + (HX» H 
* MSM 


Al sustituir en la ecuación 1 y al simplificar se obtiene 

fi - 3AÍ ° 

B y ~ — 


Resp. 


B 


A E 






(a) 


iB. 




=P 




Ay y C y no conlribu- 


El 


íb> 


B^L 
2 El 


(i) 


M t 
2El 

(c) 


*4 
‘2 El 

El 




Ecuaciones de equilibrio. Ahora es posible determinar las reac¬ 
ciones en A y C a partir de las ecuaciones de equilibrio, figura 12-406. 
Demuestre que A x = 0, C v = 5MJAL y A y = MJAL. 

Observe, con base en la figura 12-40e que este problema también se 
puede manejaren términos de las distancias verticales, 


ta/A = “ íc/a 
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PROBLEMAS 


12*115. Determine las reacciones de momento en los so¬ 
portes >1 y B, después dibuje los diagramas de fuerza cortan¬ 
te y de momento. £/es constante. 



Prtrti. 12-115 


*12.116. La barra está fija en A y la conexión en B consiste 
en un alojamiento de rodillos que permite el desplazamiento 
tertical pero se resiste a la carga axial y al momento. De¬ 
termine las reacciones de momento en estos soportes. El es 
constante. 



Prut». 12-116 


•12-117. Determine el valor de a pata el cual el momento 
positivo máximo tiene la misma magnitud que el momen¬ 
to negativo máximo. El es constante. 


12-118, Determine las reacciones en los soportes, después 
dibuje los diagramas de fuerza cortante y de momento. El 
es constante. 



12-119. Determine las reacciones en los soportes, después 


dibuje los diagramas de fuerza cortante y de momento. El 
es constante. El soporte B es un cojinete de empuje. 

A 

. 1 

-n-p 

r » 

Jtr- 

| 

-:±— c 

i 1 L 

'ú- *. r ,; *v 

L 

1 

L 1 2 

2 1 


Prut». 12-119 



*12-120. Determine las reacciones de momento en los so¬ 
portes Ay B. El es constante. 


P 



1 i 

rtTr 

rr 

L _4 

i 2 

,_4_j 

2 


Prut». 12-117 


Prut». 12-120 
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12.9 Vigas y ejes estáticamente 
indeterminados: método 
de superposición 



El método de superposición se ha utilizado previamente para resolverlas 
cargas redundantes en barras cargadas axialmente y ejes cargados a torsión. 
Para aplicar este método en la solución de vigas (o ejes) estáticamente in¬ 
determinadas, primero es necesario identificar las reacciones redundantes 
en los soportes, como se explica en la sección 12.6. Al diminarlos de la viga 
se obtiene la llamada viga primaria , que es estáticamente determinada y 
estable, además está sometida sólo a la carga externa. Si a esta viga se le 
agrega una sucesión de vigas apoyadas de manera similar, cada una carga¬ 
da con una redundante separada, entonces por el principio de superposi¬ 
ción, se obtiene la viga cargada real. Por último, con el fin de despejar las 
redundantes, es necesario escribir las condiciones de compatibilidad que 
existen en los soportes donde actúa cada una de las redundantes. Como 
de esta manera las fuerzas redundantes se determinan directamente, el 
método de análisis se denomina en ocasiones método de fuerza. Una vez 
que se obtienen las redundantes, las otras reacciones sobre la viga pueden 
determinarse a partir de las tres ecuaciones de equilibrio. 

Para aclarar estos conceptos, considere la viga de la figura 12-41a. Si 
se elige la reacción B en el Todillo como redundante, entonces la viga 
primaria es la mostrada en la figura 12-416, y la viga sobre la que actúa la 
redundante B y se muestra en la figura 12-41 c. El desplazamiento en el ro¬ 
dillo debe ser igual a cero, y como el desplazamiento del punto B sobre la 
viga primaria es v B , y B^ causa que el punto B se desplace hacia arriba v' B , 
es posible escribir la ecuación de compatibilidad en B como 

(+T) 0 = -v ñ + v'b 

Los desplazamientos v s y v' B pueden obtenerse mediante cualquiera de los 
métodos descritos en las secciones 12.2 a 12.5. Aquí se obtendrán directa¬ 
mente de la tabla del apéndice C. Se tiene 

5PL? 


v B = 


v'b = 


B^ 


48£/ ' " 3 El 

Al sustituir en la ecuación de compatibilidad, se obtiene 

5PL? 


0 = 


B y L y 


48E/ 3 El 


B > m T 6 p 


Ahora que se conoce B , las reacciones en la pared se determinan a par¬ 
tir de las tres ecuaciones de equilibrio aplicadas al diagrama de cuerpo 
libre de la viga, figura 12-41 ¿f. Los resultados son 


A x = 0 


A -üp 

r ~ 16 ” 


M a = frPL 
16 


P 



Viga real 

(a) 


II 



P 



Redundante U v eliminada 
ib) 



Sólo se aplica la redundante 
<0 



<d> 

lifMirj 12-41 
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(a) a 


i 


fe) A 


L_ L 

| 

__ 

L ? 

1 2 

Viga real 

2 1 


ii 



p 

* 

-1 

L <*A 


- - — - a 1 

1 2 1 2 1 
Redundante M A eliminada 

Ma 

+ 



V 


] B 


6’a * 

Sólo se aplica la redundante M A 

Flgiiia 12*42 


Como se estableció en la sección 12.6, la elección de la redundante es 
arbitraria siempre que la viga primaria se mantenga estable. Por ejemplo, 
d momento en A para la viga de la figura 12-42a también se puede elegir 
como redundante. En este caso, la capacidad de la viga para resistir 
se elimina, por lo que la viga primaria es la que se sostiene mediante un 
pasador en A, figura 12-426. A ésta se le agrega la viga sobre la cual actúa 
la redundante en A, figura 12-42c. Si a la pendiente en A causada por la 
carga P se le denomina 0 A ya la pendiente en A causada por la redundante 
se le llama 0 Ai la ecuación de compatibilidad para la pendiente en A 
requiere 


(r+) 


0 = e A + e' A 


De nuevo, si se usa la tabla del apéndice C, se tiene 

PL 2 , M a L 

Q = - y g> — -- f - 

A 1 6EI y A 3 El 

Por lo tanto, 

PL 1 M a L 

0 = — + — - 
1 6EI 3 El 

M a = ~PL 
16 


Este es el mismo resultado que se determinó previamente. Aquí, el signo 
negativo para M A sólo significa que actúa en sentido opuesto a la direc¬ 
ción mostrada en la figura 12-42c. 
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Pi P 2 

I B j C D 

<*> ^ ^ ^ 

Viga real 


(b> 


(c) 


id) 


Pi Pi 



Redundante B,y C f eliminad as 


+ 

B, 

B I C D 



Sólo se aplica la redundante R y 

+ 



Sólo se aplica la redundante 


Kgurii 1243 



En !a figura 12-43o se proporciona otro ejemplo que ilustra este mé¬ 
todo. En este caso, la viga es indeterminada de segundo grado y, por lo 
tanto, se necesitarán dos ecuaciones de compatibilidad para obtener la so¬ 
lución. Se elegirán las fuerzas en los soportes de rodillo ByC como redun¬ 
dantes. La viga primaria (estáticamente determinada) se deforma de la 
manera mostrada en la figura 12-436 cuando se retiran las redundantes. 
Cada fuerza redundante deforma esta viga como se muestra en las figu¬ 
ras 12-43c y 12-43d, respectivamente. Por superposición, las ecuaciones de 
compatibilidad para los desplazamientos enfiyC son 


(+D 

{+!) 


0 = + v's + Vb 

0 = Ve + Ve + Ve 


( 12 - 20 ) 


Aquí, las componentes del desplazamiento v B y v' c se expresarán 
en términos de la incógnita B^, y las componentes v" B y v" se expresa¬ 
rán en términos de la incógnita C v . Cuando estos desplazamientos se ha¬ 
yan determinado y sustituido en la ecuación 12-20, entonces las ecuaciones 
podrán resolverse de manera simultánea para las dos incógnitas B v y C yl 
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I Procedimiento de análisis 


El siguiente procedimiento proporciona un medio para aplicar el mé¬ 
todo de superposición (o el método de fuerza) para determinar las 
reacciones en vigas o ejes estáticamente indeterminados. 

Curva elástica. 

=> Especifique las fuerzas o momentos redundantes desconocidos que 
deben retirarse de la viga con el fin de hacerla estáticamente deter¬ 
minada y estable. 

• Mediante el principio de superposición, dibuje la viga estáticamen¬ 
te indeterminada y muéstrela como una secuencia de las vigas está¬ 
ticamente determinadas correspondientes. 

La primera de estas vigas, la viga primaria, soporta las mismas car¬ 
gas externas que la viga estáticamente indeterminada, y cada una 
de las otras vigas “agregadas” a la viga primaria muestra a la viga 
cargada con una fuerza o momento redundante independiente. 

Dibuje la curva de deflexión para cada viga e indique de manera 
simbólica el desplazamiento (pendiente) en el punto de cada fuer¬ 
za redundante (momento). 

Ecuaciones de compatibilidad. 

Escriba una ecuación de compatibilidad para el desplazamiento 
(pendiente) en cada punto donde haya una fuerza (momento) re¬ 
dundante. 

Determine todos los desplazamientos o pendientes mediante un 
método adecuado, como se explica en las secciones 12.2 a 12.5. 

• Sustituya los resultados en las ecuaciones de compatibilidad y des¬ 
peje las redundantes desconocidas. 

Si el valor numérico de una redundante es positivo, tiene el mismo 
sentido que la dirección prevista en un principio. Del mismo modo, 
un valor numérico negativo indica que la redundante actúa en sen¬ 
tido opuesto a la dirección supuesta. 

Ecuaciones de equilibrio. 

Una vez que las fuerzas y los momentos redundantes se han deter¬ 
minado, las reacciones desconocidas restantes pueden encontrarse 
a partir de las ecuaciones de equilibrio aplicadas a las caigas que 
se muestran en el diagrama de cuerpo libre de la viga. 


Los siguientes ejemplos ilustran la aplicación de este procedimiento. Por 
razones de brevedad, todos los desplazamientos y pendientes se determina¬ 
rán usando la tabla del apéndice C. 
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EJEMPLO 12.21 


Determine las reacciones en el soporte de rodillos B de la viga mostrada 
en la figura 12-44 a, después dibuje los diagramas de fuerza cortante y 
de momento. El es constante. 

SOLUCIÓN 

Principio de superposición. Por inspección, la viga es estática¬ 
mente indeterminada de primer grado. El soporte de rodillo en B se 
elegirá como la redundante por lo que B se determinará direciamente. 
En las figuras 12-446 y 12-44c se muestra la aplicación del principio de 
superposición. Aquí se ha supuesto que B v actúa hacia arriba sobre la 
viga. 

Ecuación de compatibilidad. Si se considera que el desplaza¬ 
miento positivo es hacia abajo, la ecuación de compatibilidad en 5 es 


2kip/pie 


(a) 


8 kip 

t—-5 píes—-| 


(b> 


—10 pies— 
Viga real 


8 kip 


2kip/pie 


nmutnunu 


--10 pies - 

Redundante diminada 


] ~r 

jya 


HJÍ 


(+*) 


B 


0 = Vg - vá 


( 1 ) 


íc> 




Estos desplazamientos pueden obtenerse de manera directa en la ta¬ 
bla del apéndice C. 


h-10 pies--I B 

Sólo se aplica la redundante B, 

8 kip 


Vb = 


tvL 4 5PL? 
&EI + 48£/ 


16 kip i * 2 kip/pie 

(d) , fH + HUmumU 


40 kip-pie 
Vfkip) 


I-—5 pies—4-—5 pies—-f 


10 kip 


2 kip/pie{10 pies) 4 5{8 kip) (10 pies) 3 3333 kip ■ pie 3 . 1R 
- 8É7 + 48£/ “ £/ * 


(kip) 


v'b = 


PL? £>.{10 pies) 3 333.3 pies 3 B y 


3 El 


3 El 


El 


í 


(e) M (kip- pie) 


-40 


5 

25 


-10 


*{p¡e) 


x (pie) 


Al sustituir en la ecuación 1 y al resolver se obtiene 


¡-'¡gura 12-44 


0 = 


3333 3533B y 


El El 
B y = 10 kip 


Resp. 


Ecuaciones de equilibrio. Si se emplea este resultado y se apli¬ 
can las tres ecuaciones de equilibrio, se obtienen los resultados mostra¬ 
dos en el diagrama de cuerpo libre de la viga, figura 12-44d. En la figura 
12-44e se muestran los diagramas de fuerza cortante y de momento. 
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EJEMPLO 12.22 



La viga de la figura 12-4 5a está empotrada a la pared en A y conec¬ 
tada mediante un pasador a una varilla BC de j pulg de diámetro. Sí 
E =29(10*) ksi para los dos elementos, determine la fuerza desarrollada 
en la barra debido a la carga. El momento de inercia de la viga respecto 
a su eje neutro es /= 475 pulg*. 





bI Fbc 

—Jl* 


Redundante F BC el iminada 
(b) 

Ftgwü 12-45 


Sólo se aplica la redundante F B c 

(c) 


SOLUCIÓN I 

Principio de superposición. Por inspección, este problema es 
indeterminado de primer grado. Aquí, B experimentará un desplaza¬ 
miento desconocido, «£, puesto que la barra se estira. La barra se tra¬ 
tará como la redundante y por ende la fuerza de la barra se retira de la 
viga en B, figura 12-456, y después se vuelve a aplicar, figura 12-45c. 

Ecuación de compatibilidad. En el punto B se requiere 


{+ 1 ) 


v'b = Vñ ~ v'b 


( 1 ) 


Los desplazamientos v B y i/ fl se determinan a partir de la tabla en el 
apéndice C. v” se calcula con base en la ecuación 4-2. Si se usan unida¬ 
des de kilolibras y pulgadas, se tiene 


v'k = 


Va = 


v'b = 


Fflc(8pies){12 pulg/pie) 
W4)(j pulg) 1 [29(10*) kip/pulg 1 ] 
5(8 kip)(10 pie$) 3 (12 pulg/pie) 3 
48[29(10 3 ) kip/pulg 1 ](475 pulg 4 ) 
F ac (10 pies) 3 ( 12 pulg/pie) 3 


PL 
AE ~ 

5Pl¿ 

48E/ 

— =- 

3 El ~ 3[29(10) 3 kip/pulg 2 ](475pulg 4 ) 


= 0.01686F SC 1 


= 0.1045 pulg I 


= 0.04181 F B ct 


Por lo tanto, la ecuación 1 se convierte en 


í + i) 


0.01686/V = 0.1045 - 0.04181 F ac: 
F ñC = 1.78 kip 


Resp. 
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íe) 



Sólo se aplica la redundante F ac 
<0 


Figura 12*45 (cont.) 


SOLUCIÓN II 

Principio de superposición. Este problema también puede re¬ 
solverse al retirar el soporte de pasador en C y al mantener la varilla 
conectada a la viga. En este caso, la carga de 8 kip hará que los pun¬ 
tos B y C se desplacen hacia abajo la misma cantidad v c , figura 12-45e, 
puesto que no existe fuerza en la barra BC. Cuando se aplica la fuerza 
redundante en el punto C, ésta hace que el extremo C de la barra 
se desplace la cantidad v' c hacia arriba y que el extremo B de la viga se 
desplace la cantidad hada arriba, figura 12-45/. La diferenda en es¬ 
tos dos desplazamientos, v BC , representa el estiramiento de la varilla 
debido a F B£ ,, de modo que v' c = v BC + Por lo tanto, a partir de las 
figuras 12-45 d, 12-45e y 12-45/, la compatibilidad del desplazamiento en 
el punto C es 

(+1) 0 = Vc — (Vac + Va) (2) 


A partir de la solución I, se tiene 


vc = vg = 0.1045 pulg i 
Vbc ~ v'b = 0.01686Esc t 
v'b = 0.04181E fiC t 


Por lo tanto, la ecuadón 2 se convierte en 

(+1) 0 = 0.1045 - (0.Q1686F*; + 0.04181F* C ) 

Fac = 1.78 kip Resp. 
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EJEMPLO 


12.23 


Determine el momento en B para la viga mostrada en la figura 12-46a. 
Elé s constante. No tome en cuenta los efectos de la carga axial. 

SOLUCIÓN 

Principio de superposición. Como no se toma en cuenta la carga 
axial sobre la viga, no habrá una fuerza vertical ni un momento en A 
y B. Aquí hay sólo dos ecuaciones de equilibrio disponibles (£AÍ = 0, 
5F = 0) por lo que el problema es indeterminado de segundo grado. Se 
Supondrá que B y son redundantes, de modo que por el principio 
de superposición, la viga se representa como un voladizo cargado de 
manera separada por la carga distribuida y las reacciones B v y figu¬ 
ras 12-466, 12-46cyl2-4M 


(a) A 


3 kip/pie 

TTTTTTH 


B 


-ó pies- 


6pies- 


Viga real 


m A 


3 klp/pie 

Trrrrrn 


-6pies- 


-6 pies—-1 \ Va 


Redundantes y eü mi nadas 

+ B„ 


íc> A 


I 


I- 


-12pies- 


SóJo se aplica la redundante R, 

+ 


(d) A 


r-12 píes- 

Sólo se aplica Ja redundante 

fl^urn 1246 


Va 

jF« 
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Ecuaciones de compatibilidad. En relación con el desplaza¬ 
miento y la pendiente en 5, se requiere 

{?'+) 0 = B a + e% + 8% ( 1 ) 

{+1) 0 = va + v's + ira (2) 

Si se usa la tabla del apéndice C para calcular las pendientes y los des¬ 
plazamientos, se tiene 

wL? _ 3 kip/pie{12 pies) 3 _ 108 kip-píe 2 
48£7 ”" 48£/ “ £/ ^ 

7 wL 4 _ 7{3 kip/pie)(12 pies) 4 _ 1134 kip-pie 3 . 

384£/ “ 384£/ ” £7 1 

Pl} £,( 12 pies ) 1 12 B y 

2EI = 2£/ = El * 

Pl} _ £,(12 pies) 3 _ 576B y 
3£7 3 El eF * 

ML _ Affl{12 pies) _ 12Af B 
E l El El * 

ML 1 _ Aífi{12 pies) 2 _ 12M B . 

2 El ~ 2E1 ~ El * 

Al sustituir estos valores en las ecuaciones 1 y 2, y al cancelar el factor 
común El, se obtiene 

<T+) 0 = 108 + 72S, + 12AÍ B 

(+1) 0 = 1134 + 576S, + 12M b 

Si se resuelven estas ecuaciones de manera simultánea resulta 

By = -3.375 kip 

M g = 11,25 kip ■ pie Resp. 


&b 

e'a 

v'b 

Bb 

v% 
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PROBLEMAS FUNDAMENTALES 


112*11 Determine las reacciones en el soporte fijo A y en 
el rodillo B t El es constante. 


40 fcN 



4 m --|-- 2 m-- 

FLM3 


H2-14* Determíne las reacciones en el soporte fijo A y en 
el rodillo B, El es constante. 


F12-16* Determine la reacción en el rodillo B, El es cons¬ 
tante. 



112*16 


M2-17. Determine la reacción en el rodillo B . El es cons¬ 
tante. 



112*14 


50 kN 



112*17 


112-15* Determine las reacciones en el soporte fijo A y en 
el rodillo B . El soporte en B se asienta 2 mm s E = 200 GPa, 
/-65.0(lG"*)m 4 . 


10 tN/m 


t 

TniiiiTTniin, 

J 

Fa 

6 m- 


112-1H. Determine la reacción en el soporte de rodillos B 
ú éste se asienta 5 mm. E=200GPa e /=65.0(10"*) m 4 . 


lQfcN/m 



112-15 


I12-IH 
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PROBLEMAS 


•12*121, Determine las reacciones en los soportes de coji¬ 
nete^, fify Cdel eje, después di buje los diagramas de fuerza 
cortante y de momento. E/es constante. Cada cojinete ejer¬ 
ce sólo reacciones verticales sobre el eje. 



12-122. Determine las reacciones en los soportes A y B. El 
es constante. 


*12-124. El ensamble consiste en una barra de acero y una 
barra de aluminio, cada una de ellas tiene 1 pulg de grosor, 
están fijas en sus extremos A y B, y se conectan mediante 
un pasador con el eslabón corto y rígido CD . Si se aplica 
una fuerza horizontal de 80 Ib al eslabón como se muestra, 
determine los momentos creados en A y B, E =29(1Q 3 ) ksi, 
E^=10(10*) ksi. 



Proh, 12*124 


P 



Prnt». 12-122 


12*123. Determine las reacciones en los soportes A, ByC, 
después dibuje los diagramas de fuerza cortante y de mo¬ 
mento. E/es constante. 


•12*125. Determine las reacciones en los soportes A, B y 
C, después dibuje los diagramas de fuerza cortante y de mo¬ 
mento. El es constante. 


10 kN 10 kN 



i'nitiL 12*125 


12-126. Determine las reacciones en los soportes A y B. El 
es constante. 



A 



Prob. 12*123 


Pn*. 12*126 
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12-127. Determine las reacciones en el soporte C. El es 
constante para ambas vigas. 


12-130. Determine las reacciones en A y B. Suponga que 
el soporte en A sólo ejerce un momento sobre la viga. Ele s 
constante. 


US 


i» 




Prtrta. 12-127 


M I 


L 

3 


L 

3 


Prota. 12-130 


*12-128. Los segmentos de la viga compuesta se unen en 
el centro mediante un contacto liso (rodillo). Determine las 
reacciones en los soportes fijos Ay B cuando se aplica la 
carga P. Ele s constante. 


12-131. La v iga se sostiene media nte soportes atornillados 
en sus extremos. Cuando están cargados, estos soportes no 
actúan como una conexión fija real, sino que permiten una 
ligera rotación a antes de volverse fijos. Determine el mo¬ 
mento en las conexiones y la deflexión máxima de la viga. 


~cM 


B 


l'rtib. 12-128 


•12,129. la viga tiene una E l l l constante y se sostiene me¬ 
diante la pared fija en B y la barra AC. Si la barra tiene un 
área A 2 en su sección transversal y el material tiene un mó¬ 
dulo de elasticidad E 2> determine la fuerza en la barra. 


i \m i _ 

ll 

a 

1 í 

1 

L 


Prab. 12-131 


*12-132. La viga se sostiene mediante un pasador en A, un 
resorte que tiene una rigidez A en £ y un rodillo en C, De¬ 
termine la fuerza que ejerce el resorte sobre la viga. El es 
constante. 



B 


innni nm ii 


A p 


k 

L -J- L 


Pnih. 12-129 


PtíÚk 12-132 
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•12-133. La viga está fabricada de un material suave elás¬ 
tico lineal que tiene una El constante. Si en un inicio se en¬ 
cuentra a una distancia A de la superficie de su soporte ex¬ 
tremo, determine la distancia a sobre la que descansa en este 
soporte cuando está sometida a la carga uniforme w QI que es 
b suficientemente grande como para hacer que esto suceda 


12-135. El eje de acero A-36 con un diámetro de 1 pulg, se 
sostiene mediante cojinetes rígidos en A y C. El cojinete en 
B descansa sobre una viga I de ala ancha de acero simple¬ 
mente apoyada, que tiene un momento de inercia 7 = 500 
pulg*. Si cada una de las cargas de la banda sobre la polea es 
de 400 Ib, determine las reacciones verticales en A. By C. 



Pmb. 12-135 


12-134. Antes de que la carga uniformemente distribui¬ 
da se aplique sobre la viga, hay un pequeño espacio de 0.2 
mm entre la viga y el poste en B, Determine las reacciones 
en los soportes A, B y C. El poste en B tiene un diáme¬ 
tro de 40 mm y el momento de inercia de la viga es / = 
875(10*) mm 4 . El poste y la viga son de un material que tiene 
un módulo de elasticidad £=200GPa. 


*12-136. Si la temperatura del poste CD de 75 mm de diá¬ 
metro se incrementa en ó0°C, determine la fuerza desarro¬ 
llada en el poste. El poste y la viga están fabricados de acero 
A-36 y el momento de inercia de la viga es 1= 255(10*) mm*. 


30 kN/ m 









T] 



í mj 

p| Jí mm 



-6m - 


-ó m- 



Vroh. 12*134 


Prok 12-13* 
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REPASO DE CAPITULO 


La curva elástica representa la deflexión de la Ifnea central 
de una viga o eje. Su forma puede determinarse mediante 
el diagrama de momento. Los momentos positivos causan 
que la curva elástica sea cóncava hada arriba y los mo¬ 
mentos negativos ocasionan que sea cóncava hacia abajo. 
El radio de curvatura en cualquier punto se determina a 
partir de 


1 

P 


El 


M 


Diagrama de momento 



' Punto de inflexión 
Curva elástica 


La ecuación de la curva elástica y su pendiente pueden 
obtenerse al encontrar primero el momento interno en 
el elemento como una función de x. Si hay varias cargas 
que actúan sobre el elemento, entonces deben determi¬ 
narse funciones de momento separadas entre cada una 
de las cargas. Al integrar estas funciones una vez usando 
E^d^u/dx 2 ) = M{x) se obtiene la ecuación para la pen¬ 
dente de la curva elástica, y al integrar de nuevo resulta la 
ecuación para la deflexión. Las constantes de integración 
se determinan a partir de las condiciones de frontera en 
los soportes o, en los casos donde hay varias funciones de 
momento involucradas, debe satisfacerse la continuidad 
de la pendiente y la deflexión en los puntos donde estas 
funciones se unen. 



» = 0 


Condiciones de frontera 



Las funciones de discontinuidad permiten expresar la 
ecuación de la curva elástica como una función conti¬ 
nua, sin importar el número de cargas sobre el elemento. 
Este método elimina la necesidad de utilizar condiciones 
de continuidad, ya que las dos constantes de integración 
pueden determinarse sólo a partir de las dos condiciones 
de frontera. 
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El método del momento de área es una técnica semigráfica 
para determinar la pendiente de las tangentes o la distan¬ 
cia vertical entre las tangentes en puntos específicos sobre 
la curva elástica. Se requiere encontrar segmentos de área 
bajo el diagrama M/EI, o el momento de estos segmentos 
sobre los puntos de la curva elástica. El método funciona 
bien para los diagramas M/El compuestos de formas sim¬ 
ples, como los que se producen mediante fuerzas concen¬ 
tradas y momentos de par. 



EI t B /A = r'fÁrea) 



La deflexión o la pendiente en un punto de un elemento 
sometido a combinaciones de cargas puede determinarse 
mediante el método de superposición. La tabla en el apén¬ 
dice Cestá disponible para este fin. 


Las vigas y los ejes estáticamente indeterminados tienen 
más reacciones desconocidas en los soportes que ecuacio¬ 
nes de equilibrio disponibles. Para resolverlas, primero 
identifique las reacciones redundantes. Para determinar 
las redundantes desconocidas puede usarse el método de 
integración o el teorema del momento de área. También 
es posible encontrar las redundantes empleando el méto¬ 
do de superposición, donde se consideran las condiciones 
de continuidad en la redundante. Aquf. el desplazamiento 
debido a la carga externa se determina al eliminar la re¬ 
dundante, y de nuevo al aplicar la redundante con la carga 
externa eliminada. Las tablas en el apéndice C pueden em¬ 
plearse para determinar estos desplazamientos necesarios. 
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PROBLEMAS DE REPASO 


•12-137. El eje soporta las dos cargas de la polea como se 
muestra en la figura. Use funciones de discontinuidad para 
determinarla ecuación de la curva elástica. Los cojinetes en 
Ay B ejercen sólo reacciones verticales sobre el eje. El es 
constante. 


*12-140. Use el método del momento de área para deter¬ 
minar la pendiente y la deflexión en el extremo Cdel eje. El 
eje tiene 75 mm de diámetro y está fabricado de un material 
con E =200 GPa. 




B 


a. 


12 I 12 í 

-pulg-J-pulg-j- 


-36pulg- 


701b 


1801b 


l’mls. 12-137 


12-130. El eje se sostiene mediante una chumacera en Ala 
cual ejerce sólo reacciones verticales sobre el eje, y por me¬ 
dio de un cojinete de empuje en B,el cual ejerce reacciones 
horizontales y verticales sobre el eje. Dibuje el diagrama de 
momento ftexionante para el eje y después, con base en este 
dagrama, dibuje la curva elástica o curva de deflexión de la 
línea central del eje. Determine las ecuaciones de la curva 
elástica usando las coordenadas x 1 y x 2 . El es constante. 


80 Ib 


A 

i- 

4pu | S 

B 

—rt 






—jo —| eo ib ^ 

-12 pule - 

4pulg 

1 - 12 pule- 

-XI —- 



Prob. 12-138 


12-139. La viga simplemente apoyada W8 x 24 se somete 
a la carga mostrada. Utilice el método de superposición para 
determinar la deflexión en el centro C La viga está fabri¬ 
cada de acero A-36. 


6 kip/pie 



[--8 píes 


5 kip pie 




l’rnli. 12-1411 


•12.141. Determine las reacciones en los soportes. El es 
constante. Use el método de superposición. 



Proh. 12-141 


12-142, Determine las reacciones de momento en los so¬ 
portes Ay B. Use el método de integración. El es constante. 


•Vil 

TTr^TTrm>— 



B 


Pruh. 12-139 


Prob. 12-142 
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•12-143. & la viga en voladizo tiene un grosor t constante, 
determine La deflexión en el extremo A, La viga está hecha 
de un material que tiene un módulo de elasticidad E. 


•12-145. Use el método de superposición para deter¬ 
minar la deflexión en el punto C de la viga AB. Las vigas 
están hechas de madera con un módulo de elasticidad 
E =13(1(P) k$i. 



100 Ib/pie 


—a 


i—a 


p5t- 


B 


TÍ 


|—4 píes-4 pies—| 

-ó pies- 


-ópies- 


j ]6pulg 
Sección a-a 
Priiih. 12-145 


*12-144. La viga ABC se sostiene mediante la viga DBE 
y se encuentra fija en C. Determine las reacciones enñyC. 
Las vigas están fabricadas del mismo material con un módu¬ 
lo de elasticidad E = 200 GPa, y el momento de inercia de 
ambas vigas es/=25.0(10*) mm 4 . 


—a 9kN/m 



“TU 

A* 

EE 

-— -2 

raí —4*-4 m- 



12-146. El aro del volante de inercia tiene un grosor una 
anchura b y un peso especifico y. Si el volante gira a una ve¬ 
locidad constante w, determine el momento máximo de¬ 
sarrollado en el aro. Suponga que los rayos no se deforman. 
Sugerencia: Debido a la simetría de las cargas, la pendiente 
del aro en cada rayo es igual a cero. Considere que el radio 
es lo suficientemente grande como para que el segmento 
AB se pueda considerar como una viga recta, fija en am¬ 
bos extremos y cargada con una fuerza centrífuga unifor¬ 
me por unidad de longitud. Demuestre que esta fuerza es 

w = biyarr/g. 



Ü> 


Froto. 12444 


Froto. 12446 























































































Las columnas usadas para sostener este tanque de agua se refuerzan a la mitad de su altura con el fin de reducir el riesgo 
de pandeo. 
















Pandeo de columnas 



OBJETIVOS DEL CAPÍTULO 

En este capítulo se analizará el comportamiento de las columnas y se 
indicarán algunos de los métodos que se emplean para diseñarlas. El 
Capítulo comienza con un estudio general del pandeo, seguido de una 
determinación de la carga axial necesaria para pandear una columna 
que se denomina ideal. Después se aborda un análisis más realista, que 
toma en cuenta cualquier flexión de la columna. Además, se presenta 
el pandeo inelástico de una columna como un tema especial. Al final 
del capítulo se analizarán algunos de los métodos usados para diseñar 
columnas cargadas de manera concéntrica y excéntrica, las cuales están 
fabricadas con materiales comunes de ingeniería. 


13.1 Carga crítica 

Cada vez que se diseña un elemento, es necesario que cumpla con requi¬ 
stos específicos de resistencia, deflexión y estabilidad. En los capítulos 
anteriores se han analizado algunos de los métodos que se usan para de¬ 
terminar la resistencia y la deflexión de un elemento, en los que siempre se 
supone que el elemento se encuentra en equilibrio estable. Sin embargo, 
algunos elementos pueden estar sometidos a cargas de compresión y si di¬ 
chos elementos son largos y delgados, la carga puede ser lo suficientemen¬ 
te grande para hacer que el elemento experimente deflexión lateral o se 
ladee. En específico, los elementos largos y delgados que se someten a una 
fuerza de compresión axial se denominan columnas, y la deflexión lateral 
que se produce se llama pandeo. Con mucha frecuencia, el pandeo de una 
columna puede llevar a una falla repentina y dramática de una estructura 
o mecanismo y, como resultado, debe prestarse atención especial al diseño 
de las columnas para que puedan soportar con seguridad las cargas previs¬ 
tas sin pandearse. 
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Capítulo 13 


Pandeo de columnas 
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%nra 13-1 


La carga axial máxima que puede soportar una columna cuando está 
d borde del pandeo se llama carga crítica , P a , figura 13-la. Cualquier 
carga adicional hará que la columna se pandee y, por lo tanto, sufra una 
deflexión lateral como se muestra en la figura 13-16. Con el fin de com¬ 
prender mejor la naturaleza de esta inestabilidad, considere un mecanis¬ 
mo de dos barras consistente en barras rígidas sin peso que se conectan 
mediante un pasador, como se muestra en la figura 13-2a. Cuando las ba¬ 
rras están en posición vertical, el resorte, con una rigidez k, se encuentra 
sin estirar y se aplica una pequeña fuerza vertical P en la parte superior 
de una de las barras. Esta posición de equilibrio puede alterarse al des¬ 
plazar el pasador en A una pequeña distancia A, figura 13-26. Como se 
muestra en el diagrama de cuerpo libre del pasadoT cuando las barras 
se desplazan, figura 13-2c, el resorte producirá una fuerza de restauración 
F=kA, mientras que la carga aplicada P desarrolla dos componentes ho¬ 
rizontales, P x = P tan $, qué tiende a empujar al pasador (y a las barras) 
más lejos del equilibrio. Como 0 es pequeño, A « $(L/2) y tan $ « $. Así, 
la fuerza de restauración del resorte se convierte enf - k$L/2 y la fuerza 
perturbadora es 2P i = 2P0. 

Si la fuerza de restauración es mayor que la fuerza perturbadora, es 
decir, k$L¡2 > 2P0, entonces, como 0 se cancela, se puede despejar P, de 
donde resulta 


P < — equilibrio estable 

Ésta es una condición de equilibrio estable puesto que la fuerza desarro¬ 


llada por el resorte es adecuada para restaurar las barras hasta su posición 
vertical. Sin embargo, si kU)¡2 < 2P$, o bien 



entonces el mecanismo se encuentra en equilibrio inestable. En otras pa¬ 
labras, si se aplica esta carga P y ocurre un ligero desplazamiento en A, el 
mecanismo tiende a moverse fuera del equilibrio y no se restaurará a su 
posición original. 
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Figura 13*2 


Ptanfl 



Ptaofl 


<c> 



El valor intermedio de P, que requiere kLB/2 = 2P$, es la carga crítica. 
Aquí 


P* 


kL 

4 


equilibrio neutro 


Esta carga representa un caso del mecanismo en equilibrio neutro. Como 
P a es independiente del (pequeño) desplazamiento 6 de las barras, cual¬ 
quier alteración ligera del mecanismo no causará que se aleje del equili¬ 
brio, ni se restaurará a su posición original. En cambio, las barras se man¬ 
tendrán en la posición con deflexión. 

Estos tres diferentes estados de equilibrio se representan de manera 
gráfica en la figura 13-3. El punto de transición donde la carga es igual al 
valor critico P=P a s& llama punto de bifurcación. E n este punto, el meca¬ 
nismo se encuentra en equilibrio para cualquier valor pequeño de $, medi¬ 
do ya sea a la derecha O a la izquierda de la vertical. Físicamente, P^ repre¬ 
senta la carga con la que el mecanismo está a punto de pandearse. Resulta 
bastante razonable determinar este valor, suponiendo pequeños desplaza¬ 
mientos como se hace aquí; sin embargo, es necesario entender que P a no 
puede ser mayor al valor P que puede soportar el mecanismo. En efecto, 
si se coloca una carga mayor en las barras, entonces el mecanismo puede 
tener que experimentar más deflexión antes de que el resorte se comprima 
o alargue lo suficiente para mantener al mecanismo en equilibrio. 

Al igual que en el mecanismo de dos barras que se acaba de analizar, es 
posible obtener las cargas criticas de pandeo sobre columnas soportadas 
en diversas formas; el método usado para hacer esto se explicará en la si¬ 
guiente sección. Aunque en el diseño de ingeniería puede considerarse que 
la carga critica es mayor a la carga que puede soportar la columna, debe 
observarse que, al igual que el mecanismo de dos barras en su posición 
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Algunos elementos delgados y conectados 
mediante pasadores que se usan en maqui¬ 
naria móvil, oomo es te eslabón corto, se so¬ 
meten a cargas de compresión por lo que 
actúan como columnas. 


pandeada o con deflexión, una columna en realidad puede soportar una 
carga aún mayor que P^ Desafortunadamente, esta carga suele requerir 
que la columna se someta a una gran deflexión, que en general no se tolera 
en las estructuras de ingeniería o máquinas. Por ejemplo, es posible que una 
regla para medir requiera sólo de unos newtons de fuerza para pandearse, 
pero la carga adicional que puede soportar sólo puede aplicarse después de 
que la regla se somete a una deflexión lateral relativamente grande. 


13.2 Columna ideal con soportes 
de pasador 

En esta sección se determinará la carga crítica de pandeo para una colum¬ 
na que está soportada mediante un pasador, como se muestra en la figura 
13-4¿j, La columna que se va a considerar es una columna ideal, lo que 
significa que es perfectamente recta antes de la carga, está fabricada de 
un material homogéneo y la carga se le aplica a través del centroide de su 
sección transversal. Además, se supone que el material se comporta de for¬ 
ma elástico lineal y que la columna se pandea o se dobla en un solo plano. 
En la realidad, las condiciones de rectitud de la columna y aplicación de la 
carga no se cumplen; sin embargo, el análisis realizado sobre una “columna 
ideal” es similar al usado para estudiar columnas inicialmente torcidas o 
aquellas en las que la carga se aplica en forma excéntrica. Estos casos más 
realistas se estudiarán más adelante en este capítulo. 

Como una columna ideal es recta, en teoría la carga axial P podría au¬ 
mentarse hasta que se produjera una falla ya sea por fractura o por ce¬ 
den cía del material. Sin embargo, cuando se alcanza la carga crítica P la 
columna estará a punto de volverse inestable, de modo que una pequeña 
fuerza lateral F, figura 13-4¿>, hará que la columna permanezca en la po¬ 
sición con deflexión cuando se retira F, figura 13-4c. Cualquier reducción 
ligera de la carga axial P a partir de P a permitirá que la columna se en¬ 
derece y cualquier aumento ligero en P, por encima de P^ ocasionará un 
aumento adicional de la deflexión lateral. 



(a) (b> (c) 


fl|>uni 13-4 
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El hecho de que una columna se mantenga estable o se vuelva inestable 
cuando se somete a una carga axial dependerá de su capacidad de restau¬ 
rarse, la cual se basa en su resistencia a la flexión. Por consiguiente, si se 
desea determinar la carga crítica y la forma pandeada de la columna, es 
necesario aplicar la ecuación 12-10, que relaciona al momento interno de 
la columna con su forma flexionada, es decir 

= M (13-1) 

dx 


Recuerde que esta ecuación supone que la pendiente de la curva elástica 
es pequeña y que las deflexiones ocurren sólo por flexión. Cuando la co¬ 
lumna está en una posición flexionada, figura 13-5a, el momento interno 
de flexión puede determinarse mediante el método de las secciones. En 
la figura 13-56 se muestra el diagrama de cuerpo libre de un segmento en la 
posición flexionada. Aquí, tanto la deflexión v como el momento interno 
M se muestran en la dirección positiva de acuerdo con la convención de 
signos utilizada para establecer la ecuación 13-1. El momento de equilibrio 
requiere que M = -Pv. Por lo tanto, la ecuación 13-1 se convierte en 


El —t = -Pv 


d?v 
dx 1 


+ 



(13-2) 



v 



v 


ib) 


figura 13-5 


Ésta es una ecuación diferencial lineal homogénea de segundo orden, 
con coeficientes constantes. Mediante el uso de los métodos de ecuaciones 
diferenciales, o por sustitución directa en la ecuación 13-2, puede demos¬ 
trarse que la solución general es 

v = Cisen^y^-x^ + CiCOS^J—x^j (13-3) 


Las dos constantes de integración se determinan a partir de las condicio¬ 
nes de frontera en los extremos de la columna. Como v =0 en x = 0, enton¬ 
ces Cj = 0. Y puesto que v = 0 en x = L, entonces 

c,x,i Uií l ) =o 


Esta ecuación se cumple si C, = 0; sin embargo, entonces v = 0, que es una 
solución trivial que requiere que la columna permanezca siempre recta, 
a pesar de que la carga puede hacer que la columna se vuelva inestable. La 
otra posibilidad es que 





mr 


que se cumple si 
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p 

x 


n = I 



n = 2 


o bien 


P = - ~l n = 1,2,3,... (13-4) 

El menor valor de P se obtiene cuando n = 1, por lo que la carga crítica 
para la columna es* 


P = ** EI 

L 1 

En ocasiones esta carga se conoce como la carga de Eider, en honor del 
matemático suizo Leonhard Euler, quien fue el primero en resolver este 
problema en 1757. La forma pandeada correspondiente se define median¬ 
te la ecuación 


R^ira 13-5 (cont) 


TTX 

u = Cisen — 

Íj 


Aquí la constante C, representa la deflexión máxima, v^, que se produ¬ 
ce en el punto medio de la columna, figura 13-5c. No es posible obtener 
valores específicos para C, puesto que la forma exacta de la columna con 
deflexión no se conoce después de que ésta se pandea. Sin embargo, se 
supone que la deflexión es pequeña. 

Tenga en cuenta que la carga crítica es independiente de la resistencia 
del material, ya que sólo depende de las dimensiones de la columna (/y 
L) y de la rigidez del material o módulo de elasticidad E. Por esta razón, 
en relación con el pandeo elástico, las columnas fabricadas, por ejemplo, 
con acero de alta resistencia no ofrecen ninguna ventaja sobre las de ace¬ 
ro con menor resistencia, puesto que el módulo de elasticidad para am¬ 
bos es aproximadamente igual. También considere que la capacidad de 
carga de una columna aumenta a medida que se incrementa el momento 
de inercia de la sección transversal. Por lo tanto, las columnas eficientes se 
diseñan para que la mayor parte de área transversal de la columna se ubi¬ 
que lo más lejos posible de los ejes principales centroidales de la sección. 
Ésta es la razón por la que los perfiles huecos, como los tubos, son más 
económicos que las secciones sólidas. Por otra parte, las secciones en I de 
ala ancha y las columnas que se “construyen” con canales, ángulos, placas, 
etcétera, son mejores que las secciones sólidas rectangulares. 

También es importante darse cuenta de que una columna se pandeará 
alrededor del eje principal de la sección transversal que tiene el motor 
momento de inercia (el eje más débil). Por ejemplo, una columna que tiene 


*rt representa el número de ondas en la forma fiexionada de la columna, Por ejemplo, si 
«=2 aparecerán dos ondas en la figura 13-5e, Aquí, la carga crítica es 4 injusto anees del 
pandeo, que en términos prácticos no existe. 
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una sección transversal rectangular, como la regla mostrada en la figura 
13-6, Se pandeará alrededor del eje a-a no del eje b-b. En consecuencia, 
casi siempre los ingenieros tratan de lograr un equilibrio manteniendo los 
momentos de inercia iguales en todas direcciones. Por lo tanto, geométri¬ 
camente hablando los tubos circulares harían columnas excelentes. Asi¬ 
mismo se han seleccionado tubos cuadrados o formas que tienen I x « I y 
para form ar columnas. 

Resumiendo la discusión anterior, puede reescribirse la ecuación de 
pandeo para una columna delgada y larga sostenida mediante pasadores, y 
los términos se pueden definir de la siguiente manera: 


donde 


tt 2 E1 
9 L} 


£3-5) 


= carga axial máxima o crítica en la columna justo antes de qué 
comienza a pandearse. Esta carga no debe causar que el esfuerzo 
en la columna supere el límite proporcional 
E = módulo de elasticidad del material 

1 = menor momento de inercia para el área transversal de la columna 
L ~ longitud Sin soporte de la columna, cuyos extremos están articulados 
Para fines de diseño, la ecuación anterior también puede escribirse en 
una forma más útil, al expresar I = Ar 2 > donde A es el área transversal y r 
es el radio de giro del área de la sección transversal. Por lo tanto, 


_ ir 1 E(A^) 

Per ~ 7 } 

P\ £e 
A ) cr {E/rf 

o bien 

it 2 E 

{Ejrf 

donde 


(13-6) 


= esfuerzo crítico, que es un esfuerzo normal promedio en la 
columna justo antes de que ésta se pandee. Este esfuerzo es un 
esfuerzo elástico y por lo tanto 
E =módulo de elasticidad del material 
L = longitud de la columna sin soporte, cuyos extremos están 
articulados 

r = el radio d e giro más pequeño de la columna, determinado a partir 
de r = vJ/A , donde / es el menor momento de inercia del 
área de la sección transversal A de la columna 

La relación geométrica L/r en la ecuación 13-6 se conoce como la relación 
de esbeltez y es una medida de la flexibilidad de la columna; como se verá 
más adelante, sirve para clasificar las columnas como largas, intermedias 
o cortas. 


P 



i 


Ft[*uni 13-6 



Columnas interiores típicas hechas con tu¬ 
bería de acero, que se usan para sostener el 
techo de un edificio de una sola planta^ 
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La ecuación 13-6 puede representarse gráficamente mediante ejes que 
representan el esfuerzo crítico contra la relación de esbeltez. En la figura 
13-7 se muestran ejemplos de esta gráfica para columnas fabricadas de un 
acero estructural típico y de una aleación de aluminio. Tenga en cuenta que 
las curvas son hiperbólicas y que son válidas sólo para esfuerzos críticos 
por debajo del punto de oedencia del material (límite proporcional), ya 
que el material debe comportarse elásticamente. Para el acero, el esfuer¬ 
zo de cedencia es (ov)** = 36 ksi [£T C = 29(10 3 ) ksi] y para el aluminio es 
(°V)ai = 27 ksi [E^ _ 10(10 3 ) ksi]. Al sustituir tr^ = <j y en la ecuación 13-6, 
las menores relaciones de esbeltez permisibles para las columnas de acero 
y aluminio son (L/r)^ = 89 y (L/r)^ = 60.5, respectivamente. Así, para una 
columna de acero, si (L/r)^, ^ 89, puede usarse la fórmula de Euler para 
determinar la carga crítica, ya que el esfuerzo en la columna permanece 



Puntos importantes 


- Las columnas son elementos largos y delgados que se someten a 
cargas axiales de compresión. 

La carga crítica es la carga axial máxima que puede soportar una 
columna cuando está a punto de pandearse. Esta carga represen¬ 
ta un caso de equilibrio neutro. 

- Una columna ideal es perfectamente recta en un principio, está 
fabricada de un material homogéneo y la carga se aplica a través 
del centroide de su sección transversal. 

Una columna conectada con pasadores se pandea alrededor del 
eje principal de la sección transversal que tenga el menor momen¬ 
to de inercia. 

* La relación de esbeltez es L/r, donde r es el radio de giro más pe¬ 
queño de la sección transversal. El pandeo se producirá alrededor 
del eje donde esta relación tenga el valor más grande. 
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EJEMPLO 13.1 


El elemento W8 X 31 de acero A-36 que se muestra en la figura 13-8 
debe usarse como una columna conectada por pasadores. Determine 
la mayor carga axial que puede soportar antes de que comience a pan¬ 
dearse o antes de que el acero ceda. 



SOLUCIÓN 

Con base en la tabla del apéndice B, el área de la sección transversal de 
la columna y los momentos de inercia son A =9.13 pulg 2 ,/^ = 110puIg J e 
/ = 37.1 pulg 4 . Por inspección, el pandeo se producirá alrededor del 
eje y-y. ¿Por qué? Al aplicar la ecuación 13-5, se tiene 

tt 2 EI ir 2 [29(10 3 ) kip/pulg 2 ](37.1 pulg 4 ) 




[12 pies (12 pulg/pies)] 2 


= 512 kip 


Cuando está completamente cargada, el esfuerzo de compresión prome¬ 
dio en la columna es 

P C t 512 kip 

= — =--=■ = 56.1 kst 

" A 9.13 pulg 2 

Como este esfuerzo excede el esfuerzo de cedenda (36 ksi), la carga P 
se determina a partir de la compresión simple: 


36 ksi = 


9.13 pulg 2 ’ 


P = 329 kip 


Resp. 


En la práctica real, es necesario induir un factor de seguridad en esta 
carga. 
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Las columnas tubulares usadas para soste¬ 
ner este tanque de agua se refuerzan en tres 
ubicaciones en toda su longitud con el fin de 
evitar que se pandeen. 


13.3 Columnas que tienen varios 
tipos de soportes 


La carga de Euler se obtuvo para una columna que está conectada me¬ 
diante un pasador o que puede girar libremente en sus extremos. Sin em¬ 
bargo, es común que las columnas estén soportadas de alguna otra mane¬ 
ra. Por ejemplo, considere el caso de una columna fija en su base y libre 
en la parte superior, figura 13-9a. A medida que la columna se pandea la 
carga se desplaza £ y en x el desplazamiento es v. A partir del diagrama de 
cuerpo libre mostrado en la figura 13-9 b ,el momento interno en la sección 
arbitraria es M - P(S — v). En consecuencia, la ecuación diferencial de la 
curva de deflexión es 


E, % - p(í - ■> 
d\ P P . 
dx 1 EI V EI S 


(13-7) 


A diferencia de la ecuación 13-2, esta ecuación es no homogénea de¬ 
bido al término distinto de cero en el lado derecho. La solución consta 
de una solución complementaria y una solución particular, a saber, 

* = c i se n (^7*) + CíCOS {y¡JJ x ) + 8 
Las constantes se determinan a partir de las condiciones de frontera. En 
x = O, v = O, de modo que C 2 = -£. Por otra parte, 

Tx = S/JHila 1 ) ‘ 

En x =O ,dv/dx = O, de modo que C, = 0. Por lo tanto, la curva de deflexión 


es 


v = 5 


ax Uíi x )] 


(13-8) 


Como la deflexión en la parte superior de la columna es £, es decir, en 
x = L, v = 5, se requiere 


Seos 


m- 


o 


La solución trivial £ = 0 indica que no ocurre pandeo, sin importar la carga 
P. En vez de esto, 


eos 



El 


)- 


0 obien 'JlI L = T’ n = i -3,5... 


La menor carga critica se produce cuando n = 1, de modo que 


= 


tt 2 EI 

AL 1 


(13-9) 


En comparación con la ecuación 13-5, se ve que una columna apoyada Ajá¬ 
mente en su base y libre en su parte superior soportará sólo un cuarto déla 
carga critica que puede aplicarse a una columna soportada por pasadores 
en ambos extremos. 
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Las columnas con otros tipos de soporte se analizan de manera similar, 
por lo que no se estudiarán a detalle aquí.* En su lugar, se tabularán los 
resultados para Eos tipos de soporte más comunes en las columnas y se 
mostrará cómo se aplican estos resultados al escribir la fórmula de Euler 
en una forma general. 


Longitud efectiva. Como se mencionó antes, la fórmula de Euler, 
ecuación 13-5, se desarrolló para el caso de una columna que tiene extremos 
articulados O que giran libremente. En otras palabras, L en la ecuación 
representa la distancia sin soporte entre los puntos de momento cero. Esta 
fórmula puede usarse para determinar la carga crítica en las columnas que 
tienen otros tipos de soporte siempre que U L” represente la distancia entre 
los puntos de momento cero. Esta distancia se denomina longitud efectiva 
de la columna, L g . Como es obvio, para una columna con extremos arti¬ 
culados L g = L, figura 13- 10a. Para la columna con un extremo fijo y otro 
libre se encontró que la curva de deflexión, ecuación 13-8, es un medio de 
la curva para la columna conectada mediante pasadores y tiene una lon¬ 
gitud de 2 L, figura 13-106. Por lo tanto, la longitud efectiva entre los pun¬ 
tos de momento cero es L g = 2 L. En la figura 13-10 también se muestran 
ejemplos de Otras dos columnas con diferentes soportes en los extremos. 
La columna con extremos fijos, figura 13-10c, tiene puntos de inflexión 
o puntos de momento cero a Lj4 de cada soporte. Entonces, la longitud 
efectiva está representada por un medio de su longitud, es decir, L,=0.5L. 
Por último, la columna con un extremo articulado y otro fijo, figura 13-10d, 
tiene un punto de inflexión aproximadamente a Q.7Lde su extremo articu¬ 
lado, por lo que L g = 0.7 L. 

En vez de especificar la longitud efectiva de la columna, muchos códigos 
de diseño proporcionan fórmulas que emplean un coeficiente sin unidades 
K llamado factor de longitud efectiva. Este factor se define a partir de 

L t = KL (13-10) 

En la figura 13-10 se proporcionan valores específicos de K. Por lo tan¬ 
to, con base en esta generalización puede escribirse la fórmula de Euler 
como 


O bien 


, tt 2 EÍ 
* {KLf 


(13-11) 


(KL/r) 1 


(13-12) 


Aquí (KL/r) es la relación de esbeltez efectiva de la columna. Por ejemplo, 
a la columna está fija en su base y libre en su extremo, se tiene K= 2 y, por 
lo tanto, la ecuación 13-11 da el mismo resultado que la ecuación 13-9. 



Extremos 

articulados 

iza 

(a) 


Un extremo fijo 
y otro li bre 

íb) 



Extremos 

fijos 

|£ = 0i[ 

<c) 


Uti extremo 
articulado y otro fijo 

¡£ = 0,71 

(<J> 


lisura 13-10 


♦Vea los problemas 13-43,13-44 y 13-45. 
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EJEMPLO 13.2 



12 pies I 


Pandeo del eje x-x 
0>> 



(c) 

Figura 13-11 


Una columna de aceto W6 X 15 tiene 24 pies de largo y está fija en sus 
extremos como se muestra en ia figura 13-lla. Su capacidad de carga se 
incrementa arriostrándola con un refuerzo alrededor del eje y-y (débil), 
mediante puntales que se supone están conectados por pasadores en 
su altura media. Determine la carga que puede soportar de modo que 
la columna no se pandee ni el material exceda el esfuerzo de cedencia. 
Considere £ ac = 29(10’*) ksi y <r Y =60 ksi. 

SOLUCIÓN 

El comportamiento del pandeo de la columna será diferente en los ejes 
x-x y y-y debido al arriostramiento. La forma del pandeo para cada uno 
de estos casos se muestra en las figuras 13-11¿> y 13-1 le. A partir de la 
figura 13-11&, la longitud efectiva para el pandeo respecto al eje x-x es 
(KL) x = 0.5(24pies) = 12 pies = 144 pulg, y con base en la figura 13-llc, 
para el pandeo respecto al eje y-y, (KL) y = 0.7(24 pies/2) = 8.40 pies = 
100.8 pulg. Los momentos de inercia para una viga W6 X15 se encuen¬ 
tran en la tabla del apéndice B. Se tiene l x = 29.1 pulg 4 , ! y = 9.32 pulg 4 . 
Al aplicarla ecuación 13-11, 

T^nO*) ksi]29.1 pulg 4 

' — = 401.7 kip 


(P) = 

( a) * ( KLf x 


(^cr)y “ 


Tt^Eh 


(144 pulg) 2 
ir 2 [29{ 10*) ksi]9.32 pulg 4 


{KLf y (100.8 pulg) 2 


( 1 ) 


= 262.5 kip (2) 


Por comparación, el pandeo se producirá respecto al eje y-y. 

El área de la sección transversal es 4.43 pulg 2 , por lo que el esfuerzo 
de compresión promedio en la columna es 


A 


262.5 kip 


= 59.3 ksi 


4.43 pulg 2 

Como este esfuerzo es menor que el esfuerzo de cedencia, se presentará 
pandeo antes de que el material ceda. Así, 

P a = 263 kip Resp. 

NOTA: A partir de la ecuación 13-12 puede observarse que el pandeo 
siempre se producirá respecto al eje de la columna que tenga la mayor 
relación de esbeltez, ya que una relación de esbeltez grande generará 
un esfuerzo crítico pequeño. Por lo tanto, si se usan los datos para el 
radio de giro que se encuentran en la tabla del apéndice B, se tiene 
(KL\ _ 144pulg 
\ r ) x ~ 2.Í 


ÍKL\ = 100, 

l r ) y IM 


2.56 pulg 
8 pulg 


= 56.2 


= 69.0 


r y X.46 pulg 

Por consiguiente, ocurrirá el pandeo del eje y-y, que es la misma conclu¬ 
sión a la que se llegó mediante la comparación de las ecuaciones 1 y 2. 
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EJEMPLO 


La columna de aluminio se encuentra fija en su parte inferior y arrios¬ 
trada en su parte superior por medio de cables que tienen el propósito 
de evitar el movimiento en esa parte a lo largo del eje *, figura 13-12a. 
Si se supone que está fija en su base, determine la mayor carga P permi¬ 
sible que puede aplicarse. Use un factor de seguridad para el pandeo de 
F.S. = 3.0. Tome £ a1 = 70 GPa, o> = 215 MPa, A = 7.5(10T 3 ) m 2 , 
I x = 61.3(10“*) m\ I y = 23.2(10“*) m 4 . 

SOLUCIÓN 

En las figuras 13-126 y 13-12c se muestra el pandeo respecto a los ejes 
* y y. Si se usa la figura 13- 10a, para el pandeo del eje*-*, K = 2 por lo 
que (KL) x = 2(5 m) = 10 m. Además, para el eje y-y el pandeo K - 0.7, 
por lo que (KL) f =0.7(5 m) = 3.5 m. 

Al aplicar la ecuación 13-11, se obtienen las cargas criticas para cada 
caso 

Tr 2 [7G(10 9 ) N/m 2 ](61.3(10“*) m 4 ) 

( ”cr)jc “ 




{KLf x 

= 424 kN 
7r 2 £/ v 


(10 m) 2 

ir 2 [70(10 9 ) N/m 2 ](23.2(10“*) m 4 ) 
(3.5 m) 2 


(KL)l 
= 1.31 MN 

Por comparación, a medida que P se incrementa la columna se pandea 
en tomo al eje *-*. Por lo tanto, la caiga permisible es 


Dado que 


perm 


íTcr “ 


F.S. 


424 kN 
3.0 


= 141 kN 


Resp. 


f CT 

A 


424 kN 


7.5(10“ 3 ) m 2 
Es posible aplicar la ecuación de Euler. 



ÍO 





= 56.5 MPa < 215 MPa 


y.-Jj ¿ L, = 10 m 


Pandeo de l eje *-* 
ib) 
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Capítulo 13 Pandeo de columnas 


PROBLEMAS FUNDAMENTALES 


113*1, U na barra de 50 pulg de largo está fabricada de ace¬ 
ro y tiene un diámetro de 1 pulg. Determine la carga crítica 
de pandeo si los extremos se sostienen fijamente, E =29(10 1 ) 
ksi y tTj, =36 ksi. 

F13-2. Una columna rectangular de madera con 12 pies de 
largo tiene las dimensiones indicadas en la figura. Determi¬ 
ne la carga crítica si se supone que los extremos están articu¬ 
lados. E = l.ótlO 3 ) ksi. No se produce cedencia. 



113-2 

113-3. La columna de acero A -36 puede considerarse ar¬ 
ticulada en sus partes superior e inferior y arriostrada en 
su eje débil a la mitad de su altura. Determine la fuerza 
permisible máxima P que puede soportar la columna sin pan¬ 
dearse. Aplique un F.S. = 2 contra el pandeo. Considere 
A =7.4(l(r 3 )m 2 p 2 r =87.3(10*K e 1 = 18.8(10-*) m 4 . 



113-4. Un tubo de acero se sostiene fijamente en sus extre¬ 
mos. Si tiene 5 m de largo, su diámetro externo es de 50mm 
y su grosor es de 10 mm, determine la máxima carga axial P 
que puede soportar sin pandearse. E n =200 GPa, <r Y =250 
MPa. 

113-5. Determine la fuerza máxima P que puede soportar 
el ensamble sin causar que el elemento AC se pandee. El 
elemento está fabricado de acero A-36 y tiene un diámetro 
de 2 pulg. Considere un F.S. =2 contra el pandeo. 



3 pies 


4píes 


*13-5 


*13-6. La barra BC de acero A-36 tiene un diámetro de 
50 mm y se usa como un puntal de apoyo para la viga. Deter¬ 
mine la intensidad máxima w'de la carga uniforme distribui¬ 
da que puede aplicarse a la viga sin causar que el puntal se 
pandee. Considere un F.S.=2 contra el pandeo. 



*13-3 


F13-6 
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PROBLEMAS 


•13-1. Determine La carga critica de pandeo para la colum¬ 
na. Puede suponerse que el material es rígido. 


13-3. La pierna en (a) actúa como una columna y puede 
modelarse (b) mediante dos elementos articulados que es¬ 
tán conectados a un resorte de torsión con una rigidez k 
(par/rad). Determine la carga crítica de pandeo. Suponga 
que el material óseo es rígido. 


P 




ITofc 13-3 


13*2, Determine la carga critica Papara la barra rígida y el 
ástema de resortes. Cada resorte tiene una rigidez k. 


*13-4. Las barras rígidas AB y BC están conectadas me¬ 
diante pasadores en B, Si el resorte en D tiene una rigidez k, 
determine la carga crítica P CT para el sistema. 




13 
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Capítulo 13 Pandeo de columnas 


•13-5. Una columna de acero A-36 tiene una longitud de 
4 m y está articulada en ambos extremos. SI el i rea de la sec¬ 
ción transversal tiene las dimensiones indicadas en la figura, 
determine la carga crítica. 

13-6. Resuelva el problema 13-5 si la columna está fija en 
su base y articulada e n su parte superior. 



Prt/bs. 13-5/6 


13-7. Una columna es de acero A-36, tiene una longitud de 
20 pies y está articulada en ambos extremos. Si el área de la 
sección transversal tiene las dimensiones indicadas, determi¬ 
ne la carga critica. 

*13-8. Una columna de aluminio 2014-T6, tiene una longi¬ 
tud de 30 pies, está fija en su base y se encuentra articulada 
en su parte superior. Si el área de la sección transversal tiene 
las dimensiones indicadas en La figura, determine la carga 
crítica. 



•13-9. La columna W14 X 38 es de acero A-36 y se sostie¬ 
ne fijamente en su base. Si se somete a una carga axial de 
P = 15 kip, determine el factor de seguridad con respecto al 
pandeo. 

13-10. La columna W14 X38 es de acero A-36. Determine 
la carga crítica si su extremo inferior se sostiene fijamente 
y la parte superior puede moverse con libertad respecto al 
eje fuerte y está fija respecto al eje débil. 

p 





1'rotK. 13-9/10 


13-11. El ángulo de acero A-36 tiene una sección transver¬ 
sal de área A =2.48 pulg 2 y radios de giro respecto al eje x de 
r x = 1.26 pulg, y respecto al eje y de r f - 0,879 pulg, El radio 
de giro más pequeño se produce alrededor del eje z, y es 
r ; = 0M4 pulg. Si el ángulo debe usarse como una colum¬ 
na articulada de 10 pies de largo, determine la mayor carga 
axial que puede aplicarse a través de su centroide C$in cau¬ 
sar pandeo. 



Prut». 13-11 

*13-12. Una columna de acero A-36 tiene una longitud 
dé 15 pies y está articulada en ambos extremos. Si el área de 
la sección transversal tiene las dimensiones indicadas en la 
figura, determine la carga crítica. 


1—«pulg—"l_L . 

*^-j-(X5pulg 
03 pulg-6 pulg 


05 pulg 


T 


ProhK. 13-7/8 


Pmh. 13-12 
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•13-13. Una columna de acero A-36 tiene una longitud de 
5 metros y está fija en ambos extremos. Si el área de la sec¬ 
ción transversal tiene las dimensiones indicadas en la figura, 
determine la carga crítica. 


10 mm 

r 

. 

1 —- -*—10 mm 
100 mm— 


•13-17. La columna de madera rectangular con 10 pies de 
largo tiene las dimensiones indicadas en la figura. Determi¬ 
ne la carga álfica si se supone que los extremos están conec¬ 
tados mediante pasadores. E w =1.6(10 3 ) ksi, <r r =5 ksi. 
13-18. La columna de 10 pies tiene las dimensiones mos¬ 
tradas en la figura. Determine la carga crítica si la parte infe¬ 
rior está fija y la parte superior está articulada. E w =1.6(10 3 ) 
ksi, <t v =5 ksi. 


T" 

50 mm 


Proh, 13-13 


13-14. Los dos canales de acero se unen entre sí para for¬ 
mar una columna para un puente con 30 pies de longitud; 
se supone que estará conectada mediante pasadores en sus 
extremos. Cada canal tiene una sección transversal de área 
A = 3.10 pulg 2 y momentos de inercia I x = 55.4 pulg 4 
e l f = 0,382 pulg 4 . La ubicación del centroide C de su área 
se muestra en la figura. Determine la distancia apropiada d 
entre los centroides de los canales de modo que el pandeo 
se produsca alrededor de los ejes x-x y y'-y' debido a la mis¬ 
ma carga. ¿Cuál es el valor de esta carga critica? No tome 
en cuenta el efecto de la celosía en el momento de inercia. 

=29(10 3 ) ksi, ov=50ksi. 




y y 



13-15. Una columna W8 x 24 de acero A-36 está fija en un 
extremo y libre en el otro. Si se somete a una carga axial de 
20 kip, determine la longitud máxima permisible de la co¬ 
lumna si se desea un F.S, = 2 en contra del pandeo, 

*13-16. Una columna W8 x 24 de acero A-36 está fija en 
m extremo y articulada en el otro. Si se somete a una carga 
axial de 60 kip, determine la longitud máxima permisible de 
la columna si se desea un F.S. =2 en contra del pandeo. 


13-19. Determine la fuerza máxima P que puede aplicarse 
a la manija, de modo que la barra de control BC, fabricada 
con acero A-36, no se pandee. La barra tiene un diámetro 
de 25 mm. 



Pralv 13-19 
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*13-20. La viga W10X45 es de acero A-36 y se usa como 
una columna con longitud de 15 pies. Si se supone que sus 
extremos se sostienen mediante pasadores y está sometida a 
una carga axial de 100 kip, determine el factor de seguridad 
con respecto al pandeo. 

•13-21. La viga W1Q X 45 es de acero A-36 y se usa como 
una columna con longitud de 15 pies. Si sus extremos están 
soportados fijamente, ¿puede la columna soportar la carga 
crítica sin ceder? 


P 



Prohs. 13-20/21 

13-22. La columna W12 x 87 de acero estructural A-36 
tiene una longitud de 12 pies. Si su extremo inferior se en¬ 
cuentra fijo, su extremo superior está libre y se somete a una 
carga axial de P =380 kip, determine el factor de seguridad 
con respecto al pandeo. 

13-23. La columna W12 X87 de acero estructural A-36 tie¬ 
ne una longitud de 12 pies. Si su extremo inferior se encuen¬ 
tra fijo y su extremo superior está libre, determine la mayor 
carga axial que puede soportar. Use un factor de seguridad 
con respecto al pandeo de 1.75. 



*13-24. Un eslabón de acero para herramientas L-2 en 
una máquina de forjado está conectado mediante pasadores 
a los extremos de las horquillas como se muestra en la figura. 
Determine la máxima carga P que puede soportar sin pan¬ 
dearse. Use un factor de seguridad con respecto al pandeo 
<fe F.S. = 1.75. Observe en la figura de la izquierda que los 
extremos están articulados para el pandeo, mientras que en 
la figura de la derecha los extremos están fijos. 


P 


é 


ü pulg 


di 


24 pulg 


h i 

I | 1 


05 pulg 


V 


p 


Proh, 13-24 


•13-25. La viga W14 X 30 de acero A-36 se usa como una 
columna estructural que puede suponerse articulada en sus 
dos extremos. Determine la mayor fuerza axial P que se le 
puede aplicar sin causar pandeo. 


P 



Prohs, 13-22/23 


Proh. 13-25 
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13-26. La baria de acero A-36 AB tiene una sección trans¬ 
versal cuadrada. Si está conectada mediante pasadores en 
sus extremos, determine la carga máxima permisible P que 
puede aplicarse al bastidor. Use un factor de seguridad con 
tespectoal pandeo de 2. 



l*n»b. 13-26 


□ llipulg 
1 i plllg 


13-27. Determine la intensidad permisible máxima w de 
la caiga distribuida que puede aplicarse al elemento BC sin 
causar que el elemento AB se pandee. Suponga que AB es 
de acero y está articulado en sus extremos para el pandeo 
del eje x-x y fijo en sus extremos para el pandeo del eje v-v. 
Use un factor de seguridad con respecto al pandeo de 3. 

=200 GPa, o-y =360 MPa. 

*13-28. Determine si el bastidor puede soportar una car¬ 
ga de w = 6 kN/m cuando el factor de seguridad respecto 
al pandeo del elemento AB es de 3. Suponga que AB es 
de acero y está articulado en sus extremos para el pandeo 
del eje x-x y fijo en sus extremos para el pandeo del eje y-y. 

=200 GPa, <r y =360 MPa. 


w 



•13-29. La viga soporta la caiga de P =6 kip. Como resul¬ 
tado, el elemento BC de acero A-36 se somete a una carga 
de compresión. Debido a los extremos en horquilla del ele¬ 
mento, considere que los soportes en B y C actúan como 
pasadores para el pandeo del eje x-x y como soportes fijos 
para el pandeo del eje y-y. Determine el factor de seguridad 
con respecto al pandeo de cada uno de estos ejes. 

13-30. Determine la mayor carga P que soportará el bas¬ 
tidor sin que el elemento BC de acero A-36 se pandee. 
Debido a los extremos en horquilla del elemento, considere 
que los soportes en B y C actúan como pasadores para el 
pandeo del eje x-x y como soportes fijos para el pandeo del 
eje y-y. 



13-31. Determine la carga distribuida máxima que puede 
aplicarse a la barra, de modo que el puntal AB de acero 
A-36 no se pandee. El puntal tiene un diámetro de 2 pulg y 
está articulado en sus extremos. 


ir 



l'rnhs. 13-27/28 


Predi. 13-31 
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Capítulo 13 Pandeo de columnas 


*13-32» Suponga que los elementos de la armadura están 
conectados mediante pasadores. Si el elemento AC es una 
barra de acero A-36 con 2 pulg de diámetro, determine la 
carga máxima P que puede soportar la armadura sin que el 
demento se pandee. 



•1333. Se supone que la barra de acero AB del bastidor 
está articulada en sus extremos para el pandeo del eje y-y. 
Si w = 3 kN/m, determine el factor de seguridad contra el 
pandeo respecto al eje y-y debido a la carga aplicada. E w = 
200 GPa, <r Y =360 MPa. 



Proh, 13-33 


13-34. Suponga que los elementos de la armadura están 
conectados mediante pasadores. Si el elemento AB es una 
barra de acero A-36 de 40 mm de diámetro, determine la 
máxima fuerza P que puede soportar la armadura sin que el 
elemento se pandee. 

13-35. Suponga que los elementos de la armadura están 
conectados mediante pasadores. Si el elemento CB es una 
barra de acero A-36 de 40 mm de diámetro, determine la 
máxima fuerza P que puede soportar la armadura sin que el 
elemento se pandee. 



*13-36. Si la carga C tiene una masa de 500 kg, determine 
con precisión de 1 mm el diámetro mínimo requerido para 
que la barra sólida AB de acero L2 no se pandee, Utilice un 
F.S. = 2 contra el pandeo. 

•1337. Si el diámetro de la barra sólida A B de acero L2 es 
50 mm, determine la máxima masa Cque puede soportar la 
barra sin deformarse. Use un F.S. =2 contra el pandeo. 



1338. Suponga que los elementos de la armadura están 
conectados mediante pasadores. Si el elemento GF es una 
barra de acero A-36 que tiene un diámetro de 2 pulg, deter¬ 
mine la mayor magnitud de la carga P que puede soportar la 
armadura sin que este elemento se pandee. 

1339. Suponga que los elementos de la armadura están 
conectados mediante pasadores. Si el elemento AG es una 
barra de acero A-36 que tiene un diámetro de 2 pulg, deter¬ 
mine la mayor magnitud de la carga P que puede soportar la 
armadura sin que este elemento se pandee. 


H G F e 



V 

p 


Prohs. 13-34/35 


Prohs» 13-38/39 
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*13-40. La columna tiene en B un soporte que no permite 
la rotación pero permite La deflexión vertical. Determine la 
carga crítica P^ £/es constante. 


L 



l>r«b 13-40 


•13-41. La columna ideal tiene un peso w (fuerza/longitud) 
y descansa en la posición horizontal cuando se somete a la 
carga axial P. Determine el momento máximo de la colum¬ 
na a la mitad del claro. El es constante. Sugerencia: Esta¬ 
blezca La ecuación diferencial para la deflexión, ecuación 
13-1, con el origen a la mitad del daro. La solución general 
es v = Cj sen kx + C 2 eos kx + (w/(2P))x 2 — (wLj{2P))x — 
(wEl/P 2 ) donde k 2 =P/El. 


H 1 



Fruta. 13-41 


13-42, La columna ideal está sometida a la fuerza F en 
su punto medio y la carga axial P. Determine el momento 
máximo de la columna a La mitad del claro. El es cons tante. 
Sugerencia: Establezca La ecuación diferencial para la de¬ 
flexión, ecuación 13-1. La solución general es v = C 2 sen kx + 
C¿ eos kx - donde c 2 = Fj2ElX = P/EI. 



Pr<»h. 1342 


13-43. La columna con El constante está restringida en sus 
extremos como se muestra en la figura. Determine la carga 
crítica de la columna. 



Prob, 13-43 


♦13-44. Considere una columna ideal como en la figura 
13-10c, con ambos extremos fijos. Demuestre que la carga 
crítica en la columna está dada por P^ - An 2 EI/L 2 . Suge¬ 
rencia: Debido a la deflexión vertical de la parte superior de 
la columna, se desarrollará un momento constante M' en los 
soportes. Demuestre que d^fdx 2 + (P/ EI)v =M'/E 1, La so - 
Iución tiene la forma u— C t sen (VP/£7x)+C 2 cos (s/P/EÍx) 
+ Hf/P. 

•13-45. Considere una columna ideal como en la figura 
13-1 Od, con un extremo fijo y el otro articulado. Demues¬ 
tre que la carga crítica en la columna está dada por P fT = 
20.19£//L 2 . Sugerencia: Debido a la deflexión vertical de la 
parte superior de la columna, se desarrollará un momento 
constante M'en el soporte fijo y fuerzas reactivas horizonta¬ 
les R' en ambos soportes. Demuestre que d\tdx 2 + (P/£/) 
v = (R'/E I)(L - *). La solivi ón tiene la forma v = C L sen 
(Vp/E1x) + C 2 eos ( VPjEix) + (R’/P)(L - x). Después 
de aplica r las condic iones de frontera demuestre que tan 
(Vp/ÉÍL) = Vp/Ul. Encuentre por prueba y error la me¬ 
nor raíz distinta de cero. 
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Capítulo 13 Pandeo de columnas 


*13.4 La fórmula de la secante 



La columna que soporta esta grúa es de¬ 
masiado larga. Estará sometida no sólo a la 
carga uniaxial, sino también un momento 
flexionante. Para evitar que se pandee, de¬ 
bería estar reforzada en la parte superior 
como con una conexión de pasador. 


La fórmula de Euler se obtuvo ai suponer que la carga P se aplica siempre 
a través del centroide del área transversal de la columna y que la columna 
es perfectamente recta. En realidad esto es muy poco realista, ya que las 
columnas fabricadas nunca son perfectamente rectas, ni la aplicación de 
la carga se conoce con gran exactitud. Entonces, en realidad las columnas 
nunca Se pandean súbitamente, sino que empiezan a doblarse en forma 
ligera inmediatamente después de la aplicación de la carga. En consecuen¬ 
cia, el criterio real para la aplicación de cargas debería estar limitado a 
una deflexión de la columna especificada o a no admitir que el esfuerzo 
máximo en la columna exceda el esfuerzo permisible. 

Para estudiar este efecto, se aplicará la carga Pala columna en una dis¬ 
tancia excéntrica corta e desde su centroide, figura 13-13a. Esta carga sobre 
la columna es estáticamente equivalente a la carga axial P y al momento 
flexionante M’ = Pe que se indica en la figura 13-136. Como se muestra 
en ambos casos, los extremos A y B están soportados de modo que pueden 
girar con libertad (soporte de pasador). Al igual que antes, sólo se consi¬ 
derarán pendientes y deflexiones pequeñas, y un comportamiento elástico 
lineal del material. Además, el plano x^> es un plano de simetría para el 
área de la sección transversal. 

A partir del diagrama de cuerpo libre de la sección arbitraria, figura 
13-13c, él momento interno en la columna es 

M = -P(e + v) (13-13) 

Por lo tanto, la ecuación diferencial de la curva de deflexión es 

E ,éii.- P{e + V) 



Figura J3-13 
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obien 


d 2 v P P 

dx 1 + EI V El* 


Esta ecuación es si mi lar a la ecuación 13-7 y tiene una solución general que 
consiste en las soluciones complementarias y particulares, a saber, 


v = C i sen 



h* + ~ * 


(13-14) 


Para evaluar las constantes se deben aplicarlas condiciones de frontera. 
En x = 0, v = 0, por lo que C 2 =e. Y en x = L, v = 0, lo que resulta en 


C, = 


e[l - eos (Vp/EIL)] 


Sen {Vp¡EÍL) 

Como 1 - eos (VP/E/L) = 2 sen 2 {\J PjEI L¡2) y sen (VP/EIL) = 
2 sen(VP/£/ Lf2) cos( VP/E/L/2), se tiene 


C\ = etan 


Por lo tanto, la curva de deflexión, ecuación 13-14, puede escribirse como 


Gffit) 


* ' ‘[“O 'Jlíí) sen {'[li x ) + C 0 S Uji x ) - 1 


(13-15) 


Deflexión máxima. Debido a la simetría de carga, tanto la deflexión 
máxima como el esfuerzo máximo se producen en el punto medio de la 
columna. Por lo tanto, cuando x = L¡ 2, v = por lo que 



(13-16) 


Tenga en cuenta que si ese aproxima a cero, entonces también tiende 
a cero. Sin embargo, Si los términos entre paréntesis tienden al infinito 
cuando e se aproxima a cero, entonces tendrá un valor distinto de 
cero. Matemáticamente, esto representaría el comportamiento de una co¬ 
lumna cargada axialmente al momento de fallar cuando está sometida a la 
carga crítica Por lo tanto, para encontrar P tí se requiere 




que es el mismo resultado que se encontró con la fórmula de Euler, ecua¬ 
ción 13-5. 

Si la ecuación 13-16 se gráfica como la carga P contra la deflexión 
para diferentes valores de excentricidad e, resulta la familia de curvas en 
color gris que se muestra en la figura 13-14. Aquí, la carga crítica se con- 
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vierte en una asíntota a las curvas, y por supuesto representa el caso no 
realista de una columna ideal (e =0). Como se dijo anteriormente, e nunca 
es cero debido a las imperfecciones en la rectitud inicial de la columna y 
la aplicación de la carga; sin embargo, cuando e —* 0 las curvas tienden 
a acercarse al caso ideal. Además, estas curvas son apropiadas sólo para 
deflexiones pequeñas , ya que la curvatura se aproximó mediante d^v/dx 2 
cuando se desarrolló la ecuación 13-16. Si se hubiera realizado un análisis 
más exacto, todas estas curvas tenderían a girar hacia arriba, intersecando 
y después elevándose por encima de la línea P- P^ Por supuesto, esto 
indica que se requiere una mayor carga P para crear grandes deflexiones 
de la columna. Sin embargo, aquí no se ha considerado este análisis puesto 
que el diseño de ingeniería suele restringir la deflexión de las columnas a 
valores pequeños. 

También debe señalarse que las curvas de color gris en la figura 13-14 
sólo son aplicables cuando el material se comporta de forma elástico li¬ 
neal. Este es el caso cuando la columna es larga y esbelta. Sin embargo, 
si se considera una columna gruesa de longitud corta o intermedia, el in¬ 
cremento de la caiga aplicada puede causar que el material ceda y que la 
columna comience a comportarse de una manera inelástica. Esto ocurre en 
el punto A de la curva en color negro en la figura 13-14. Cuando la caiga se 
incrementa aún más, la curva nunca alcanza la carga crítica sino que llega 
a un valor máximo en B. Después, $e produce una disminución súbita de 
la capacidad de carga mientras la columna sigue cediendo y doblándose en 
mayor medida. 

Por último, las curvas en gris de la figura 13-14 también ilustran que 
se produce una relación no lineal entre la carga P y la deflexión v. En 
consecuencia, el principio de superposición no puede usarse para deter¬ 
minar la deflexión total de una columna causada por la aplicación de car¬ 
gas sucesivas a la columna. En cambio, primero deben sumarse las caigas 
para después poder determinar la deflexión correspondiente con base en 
su resultante. La razón física por la que las cargas y deflexiones sucesivas 
no pueden superimponerse es que el momento interno de la columna de¬ 
pende tanto de la carga P como de la deflexión v, es decir, M = -P(e + u), 
ecuación 13-13. 
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La fórmula de la secante. El esfuerzo máximo en la columna 
puede determinarse al observar que es causado tanto por la carga axial 
como por el momento, figura 13-15a. El momento máximo se produce en 
d punto medio de la columna, y mediante las ecuaciones 13-13 y 13-16 se 
determina que tiene una magnitud de 


M = I P{e + v máx )\ 



(13-18) 


Como se muestra en la figura 13-156, el esfuerzo máximo en la columna es 
de compresión, y tiene un valor de 



Como el radio de gira se define como r 2 = I/A, la ecuación anterior puede 
escribirse en una forma llamada la fórmula de la secante : 



(13-19) 


Aquí 

= esfuerzo elástico máximo en la columna, que ocurre en el lado 
interior cóncavo en el punto medio de la columna. Este esfuerzo 
es de compresión 

P = carga vertical aplicada a la columna. P <a menos que e = 0; 
entonces P = P a (ecuación 13-5) 

e = excentricidad de la carga P, medida desde el eje centroidal de la 
sección transversal de la columna hasta la línea de acción de P 
c = distancia desde el eje centroidal hasta la fibra exterior de la co¬ 
lumna donde ocurre el esfuerzo máximo de compresión 
A = área de la sección transversal de la columna 
L = longitud no soportada de la columna en el plano de flexión. Para 
soportes distintos a los pasadores, debe usarse la longitud efecti¬ 
va L f = KL. Vea la figura 13-10 
E = módulo de elasticida d del material 

r = radio de giro, r = “s/T/A , donde se calcula / respecto al eje de 
flexión o centroidal 

Al igual que la ecuación 13-16, la ecuación 13-19 indica que existe una 
relación no lineal entre la carga y el esfuerzo. Por consiguiente, el principio 
de superposición no es aplicable y las cargas deben sumarse antes de de¬ 
terminar el esfuerzo. Además, debido a esta relación no lineal, cualquier 
factor de seguridad utilizado para fines de diseño se aplicará a la carga y 
no al esfuerzo. 

Para un valor dado de cr^, se pueden trazar las gráficas de la ecua¬ 
ción 13-19 como la relación de esbeltez KLfr contra el esfuerzo promedio 
P/A para distintos valores de la relación de excentricidad ec/r 2 . En la figura 
13-16 se muestra un conjunto específico de gráficas para un acero A-36 de 



Esfuerzo 

axial 


Esfuerzo 

flexionante 


F 

Esfuerzo 

resultante 

<b) 

Figura 13 15 
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grado estructural con un punto de cedenda er^ = er y = 36 ksi y un módulo 
de elasticidad de £ #c = 29(10^) ksi. Observe que cuando e —* 0, o cuando 
ecjr —* 0, la ecuación 13-19 da = P/A, donde P es la carga crítica en 
la columna, definida por la fórmula de Euler. Esto da como resultado la 
ecuadón 13-6, que se graficó en la figura 13-7 y se repitió en la figura 13-16. 
Como las ecuadones 13-6 y 13-19 sólo son válidas para cargas elásticas, los 
esfuerzos mostrados en la figura 13.16 no pueden exceder a <t y = 36 ksi, 
representado aquí por la línea horizontal. 

Las curvas de la figura 13-16 indican que las diferencias en la relación 
de excentriddad tienen un gran efecto sobre la capaddad de carga de las 
columnas que tienen reladones de esbeltez pequeñas. Sin embargo, las co¬ 
lumnas que tienen reladones de esbeltez grandes tienden a fallar en o cer¬ 
ca de la carga crítica de Euler sin importar la reiadón de excentricidad. 
Por lo tanto, cuando se usa la ecuadón 13-19 con propósitos de diseño, es 
importante tener un valor con derta exactitud para la reiadón de excentri¬ 
cidad en columnas de menor longitud. 

Diseño. Una vez que se ha determinado la reiadón de excentriddad, 
los datos de la columna pueden sustituirse en la ecuadón 13-19. Si se eli¬ 
ge un valor de = cr Y , entonces puede determinarse la carga corres¬ 
pondiente P y mediante un procedimiento de prueba y error, ya que 
la ecuación es trascendental y no puede resolverse de manera explícita 
para P Y . Como una ayuda ai diseño, también puede usarse software de 
computadora o gráficas como las de la figura 13-16, con el fin de determi¬ 
nar P Y en forma directa. 

Tenga en cuenta que P y es la carga que hará que la columna desarrolle 
un esfuerzo máximo de compresión <j y en sus fibras internas cóncavas. De¬ 
bido a la aplicadón excéntrica de P Y , esta caiga siempre será menor que 
la carga crítica P cr que se determina a partir de la fórmula de Euler. Ésta 
supone (de manera poco realista) que la columna está cargada axialmente. 
Una vez que se obtiene P Y ,puede aplicarse un factor de seguridad adecua¬ 
do a fin de especificar la carga de seguridad para la columna. 





E^ = 29 {lO?) ksi .<t y = 36 ksi 


Figura 13-16 


Puntos Importantes 


Debido a las imperfecciones en la fabricación o la aplicación es¬ 
pecífica de la caiga, una columna nunca se pandea súbitamente, 
sino que primero comienza a flexión arse, 

• La carga aplicada a una columna se relaciona con la deflexión en 
forma no lineal, por lo que el principio de superposición no es 
aplicable. 

" Al aumentarla relación de esbeltez, las columnas cargadas en for¬ 
ma excéntrica tienden a fallar en o cerca de la carga de pandeo de 
Euler. 
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EJEMPLO 13.4 


La columna W8 X 40 de acero A-36 que se muestra en la figura 13-17a 
está fija en su base y arriostrada en la parte superior de modo que se 
encuentre fija respecto al desplazamiento, pero libre de girar alrede¬ 
dor del eje y-y. También, puede ladearse en el plano y-z. Determine la 
carga excéntrica máxima que puede soportar la columna antes de que 
comience a pandearse o de que el acero ceda. 

SOLUCIÓN 

A partir de las condiciones de soporte se observa que, respecto al eje 
y-y, la columna se comporta como si estuviera articulada en su parte 
superior, fija en su parte inferior, y sometida a una carga axial P, figura 
13-176. Respecto al eje x-x, la columna está libre en la parte superior, 
fija en la parte inferior y se somete tanto a una carga axial P como a un 
momento M = P(9 pulg), figura 13-17c. 

Pandeo del eje y-y. A partir de la figura 13-lQd el factor de lon¬ 
gitud efectiva es K = 0.7, por lo que (KL) y = 0.7(12) pies = 8.40 pies = 
100.8 pulg. Si se usa la tabla del apéndice B, es posible determinar J y 
para la sección W8 X 40 y al aplicar la ecuación 13-11, se tiene 


(^V)y — 


ir El y 
{KLfy 


TT^IO 3 ) ksi](49.1 pulg 4 ) 
{100.8 pulg) 2 


= 1383 kip 


Ced encía del eje x-x. A partir de la figura 13-106, K x = 2, por lo 
que (EL) x = 2(12) pies = 24 pies = 288 pulg. Si se usa de nuevo la ta¬ 
bla del apéndice B para determinará = 11.7 pulg 1 , c = 8.25 pulg/2 = 
4.125 pulg y r x = 3.53 pulg, y al aplicarla fórmula de la secante se tiene 


ay=~ 


1 + 




Sustituyendo los datos y simplificando se obtiene 

421.2 = P x [l + 2.979 sec(0.0700VP*)] 

Si se obtiene P x por prueba y error, y se toma en cuenta que el argumen¬ 
to de la secante está en radianes, resulta 


P x = 88.4 kip 


Resp. 


Como este valor es menor que (P^), = 1383 kip, se producirá una faifa 
respecto al eje x-x. 




<b) 



íc) 

Figura 13-17 
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Este aguilón de grúa falló debido al pandeo 
causado por una sobrecargan Observe la re¬ 
gión del colapso localizado* 


*13.5 Pandeo inelástico 

En la práctica de la ingeniería, las columnas suelen clasificarse de acuerdo 
con el tipo de esfuerzos desarrollados dentro de la columna en el momento 
de la falla. Las columnas largas y delgadas se vuelven inestables cuando el 
esfuerzo de compresión se mantiene elástico. La falla generada se conoce 
como inestabilidad elástica. Las columnas intermedias fallan debido a la 
inestabilidad inelástica, es decir, que el esfuerzo compresivo en la falla es 
mayor que el límite proporcional del material. Y las columnas cortas, que 
a veces se denominan postes, no se vuelven inestables sino que el material 
simplemente cede o se fractura. 

La aplicación de la ecuación de Euler requiere que el esfuerzo en la 
columna se mantenga por debajo del punto de cedencia del material (en 
realidad del límite proporcional) cuando la columna se pandea, por lo que 
esta ecuación es aplicable sólo en las columnas largas. Sin embargo, en la 
práctica la mayoría de las columnas se seleccionan con longitudes inter¬ 
medias. El comportamiento de estas columnas puede estudiarse mediante 
la modificación de la ecuación de Euler para que pueda aplicarse en el 
pandeo inelástico. Para mostrar cómo puede hacerse esto, considere que 
el material tiene un diagrama de esfuerzo-deformación, como el mostrado 
en la figura 13-18a. Aquí, el límite proporcional es cr^y el módulo de elas¬ 
ticidad, o pendiente de la recta AB, es E. 

Si la columna tiene una relación de esbeltez menor a {KL{r) p( , entonces 
el esfuerzo crítico en la columna debe ser mayor que er^. Por ejemplo, su¬ 
ponga que una columna tiene una relación de esbeltez (KL/r\ < (KL/r)^, 
con el esfuerzo crítico correspondiente <r D > cr pl necesario para causar 
inestabilidad. Cuando la columna está a punto de pandearse, el cambio en 
el esfuerzo y la deformación que se produce en la columna está dentro de 
un rango pequeño Ser y Ae, de modo que el módulo de elasticidad o rigidez 
del material puede tomarse como el módulo de tangente E t = Acr/Ae defi¬ 
nido como la pendiente del diagrama <r-e en el punto D, figura 13-18o. En 
otras palabras, en el momento de la falla, la columna se comporta como si 
estuviera hecha de un material que tiene una menor rigidez que cuando se 
comporta elásticamente, E < E. 


cr 
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Por lo tanto, a medida que la relación de esbeltez (KL/r) disminuye, el 
esfuerzo crítico para una columna sigue aumentando; y a partir del diagra¬ 
ma <t-£, el módulo de tangente para el material disminuye. Si se emplea 
esta idea, es posible modificar la ecuación de Euler para incluir estos casos 
de pandeo inelástico al sustituir E por el módulo de tangente del material 
£ f , de modo que 


TT 2 E t 

(KL/rf 


(13-20) 


Esto se denomina el módulo de tangente o ecuación de Engesser, pro¬ 
puesta porF. Engesser en 1889. En la figura 13-186 se muestra una gráfica 
de esta ecuación para columnas de longitud corta e intermedia, fabricadas 
con un material definido por el diagrama o-e de la figura 13-18a. 

Ninguna columna real puede considerarse perfectamente recta o per¬ 
fectamente cargada a lo largo de su eje centroidal, como se supone aquí, 
por lo que en realidad resulta muy difícil desarrollar una expresión que 
proporcione un análisis completo de este fenómeno. En consecuencia, se 
han considerado otros métodos para describir el pandeo inelástico de las 
columnas. Uno de estos métodos fue desarrollado por el ingeniero aero¬ 
náutico F. R. Shanley y se llama la teoría de Skanley para el pandeo inelás¬ 
tico. A pesar de que proporciona una mejor descripción del fenómeno 
que la teoría del módulo de tangente, como se explica aquí, las pruebas 
experimentales de un gran numero de columnas, cada una de las cuales se 
aproxima a la columna ideal, han demostrado que la ecuación 13-20 es ra¬ 
zonablemente precisa en la predicción del esfuerzo critico en una columna. 
Además, el enfoque del módulo de tangente para modelar el comporta¬ 
miento de una columna inelástica es relativamente fácil de aplicar. 


13 



Inelástica 

Columnas de longitud 
corta y mediana 


Elástica 

Columnas largas 


<b> 


ÜfMtrj 13-18 (cotil.) 
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EJEMPLO 13.5 


cr (MPa) 



Figura 13-19 


Una baira sólida tiene un diámetro de 30 mm y una longitud de 
600 mm. Está fabricada de un material que puede modelarse mediante 
el diagrama de esfuerzo-deformación de la figura 13-19. Si se usa como 
una columna soportada por pasadores, determine la carga crítica. 

SOLUCIÓN 
El radio de giro es 


r 'A 


{tt¡ 4){15 mm)^ 


ít( 15 mm) 2 
y por lo tanto la relación de esbeltez es 

KL 1(600 mm) 


= 7.5 mm 


r 7.5 mm 

Al aplicarla ecuación 13-20 se tiene, 

.2c -2 


= 80 


= - y ¿ = 1.542{10 _3 )E ( 

* {KL/rf (80) 2 V ' ‘ 


( 1 ) 


En primer lugar, se Supondrá que el esfuerzo crítico es elástico. A partir 
de la figura 13-19, 

150 MPa 

£ = _ 5óoT = I50OPa 

Por lo tanto, la ecuación 1 se convierte en 

Gcr = 1.542(10 _3 )[150(10 3 )] MPa = 231.3 MPa 

Como tr^ > cr,, = 150 MPa, se produce pandeo inelástioo. 

A partir del segundo segmento de línea del diagrama <r-€, figura 
13-19, se tiene 

4^ 270 MPa-150 MPa 
‘ Ac 0.002 - 0.001 

Al aplicar la ecuación 1, resulta 

o-cr = 1.542(10 _3 )[120(10 3 )] MPa = 185.1 MPa 

Como este valor se encuentra dentro de los límites de 150 MPa y 270 
MPa, es de hecho el esfuerzo crítico. 

Por lo tanto, la carga crítica sobre la barra es 

P CT = a CT A = 185.1 (lO 6 ) Pa[# (0.015 m) 2 ] = 131 kN Resp. 
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PROBLEMAS 


13-46. Determine la carga P requerida para causar una fa¬ 
lla en la columna W8 X15 de acero A-36, ya sea por pandeo 
o por cedencia. La columna está fija en su base y libre en su 
parte superior. 



Frnh, 13-46 


13-47. H eje hueco, hecho con una aleación de cobre, latón 
rojo C83400, está fijo en un extremo y libre en el otro. De¬ 
termine la fuerza excéntrica máxima P que puede soportar 
el eje sin pandearse o ceder. Además, encuentre la deflexión 
máxima correspondiente en el eje, 

*13-48. El eje hueco, hecho con una aleación de cobre, la¬ 
tón rojo C834Q0, está fijo en un extremo y libre en el otro. 
Si se aplica la fuerza excéntrica P = 5 kN en el eje como se 
muestra en la figura, determine el esfuerzo normal máximo 
y la deflexión máxima. 



•13* *49. El tubo está fabricado de cobre y tiene un diáme¬ 
tro exterior de 35 mm y un grosor de pared de 7 mm. Usando 
un factor de seguridad con respecto al pandeo y la cedencia 
de F.S, =2,5, determine la carga excéntrica permisible P. El 
tubo está soportado en sus extremos mediante pasadores. 

= 120 GPa, <r Y =750 MPa. 

13*50. El tubo está fabricado de cobre y tiene un diámetro 
exterior de 35 mm y un grosor de pared de 7 mm. Usando 
un factor de seguridad con respecto al pandeo y la cedencia 
de F,S. = 2,5, determine la carga excéntrica permisible P que 
puede soportar sin falla. El tubo está soportado fijamente en 
sus extremos. E cv = 120 GPa, <r r =750 MPa. 


P 



14 mm 


2 ra 


13-49/50 



13-51. La columna de madera está fija en su base y puede 
suponerse que está articulada en su parte superior. Deter¬ 
mine la máxima carga excéntrica P que puede aplicarse sin 
causar pandeo o cedencia en la columna. £, = l^flO 3 ) ksi, 
<r r =$ ksi. 

*13-52. La columna de madera está fija en su base y puede 
suponerse que está fijamente conectada en su parte supe¬ 
rior. Determine la máxima carga excéntrica P que puede 
aplicarse sin causar pandeo o cedencia en la columna. £ w 
1,8(1 Q’) ksi, <r Y =8 ksi. 



Prohs. 13-47/48 


Protw. 13-51/52 
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•13-53. La columna W200 X 22 de acero A-36 está fija en 
su base. Su parte superior está restringida a girar alrededor 
del eje y-y, y es libre de moverse a lo largo de ese eje. Ade¬ 
más, la columna está arriostrada a lo largo del eje x-x en su 
altura media. Determine la fuerza excéntrica permisible P 
que puede aplicarse sin que la columna se pandee o ceda. 
Use F.S.=2 contra el pandeoy F.S. =15 contra la cedenda. 

13-54. La columna W200 X22 de acero A-36 está fija en su 
base. Su parte superior está restringida a girar alrededor del 
eje y-y, y es libre de moverse a lo largo de ese eje. Además, 
la columna está arriostrada a lo largo del eje rc-jcen su altura 
media. Si P =25 kN, determine el esfuerzo máximo normal 
desarrollado en la columna. 


*13-56. La columna de madera está fija en su base y su 
parte superior puede considerarse articulada. Determine 
la máxima fuerza excéntrica P que puede soportar la co¬ 
lumna sin pandearse o ceder. Considere E =10 GPa y <r Y = 
15 MPa. 





Frotas, 13-53/54 


13-55. La columna de madera está fija en su base y su parte 
superior puede considerarse articulada. Si se aplica la fuerza 
excéntrica P = 10 kN sobre la columna, investigue si la co¬ 
lumna es adecuada para soportar esa carga sin pandearse o 
ceder. Considere £=10 GPa y oy=15 MPa. 


Prvbs. 13-55/56 

•13-57. La columna W250 x 28 de acero A-36 está fija en 
su base. Su parte superior está restringida a girar alrededor 
del eje y-y, y es libre de moverse a lo largo de ese eje. Si 
e =350 mm, determine la fuerza excéntrica permisible P que 
puede aplicarse sin que la columna se pandee o ceda. Use 
F.S. = 2 contra el pandeo y F.S. = 1.5 contra la cedenda. 

13-58. La columna W25Q X 28 de acero A-36 está fija en su 
base. Su parte superior está restringida a girar alrededor del 
eje y-y, y es libre de moverse a lo largo de ese eje. Determine 
la fuerza Py su excentricidad e de tal manera que la columna 
ceda y se pandee en forma simultánea. 
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13-59. La columna de acero soporta las dos cargas excén¬ 
tricas. Si se supone que está articulada en su parte superior, 
fija en la parte inferior y totalmente arriostrada contra el 
pandeo respecto al eje y-y, determine la deflexión máxima 
y el esfuerzo máximo en la columna. E u =200 GPa, cry = 
360 MPa. 

*13-60. La columna de acero soporta las dos cargas excén¬ 
tricas. Si se supone que está fija en sus partes superior e in¬ 
ferior, y totalmente arriostrada contra el pandeo respecto al 
eje y-y, determine Ja deflexión máxima y el esfuerzo máximo 
en la columna. E K =200GPa, <r Y =360 MPa. 


130kN 50 kN 
120 mm — L I I— 80 ni 



13-59/60 



13-63. El elemento W14 x 26 de acero estructural A-36 
se usa como una columna de 20 pies de largo que se supo¬ 
ne fija en sus partes superior e inferior. Si se aplica la carga 
dé 15 kip a una distancia excéntrica de 10 pulg, determine el 
esfuerzo máximo en la columna, 

*13-64. El elemento W14 x 26 de acero estructural A-36 
se usa como una columna que se supone fija en su parte su¬ 
perior y articulada en su parte inferior. Si se aplica la carga 
de 15 kip a una distancia excéntrica de 10 pulg, determine el 
esfuerzo máximo en la columna. 


13-61. La columna W250 X 45 de acero A-36 está articu¬ 
lada en su parte superior y fija en su base. Además, la co¬ 
lumna está arriostrada a la mitad de la altura a lo largo de su 
eje débil, Si P =250 kN, investigue si la columna es adecuada 
para soportar esta carga. Use F.S. = 2 contra el pandeo y 
F.S. =15 contra la cedencia. 

•13-62, La columna W25Q X45 de acero A-36 está articu¬ 
lada en su parte superior y fija en su base. Además, la colum¬ 
na está arriostrada a la mitad de la altura a lo largo de su eje 
débil. Determine la fuerza permisible P que puede soportar 
la columna sin pandearse o ceder. Use F.S. =2 contra el pan¬ 
deo y F.S. =1.5 contra la cedencia. 


15 kip 


MI 


tí 


10 pulg 


F 


20 pies 


Proh^ 13*65/64 
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•13-65. Determine la máxima carga excéntrica P que pue¬ 
de soportar el puntal fabricado con una aleación de alumi¬ 
nio 2014-T6 sin pandearse o ceder. Los extremos del puntal 
están articulados. 


P 

150 mi » 1 * 


[L 


100 mm 


Ll 


L a 


-3 m- 


P 


_¡150 mm 


50 mm 


100 mm 


Sección a-a 
Proh. 13-65 



1346. La columna W8 X48 de acero estructural A-36 está 
fija en su parte inferior y libre en su parte superior. Si se so¬ 
mete a la carga excéntrica de 75 kip, determine el factor de 
seguridad respecto al inicio del pandeo o la cedenda. 

13-67. La columna W8 X48 de acero estructural A-36 está 
fija en su parte inferior y articulada en su parte superior. Si 
se somete a la carga excéntrica de 75 kip, determine si la co¬ 
lumna falla por cedencia. La columna está arriostrada para 
que no se pandee respecto al eje y-y. 


75kip J!pulg 


y 



13-70. Una columna de longitud intermedia se pandea 
cuando el esfuerzo de compresión es de 40 ksi. Si la relación 
efe esbeltez es 60, determine el módulo de tangente. 

13-71. La columna de 6 pies de largo tiene la sección trans¬ 
versal mostrada en la figura y está fabricada de un material 
que tiene un diagrama de esfuerzo-deformación similar al 
indicado en la figura. Si la columna está articulada en ambos 
extremos, determine la carga crítica Papara la columna. 

*13-72. La columna de 6 pies de largo tiene la sección 
transversal mostrada en la figura y está fabricada de un ma¬ 
terial que tiene un diagrama de esfuerzo-deformación simi¬ 
lar al indicado en la figura. Si la columna está fija en ambos 
extremos, determine la carga crítica Papara la columna. 


12 pies 



Pr(»l>s. 13-66/67 


*13-68. Determine la caiga P requerida para causar que la 
columna W12 X50 de acero estructural A-36 falle por pan¬ 
deo o por cedencia. La columna está fija en su parte inferior 
y los cables en su parte superior actúan como un soporte de 
pasador. 

•13-69. Resuelva el problema 13-68 si la columna de acero 
A-36 tiene una sección W12 X16. 



Probes. 13-71/72 
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•13-73. El diagra ma de esfuerzo-deformación de l material 
de una columna puede aproximarse en la forma mostrada en 
la figura. Grafique PjA contra KLjr para la columna. 


crfMPa} 

350- 

200 - 


/ 

/ 

/ 

i 

i 

! 


aooi 


0.004 
I*ok 13-73 


€ (pulgípnlg) 


13-75. El diagrama de esfuerzo-deformación para un ma¬ 
terial puede aproximarse mediante los dos segmentos de lí¬ 
nea mostrados. Si una barra que tiene un diámetro de 80 mm 
y una longitud de 1.5 m está fabricada de este material, de¬ 
termine la carga crítica cuando los extremos están articula¬ 
dos. Suponga que la carga actúa a través del eje de la barra. 
Use la ecuación Engesser. 

*13-76. El diagrama de esfuerzo-deformación para un 
material puede aproximarse mediante los dos segmentos 
de línea mostrados en la figura. Si una barra que tiene 
un diámetro de 80 mm y una longitud de 1.5 m está fabricada 
de este material, determine la carga crítica cuando los extre¬ 
mos están fijos. Suponga que la carga actúa a través del eje 
de la barra. Use la ecuación Engesser. 

•13-77, El diorama de esfuerzo-deformación para un ma¬ 
terial puede aproximarse mediante los dos segmentos de lí¬ 
nea mostrados en la figura. Si una barra que tiene un diáme¬ 
tro de 80 mm y una longitud de 1,5 m está fabricada de este 
material, determine la carga crítica cuando un extremo está 
articulado y el otro fijo. Suponga que la carga actúa a través 
del eje de la barra. Use la ecuación Engesser. 


13-74. Cbnstruya la curva de pandeo, PjA contra L/r, para 
una columna que tiene un diagrama de esfuerzo-deforma¬ 
ción bilineal en compresión como se muestra en la figura. La 
columna está articulada en sus extremos. 


o- (MPa) 

260 - 

140-1 

0.001 0.004 


c {mm/Vnm) 


Prob. 13*74 
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*13.6 Diseño cíe columnas para cargas 
concéntricas 



Estas columnas largas de madera sin arrios¬ 
trar se usan para soportar el techo de esta 
construcción. 


La teoría presentada hasta el momento es aplicable a las columnas que son 
perfectamente rectas, están fabricadas de un material homogéneo y en un 
principio están libres de esfuerzo. Sin embargo, hablando en forma prác¬ 
tica, como se indicó anteriormente, las columnas no Son perfectamente 
rectas y la mayoría contienen esfuerzos residuales, principalmente debido 
al enfriamiento no uniforme durante la fabricación. Además, los soportes 
de las columnas son menos que exactos y los puntos de aplicación y las 
direcciones de las cargas no se conocen con certeza absoluta. Con el fin 
de compensar estos efectos, que en realidad varían de una columna a otra, 
muchos códigos de diseño especifican el uso de fórmulas empíricas. Me¬ 
diante la realización de pruebas experimentales en un gran número de co¬ 
lumnas cargadas axial mente, es posible graficar los resultados y desarrollar 
una fórmula de diseño al ajustar la curva a la media de los datos. 

En la figura 13-20 se muestra un ejemplo de estas pruebas para colum¬ 
nas de acero en I de ala ancha. Obsérvela similitud entre estos resultados y 
los de la familia de curvas determinada a partir de la fórmula de la secante, 
figura 13-16. La razón de esta semejanza tiene que ver con la influencia de 
una relación de excentricidad “accidental” sobre la resistencia de la co¬ 


lumna. Como se estableció en la sección 13.4, esta relación tiene un efecto 
mayor sobre la resistencia de las columnas con longitud intermedia y corta 
que sobre las columnas largas. Las pruebas han indicado que ecjr 1 puede 
variar de 0.1 a 0.6 para la mayoría de las columnas cargadas axialmente. 

Con el fin de explicar el comportamiento de columnas con diferentes 
longitudes. Eos códigos de diseño suelen especificar varias fórmulas que se 
adecúan de la mejor manera a los datos dentro del rango de columnas cor¬ 
tas, intermedias y largas. Por consiguiente, cada fórmula se aplicará sólo 
para un rango específico de relaciones de esbeltez, por lo que es importan¬ 
te que el ingeniero observe con cuidado los límites KLfr para los cuales es 
válida una fórmula particular. A continuación se analizarán algunos ejem¬ 
plos de fórmulas de diseño para columnas de acero, aluminio y madera 
que se usan en la actualidad. El objetivo es tener una idea de cómo se 
diseñan las columnas en la práctica. Sin embargo, estas fórmulas no deben 
<r a utilizarse para el diseño de columnas reales, a menos que se consulte el 
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Columnas de acero. Las columnas de acero estructural pueden 
diseñaise con base en las fórmulas propuestas por el Structural Stability 
Research CounciJ fSSRC). Los factores de seguridad se aplican a estas 
fórmulas y se adoptan como especificaciones para la construcción de 
edificios por el American Instituto of Steel Construction (AISC). Básica¬ 
mente, estas especificaciones proporcionan dos fórmulas para el diseño 
de la columna, cada una proporciona el esfuerzo máximo permisible en la 
columna para un rango específico de las relaciones de esbeltez.* * 

Para las columnas largas se propone la fórmula dé Euler, es decir, 

^-^mKL/ry. 

La aplicación de esta fórmula requiere un factor de seguridad F.S. = 
u »1.92. Por lo tanto, para el diseño, 

12w 2 £ (KL\ KL 

a Kim —;-—r -} £-^ 200 (13-21) 

** 23 (KL/rf \ r ) c r 

Como se indicó, esta ecuación es aplicable para una relación de esbeltez 
Imitada por 200 y {KL/r) e Un valor específico de (KL/r) c se obtiene re¬ 
quiriendo que la fórmula de Euler se aplique sólo para un comportamien¬ 
to elástico del material. A través de experimentos se ha determinado que 
pueden existir esfuerzos residuales de compresión en perfiles de acero la¬ 
minado que pueden ser de hasta la mitad del esfuerzo de cedencia. En 
consecuencia, si el esfuerzo en la fórmula de Euler es superior a y, la 
ecuación no aplica. Por lo tanto, el valor de (KL/r) c se determina de 
la manera siguiente: 

1 o (13 - 22 > 


2° V = 




W'X 1 

Las columnas que tienen relaciones de esbeltez menores a (KL/r) c se 
diseñan con base en una fórmula empírica que es parabólica y tiene la 
forma 

(KL/i 

OV 


O'niáJt 


1 - 


írfl 

(r)H 


■'fi Tin 


C Ty 
0.6 


Oí 61 


2 (KL/ 

Como el uso de esta fórmula para columnas largas implica una incertidum¬ 
bre mayor, ésta se divide entre un factor de seguridad que se define de la 
siguiente manera: 

5 3 (KL/r) < KL/rf 

3 &(KL/r), 8 (KL/r)? 0 

Aquí se ve que F.S. = |«1.67 en KL/r = 0 y aumenta a F.S. = § «1.92 en 
(KL/r)', Por consiguiente, para fines de diseño, 

1 - --— 



2(KLfr) c 2 


'perm 


(5/3) + [<3/S)(«A)/(«A)J - [<«/>f/8W'). s ] 

Las ecuaciones 13-21 y 13-23 se grafican en la figura 13-21. Cuando se apli¬ 
ca cualquiera de estas ecuaciones, en los cálculos pueden usarse unidades 
PLSoSI. 

*EI código AISC actual permite a los ingenieros utilizar uno de dos métodos para el 
diserto, a saber, el Diseño por el factor de carga y resistencia y el diserto por el esfuerzo per¬ 
misible. El segundo de ellos se explica aquí. 


(13-23) 
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Columnas do aluminio. El diseño de una columna de aluminio 
estructural está especificado por la A fumín un Association mediante tres 
ecuaciones, cada una aplicable a un rango específico de relaciones de es¬ 
beltez. Como existen varios tipos de aleación de aluminio, hay un conjunto 
único de fórmulas para cada tipo. Para una aleación común (2014-T6) usa¬ 
da en la construcción de edificios, las fórmulas son 



KL 

ff'pe™ = 28 ksi 0 ^ ^ 12 

(13-24) 


tfperm “ 

30.7 - 0.23^^] ksi 

KL 

12 < — < 55 (13-25) 

KL 

54 000 ksi KL 

(13-26) 

r 

^perm “ 

(KL/r) 1 55 * r 


Estas ecuaciones se grafican en la figura 13-22. Como se muestra, las dos 
primeras representan líneas rectas y se utilizan para modelar los efectos de 
las columnas en los rangos corto e intermedio. La tercera fórmula tiene la 
misma forma que la fórmula de Euler y se utiliza para columnas largas. 


Columnas de madera. Las columnas usadas en la construcción 
en madera se han diseñado con base en las fórmulas publicadas por la 
National Forest Products Association (NFPA) o el American Institute of 
Itmber Construction (AITC). Por ejemplo, las fórmulas de la NFPA para 
el esfuerzo permisible en las columnas cortas, intermedias y largas quetie- 



Figura 13-23 

Aquí la madera tiene un módulo de elasticidad de E w = 1.8(10 3 ) ksi y un 
esfuerzo permisible de compresión de 1.2 ksi paralelo a la fibra. En par¬ 
ticular, la ecuación 13-29 es simplemente la ecuación de Euler con un fac¬ 
tor de seguridad de 3. Estas tres ecuaciones se grafican en la figura 13-23. 
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Procedimiento de análisis 


Análisis de la columna. 

• Cuando se utiliza cualquier fórmula para analizar una columna, 
es decir, para encontrar su carga permisible, primero es necesa¬ 
rio calcular la relación de esbeltez con el fin de determinar cuál 
fórmula de columna es aplicable. 

® Una vez que se ha calculado el esfuerzo permisible promedio, 
la carga permisible de la columna se determina a partir de P = 
GptizA- 

Diseño de le columna. 

Si una fórmula se usa para diseñar una columna, es decir, para 
determinar el área transversal de la columna para una cierta 
carga y longitud efectiva, entonces por lo general debe seguirse 
un procedimiento de prueba y verificación cuando la columna 
tiene una forma compuesta, por ejemplo una sección en I de ala 
ancha. 

• Una forma posible de aplicar un procedimiento de prueba y ve¬ 
rificación sería suponer el área tr ansversal de la columna, A\ y 
calcular el esfuerzo correspondiente & =P/A'. Además, use una 
fórmula de diseño adecuada para determinar el esfuerzo permi¬ 
sible cr m . A partir de esto, calcule el área A requerida para la 
columna, A^P/o^. 

Si A' > el diseño es seguro. Al hacer la comparación, re¬ 
sulta práctico exigir que A' sea un poco mayor que A , por lo 
general, entre 2 y 3 por ciento. Si A' < A se necesita un redi¬ 
seño. 

• Cada vez que se repite un procedimiento de prueba y verifica¬ 
ción, la elección de un área está determinada por el área re¬ 
querida que se calculó previamente. En la práctica este método 
para el diseño de ingeniería suele reducirse mediante el uso de 
programas informáticos o tablas y gráficas publicadas. 



Estas columnas de madera pueden consi¬ 
derarse articuladas en su parte inferior y 
conectadas fijamente a las vigas en su parte 
superior. 
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EJEMPLO 13.6 


p 



p 


Figura 13-24 


Un elemento W10 X 100 de acero A-36 se utiliza como una columna 
soportada mediante pasadores, figura 13-24. Use las fórmulas para el 
diseño de columnas del AISC a fin de determinar la mayor caiga que 
puede soportar. 

SOLUCIÓN 

Los siguientes datos para un elemento W1Q X100 se tomaron de la tabla 
en el apéndice B. 

A - 29.4 pulg 2 r x = 4.60 pulg r y = 2.65 pulg 

Como K= 1 para que los ejes x y y se pandeen, la relación de esbeltez 
es más grande si se usa r. Por lo tanto, 

KL _ 1(16 pies){ 12 pulg /pie) 
r 2.65 pulg 

De la ecuación 13-22, se tiene 


= 72.45 


(“W 

■4 


2 tt^E 

<ry 

'2 ^9(1^) ksi] 

36 ksi 


= 126.1 

Aquí 0 <KL¡r< (KL¡r) et por lo que la ecuación 13-23 es aplicable. 


. W». . 

1 - ——— \0-y 


2(KLf¡ 


>£1 

fr)Ú 


* penn 


(5/3) + [(3/8)</ttA)/(/ttA)J ' [(K¿A)78{*í./r,) 3 ] 

[1 - (72.45) 2 /2( 126.1) 2 p6 ksi 
" (5/3) + [(3/8)(72.45/126.1)] - [{72.45) 3 /8(126.1 f] 

= 16.17 ksi 

Por lo tanto, la carga permisible P sobre la columna es 

P 


'pe™ 


P_ 

A 1 


16.17 kíp/pulg 2 = 
P = 476 fcip 


29.4 pulg 2 


Resp. 
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EJEMPLO 13.7 


La barra de acero de la figura 13-25 se va a usar para soportar una carga 
axial de 18 kip. Si = 29(10 3 ) ksi y tr y = 50 ksi, determine el diámetro 
más pequeño de la barra permitido por la especificación AISC. La ba¬ 
rra está fija en ambos extremos. 


1$ kip 


d 

L 



18 kip 


15 pies - 


ilgura 0-25 

SOLUCIÓN 

Para una sección transversal circular el radio de giro se convierte en 

f(l/4)*(d/2) 4 d 


-é-t 


(1/4 fad 2 


Al aplicar la ecuación 13-22, se tiene 


(fl-'IW-'P IS 3 -” 

Gomo el radio de giro de la barra es desconocido, KL/r es desconocido, 
y por lo tanto debe elegirse entre la aplicación de las ecuaciones 13-21 y 
13-23. Se considerará la ecuación 13-21. Para una columna con extre¬ 
mos fijos K = 0.5, por lo que 


= 12tt*E 
pe ™ 23 (KL/r) 1 

12tt 2 [29( 10?) kip/pulg 2 ] 


18 kip 

(1/4 jird 1 23(0.5(15 pies) (12 pvlg/pie)/(d/4)f‘ 


22.92 


d = 


U524 1 

2.11 pulg 


Use 


d = 225 pulg = 2j pulg 


Resp. 


Para este diseño, deben verificarse los límites de la relación de esbeltez, 
es decir. 


KL 0.5( 15 pies) (12 pulg/pie) 


= 160 


r (2,25 pulg/4) 

Como 107.0 < 160 < 200, el uso de la ecuación 13-21 es adecuado. 
























698 


Capítulo 13 Pandeo de columnas 


EJEMPLO 13.8 


12 kip 



12 kip 

íigiini 13*26 


Una barra que tiene una longitud de 30 pulg se usa para soportar una 
carga axial de compresión de 12 kip, figura 13-26. Se sostiene mediante 
pasadores en sus extremos y está fabricada de una aleación de aluminio 
2014-T6. Determine las dimensiones de su sección transversal si el an¬ 
cho es el doble del grosor. 

SOLUCIÓN 

Como KL = 30 pulg es igual para el pandeo en los ejes x y y, la relación 
de esbeltez más grande se determina usando el menor radio de giro, 
es decir, se emplea = /; 


KL 


KL 


1{30) 


103.9 


VIjA V{l/12)26(6 3 )/[26(6)] b 


( 1 ) 


Aquí se debe aplicar la ecuación 13-24,13-25 o 13-26. Como todavía no 
se conoce la relación de esbeltez, se iniciará usando la ecuación 13-24. 


A 

12 kip 
26(6) 


= 28 ksi 


= 28 kip/pulg 2 


6 = 0.463 pulg 

Para comprobar la relación de esbeltez, se tiene 
KL 103.9 


0.463 


= 224.5 > 12 


Se prueba la ecuación 13-26, que es válida para KL/r 2:55, 

P _ 54 000 ksi 
A (KL/r) 2 

12 54000 


26(6) (103.9/6) 2 

6 = 1.05 pulg 


Resp. 


A partir de la ecuación 1, 

KL _ 103.9 
r " 1.05 


= 99.3 > 55 


Verificado 


NOTA: Sería satisfactorio elegir la sección transversal con dimensio¬ 
nes de 1 por 2 pulg. 
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Capítulo 13 Pandeo de columnas 


PROBLEMAS 


13*78. Determine la mayor longitud de una barra de acero 
estructural A-36 si se sostiene fijamente y está sometida a 
una caiga axial de 100 kN. La barra tiene un diámetro de 
50 mm. Use las ecuaciones del AISC. 

13-79. Determine la mayor longitud de una columna 
W10 x 45 de acero estructural si se sostiene mediante pa¬ 
sadores y está sometida a una caiga axial de 290 kips. £ w = 
29(10- 1 ) ksi, ít v =50 ksi. Use las ecuaciones del AISC, 

*13-80. Determine la mayor longitud de una sección 
W10 x 12 de acero estructural A-36 si se sostiene mediante 
pasadores y está sometida a una carga axial de 28 kip. Use 
las ecuaciones del AISC, 

•1341. Use las ecuaciones del AISC y seleccione del apén¬ 
dice B la columna de acero estructural A-36 con el menor 
peso, que tenga 14 pies de largo y soporte una carga axial 
de 40 kip. Los extremos están articulados. Considere <r Y = 
30 ksi. 

13-82. Use las ecuaciones del AISC y seleccione del apén¬ 
dice B la columna de acero estructural A-36 con el menor 
peso, que tenga 12 pies de largo y soporte una carga axial de 
40 kip. Los extremos están fijos. Considere <7^=50 ksi. 

13-83. Use las ecuaciones del AISC y seleccione del apén¬ 
dice B la columna de acero estructural A-36 con el menor 
peso, que tenga 24 pies de largo y soporte una carga axial de 
100 kip. Los extremos están fijos. 

*13-84. Use las ecuaciones del AISC y seleccione del 
Apéndice B la columna de acero estructural A-36 con el 
menor peso, que tenga 30 pies de largo y soporte una carga 
axial de 200 kip. Los extremos están fijos. 


13-87. Una barra de 5 pies de largo se usa en una máquina 
para transmitir una caiga axial compresiva de 3 kip. Deter¬ 
mine su menor diámetro si se conecta mediante pasadores 
en sus extremos y está fabricada de una aleación de aluminio 
2014-T6. 

*13-88. 'Verifique si una columna W10 X45 puede soportar 
con seguridad una fuerza axial de P =200 kip. La columna 
tiene 15 pies de largo y se encuentra articulada en sus dos ex¬ 
tremos. Está fabricada de acero con E =29(10-*) ksi y <r Y =50 
ksi. Use las fórmulas del AISC para el diseño de columnas. 

•13-89. Use las ecuaciones del AISC y verifique si una co¬ 
lumna que tiene la sección transversal mostrada puede so¬ 
portar una fuerza axial de 1500 kN. La columna tiene una 
longitud de 4 m, está fabricada de acero A-36 y sus extremos 
están articulados. 


20 mm - 


H— 350 ra.fíí —■ 


h- —1 

l 


l 



t 



LO miti 



_ 20 mm 


T 


300 mm 


Prob. 13-89 


13-90. El tubo de acero A-36 está fijo en ambos extremos. 
Si se somete a una fuerza axial de 150 kN, determine la lon¬ 
gitud máxima que el tubo puede soportar con seguridad. 
Use las fórmulas del AISC para el diseño de columnas. 


•13-85. Una columna W8 X 24 de acero A-36 que tiene 30 
pies de largo, está articulada en ambos extremos y arrios¬ 
trada contra su eje débil a la mitad de La altura. Determine 
la fuerza axial P permisible que la columna puede soportar 
con seguridad. Use las fórmulas del AISC para el diseño de 
columnas. 

13-86. \ferifique si una columna W1Q X39 puede soportar 
una fuerza axial de P = 250 kip. La columna tiene 20 pies 
de largo, está articulada en ambos extremos y arriostrada 
contra el eje débil a la mitad de la altura. La columna es de 
acero con E =29(10*) ksi y <r Y =50 ksi. Use las fórmulas del 
AISC para el diseño de columnas. 


100 mm 



Proh. 13-90 
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13-91. La barra está fabricada de una aleación de aluminio 
2014-T6. Determine su menor grosor 6 si su anchura es 56. 
Suponga que está articulada en sus extremos. 

*13-92. La barra está hecha de una aleación de aluminio 
2014-T6. Determine su menor grosor 6 si su anchura es 56. 
Suponga que está fija en sus extremos. 


6001b 



13-95. La sección hueca de aluminio 2014-T6 tiene el área 
transversal mostrada en la figura. Si la columna tiene 10 pies 
de largo y está fija en ambos extremos, determine la fuerza 
axial permisible P que la columna puede soportar con segu¬ 
ridad. 

*13-96. La sección hueca de aluminio 2014-T6 tie ne el área 
transversal mostrada en la figura. Si la columna está fija en su 
base, articulada en su parte superior y se somete a la fuerza 
axial P = 100 kip, determine la longitud máxima que puede 
tener la columna para soportar la carga con seguridad. 


3 pies 


^ T 

6001b 


Frote. 13-91792 



•13-93. La columna de aluminio 2014-T6con 3 m de longi¬ 
tud tiene la sección transversal mostrada. Si la columna está 
articulada en ambos extremos y arriostrada contra el eje dé¬ 
bil en su altura media, determine la fuerza axial permisible P 
que la columna puede soportar con seguridad. 

13-94, La columna de aluminio 2Q14-T6 tiene la sección 
transversal mostrada en la figura. Si la columna está articu¬ 
lada en ambos extremos y se somete a una fuerza axial P = 
100 kN, determine la longitud máxima que puede tener la 
columna para soportarla carga con seguridad. 


•13-97. El tubo cuadrado tie ne 0,25 pulg de g rosor, está fa¬ 
bricado de una aleación de aluminio 2014-T6, se encuentra 
fijo en su base y está articulado en su parte superior. Deter¬ 
mine la mayor carga axial que puede soportar. 

13-98. El tubo cuadrado tiene 0.25 pulg de grosor, está fa¬ 
bricado de una aleación de aluminio 2014-T6 y se conecta 
fijamente en sus extremos. Determine la mayor carga axial 
que puede soportar. 

1399. El tubo cuadrado tiene 0.25 pulg de grosor, está 
hecho de una aleación de aluminio 2014-T6 y se encuentra 
articulado en sus extremos. Determine la mayor carga axial 
que puede soportar. 


15 ntm [ 


170 mm — 


15 i 


—15 mm 


b 


■100 mui- 


P 



Proba* 13-93/94 


Proba* n-9jmm 
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*13-100. Una columna rectangular de madera tiene la sec¬ 
ción transversal mostrada en la figura. Si la columna tiene 6 
pies de largo y se somete a una fuerza axial de P = 15 kip, 
determine con una precisión de de pulg la dimensión a mí¬ 
nima requerida para su sección transversal, de modo que la 
columna pueda soportar la carga con seguridad. La columna 
está articulada en ambos extremos. 

*13-101. Una columna rectangular de madera tiene la 
sección transversal mostrada en la figura. Si a = 3 pulg y 
la columna tiene 12 pies de largo, determine la fuerza axial P 
permisible que la columna puede soportar con seguridad. La 
columna está articulada en su parte superior y fija en su base. 

13-102. Una columna rectangular de madera tiene la sec¬ 
ción transversal mostrada en la figura. Si a = 3 pulg y la 
columna está sometida a una fuerza axial de P - 15 kip, 
determine la longitud máxima que puede tener la colum¬ 
na para soportar la carga con seguridad. La columna está 
articulada en su parte superior y fija en su base. 





Proba. 13-100/101/102 


13-103. La columna de madera tiene una sección transver¬ 
sal cuadrada y se supone que está articulada en sus partes 
superior e infe rior. Si soporta una carga axial de 50 kip, de¬ 
termine con precisión de \ pulg su dimensión lateral más pe¬ 
queña. Use las fórmulas de la NFPA. 


*13-104. La columna de madera que se muestra en la fi¬ 
gura se forma al pegar entre sí tablas de 6 X 0.5 pulg. Si la 
columna está articulada en ambos extremos y se somete a 
una carga axial de P =20 kip, determine el número necesario 
de tablas para formar una columna que pueda soportar La 
carga con seguridad. 



•13-105. La columna es de madeta. Está fija en su parte 
inferior y libre ensu parte superior. Utilice las fórmulas de la 
NFPA para determinar su mayor longitud permisible si debe 
soportar una carga axial de P -2 kip, 

13-106. La columna es de madera. Está fija en su parte in¬ 
ferior y libre en su parte superior. Utilice las fórmulas de 
la NFPA para determinar la mayor carga axial permisible P 
que puede soportar si tiene una longitud L- 4 pies. 



Prob. 13-103 


Prohs. 13-105/106 
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*13.7 Diseño de columnas para cargas 
excéntricas 


En ocasiones puede ser necesario que una columna soporte una carga que 
actúa en su borde o sobre una ménsula de ángulo unida en uno de sus 
lados, como se muestra en la figura 13-28a. El momento flexionante M = 
Pe causado por la carga excéntrica, debe tomarse en cuenta al momento 
de diseñar la columna. En la práctica de la ingeniería, hay varias maneras 
aceptables de hacer esto. Se analizarán dos de los métodos más comunes. 



P 


Jf 


M=Pe 




Uso de las fórmulas de columna disponibles. La distribu¬ 
ción del esfuerzo que actúa sobre la sección transversal de la columna, y 
que se muestra en la figura 13-28o, se determina con base en una superpo¬ 
sición de la fuerza axial P y el momento flexionante M = Pe. En particular, 
el esfuerzo de compresión máximo es 

OW = £ + ~Y (13-30) 

En la figura 13-28& se muestra un perfil de esfuerzo típico. Si se supone 
de manera conservadora que toda la sección transversal está sujeta al es¬ 
fuerzo uniforme er^ determinado a partir de la ecuación 13-30, entonces 
es posible comparar ít^ con o- m , que se determina usando las fórmulas 
dadas en la sección 13.6. El cálculo de <r^ LL11 suele realizarse empleando la 
mayor relación de esbeltez de la oolumna, sin importar el eje sobre el cual 
la columna experimenta la flexión. Por lo general, este requisito se espe¬ 
cifica en los códigos de diseño y, en la mayoría de los casos, conduce a un 
diseño conservador. Si 

^ Operm 

entonces la columna puede soportar la carga especificada. Si esta desigual¬ 
dad no se cumple, entonces debe aumentarse el área A de la columna y es 
necesario calcular nuevos valores para tr^ y La aplicación de este 
método de diseño es bastante sencilla y funciona bien paralas columnas de 
longitud corta o intermedia. 





(b> 

Figura 13-28 


Fórmula de interacción. Al diseñar una columna cargada excén¬ 
tricamente resulta conveniente observar cómo interactúan la flexión y las 
cargas axiales, de modo que pueda lograrse el equilibrio entre estos dos 
efectos. Para ello, se considerarán por separado las contribuciones hechas 
al área total de la columna por la fuerza axial y el momento. Si el esfuerzo 
permisible para la carga axial es (cr^p^, entonces el área requerida para 
que la columna pueda soportar la carga P es 


A 


tí 



Del mismo modo, si el esfuerzo flexionante permisible es (o^p^tComo 
1=Ar 2 , el área requerida para que la columna pueda soportar el momento 
excéntrico se determina a partir de la fórmula de la flexión, es decir, 


A b = 


Me 
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Capítulo 13 


Pandeo de columnas 



El área total A necesaria para que la columna pueda resistir tanto la 
carga axial como el momento exige que 

P Me 


Ay, + Ah = 


{ &a ) perra 


o bien 


P/A Mc/Ar 1 

{0"o) perra perra 

* 1 

(^"(i)peim {^"i) perra 


(13-31) 



Ejemplo típico de una columna usada para 
soportar la carga excéntrica de un techo. 


Aquí 

<r g = esfuerzo axial causado por la fuerza P que se determina 
a partir de cr g = P/A , donde A es el área de la sección 
transversal de la columna 

& b = esfuerzo flexión ante causado por la aplicación de una 
carga excéntrica o un momento M\ <r fr se encuentra a 
partir de a b = Mc/l , donde / es el momento de inercia del 
área transversal calculado respecto al eje de flexión o eje 
centroidal 

t^i»)peno = esfuerzo axial permisible según lo definen las fórmulas 
dadas en la sección 13.6 u otras especificaciones en los 
códigos de diserto. Para este propósito, use siempre la 
mayor relación de esbeltez de la columna, sin importar 
el eje sobre el cual experimenta la flexión 

( <7 í f )perra ~ esfuerzo flexionante permisible según lo definen las 
especificaciones de código 


Tenga en cuenta que, si la columna está sometida sólo a una carga axial, 
entonces la relación flexión-esfuerzo de la ecuación 13-31 sería igual a cero 
y el diserto se basaría sólo en el esfuerzo axial permisible. Del mismo modo, 
cuando no hay carga axial presente, la relación carga axial-esfueizo es cero 
y el requisito de esfuerzo se basa en el esfuerzo flexionante permisible. Por 
lo tanto, cada relación de esfuerzo indica la contribución de la carga axial O 
el momento flexionante. Como la ecuación 13-31 muestra la forma en que 
interactúan las cargas, en ocasiones esta ecuación se conoce como la fórmala 
de interacción. Este enfoque de diserto requiere un procedimiento de prueba 
y verificación en el que el diseñador debe elegir una columna disponible para 
después comprobar si se cumple la desigualdad. Si no es así, debe elegir una 
sección más grande y repetir el proceso. Se considera que una elección eco¬ 
nómica es aquella en la que el lado izquierdo es cercano pero inferior a 1. 

Con frecuencia, el método de interacción está especificado en los códi¬ 
gos para el diseño de columnas de acero, aluminio o madera. En particu¬ 
lar, para el diserto del esfuerzo permisible, el American Institute of Steel 
Construction especifica el uso de esta ecuación sólo cuando la relación de 
carga axial-esfuerzo a i /(o’ j ,) penn ^0.15. Para otros valores de esta relación, 
se emplea una forma modificada de la ecuación 13-31. 
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EJEMPLO 13.10 


La columna de la figura 13-29 está hecha de una aleación de aluminio 
2014-T6 y se emplea para soportar una carga excéntrica P. Determine 
la magnitud máxima de P que se puede soportar si la columna está fija 
en su base y libre en su parte superior. Use la ecuación 13-30. 

P 


!pu1|j^ 1. 


2puíg^í>^ 

apuig 5 ^ 




Ipulg 


SO pulg 




Mf>nni 13-29 


SOLUCIÓN 


A partir de la figura 13-lOf?, K = 2. Por lo tanto, la mayor relación de 
esbeltez para la columna es 


KL 

r 


2(80 pulg) 


= 277.1 


V[{1/12) (4pulg){2 pulg) 3 ]/[(2 pulg) 4 pulg] 

Por inspección, debe usarse la ecuación 13-26 (277.1 >55). Por lo tanto, 
54000 ksi 54 000 ksi 


* pe rm 


{KL/rf (277.1 f 


= 0.7031 ksi 


El esfuerzo de compresión máximo en la columna se determina a partir 
de la combinación de la carga axial y la flexión. Se tiene 


(Pe)c 


o-mí* A + j 


P(1 pulg )(2 pulg) 


2 pulg (4 pulg) (1/12)(2 pulg)(4 pulg) 3 
= 0.3125P 

Si se supone que este esfuerzo es uniforme en toda la sección transver¬ 
sal, se requiere 


epeira O’mín 


0.7031 = 0.3125P 
P = 2.25 kip 


Resp. 
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EJEMPLO 13.11 


Opulg 



M = ¿>(30 pulg) 


Figura 13-30 


La columna W6 X 20 de acero A-36 que se muestra en la figura 13-30 
está articulada en sus extremos y se somete a la carga excéntrica P. De¬ 
termine el máximo valor permisible de tusando el método de interac¬ 
ción si el esfuerzo flexionante permisible es (cr )> ) pi;nii =22 ksi. 

SOLUCIÓN 

Aquí K ¡= 1, Las propiedades geométricas necesarias para la sección 
W6 X 20 se toman de la tabla del apéndice B. 

A = 5.87 puig 2 I x = 41.4 puig 4 r y = 1.50 pulg á - 6.20 pulg 

Se considerará r y porque esto conducirá al mayor valor de la relación 
de esbeltez. También se necesita J x puesto que ocurre flexión respecto 
al eje x (c = 6.20 putg/2 = 3.10 pulg). Para determinar el esfuerzo de 
compresión permisible, se tiene 


KL _ l[15pies{12pu!g/pie)] 
r 1.50 pulg 


= 120 


Como 




%r^9(W) ksi] 

36 ksi 


= 126.1 


entonces KL/r<(KL/r). por lo que debe usarse la ecuación 13-23. 


[1 - (KL/r) 2 f2(KL/r) c 2 ]oy 


T pe r m 


(5/3) + [(3/8){KL/r)/(KL/r )J - [(KL/rY¡ti{KLIr)?\ 

[1 - (120) 2 /2{126.1) 2 ]36ksi 
“ (5/3) + |{3/8){120)/{126.1)] - [(120) 3 /8{126.1) 3 ] 

= 10.28 ksi 

Al aplicarla ecuación de interacción 13-31 resulta 

<T„ 


'a 


1 


P/5.87 pulg 2 P(30 pulg) (3.10 pulg)/(41.4 pulg 4 ) 


10.28 ksi 


22 ksi 


= 1 


P = &43 kip 


Resp. 


Para comprobar la aplicación del método de interacción en la sec¬ 
ción de acero, se requiere 


g, = 8.43 kip/{5.87 pulg ) 
(^aJperm 10.28 kip/puig 2 


= 0.140 < 0.15 Verificado. 
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Capítulo 13 Pandeo de columnas 


PROBLEMAS 


13-167. La columna W14 X 53 de acero estructural A-36 
soporta una carga axial de 80 kip además de una carga ex¬ 
céntrica P. Determine el máximo valor permisible de P con 
base en las ecuaciones del AISC dadas en la sección 13.6 y 
la ecuación 13-30. Suponga que la columna está lija en su 
base, y que en su parte superior es libre de ladearse en el 
plano x-z y está articulada en el plano y-z. 

*13-108. La columna W12 X 45 de acero estructural A-36 
soporta una carga axial de 80 kip, además de una carga 
excéntrica P = 60 kip. Determine si la columna falla con 
base en las ecuaciones del AISC dadas en la sección 136 y 
la ecuación 13-30. Suponga que la columna está lija en su 
base, y que en su parte superior es libre de ladearse en el 
plano x-z y está articulada en el plano y-z. 


z 




V Aí 
P 


I'rohs, 13-109/110 


13-111. La columna W14 X 43 de acero estructural A-36 
está lija en su parte inferior y libre en su parte superior. De¬ 
termine la mayor carga excéntrica P que puede aplicarse 
empleando la ecuación 13-30 y las ecuaciones del AISC da¬ 
das en la sección 13.6. 

*13-112. La columna W10 x 45 de acero estructural A-36 
está fija en su parte inferior y libre en su parte superior. Si 
se somete a una carga de P = 2 kip, determine si soporta la 
carga con seguridad de acuerdo con las ecuaciones del AISC 
dadas en la sección 136 y con la ecuación 13-30. 


•13-100. La columna W14 x22 de acero estructural A-36, 
está fija en sus partes superior e inferior. Si una carga ho¬ 
rizontal (que no se muestra) hace que la columna soporte 
momentos en sus extremos de M = 10 kip-pie, determine 
la fuerza axial máxima permisible P que puede aplicarse. La 
ffexión se produce alrededor del eje x-x. Use las ecuaciones 
del AISC dadas en la sección 136 y la ecuación 13-30. 

13-110. La columna W14 X 22 de acero estructural A-36, 
está fija en sus partes superior e inferior. Si una carga ho¬ 
rizontal (que no se muestra) hace que la columna soporte 
momentos en sus extremos de M = 15 kip-pie, determine 
la fuerza axial máxima permisible P que puede aplicarse. La 
flexión se produce alrededor del eje x-x. Use la fórmula de 
interacción con (cr t ) p(srfn =24 ksi. 



Pruhs. 13-111/112 
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13.7 

•13-113. La columna W10 X 45 de acero A-36 está fija en 
su base. Su parte superior está restringida a moverse a lo 
largo del eje x-x, pero es libre de girar alrededor y moverse a 
to largo del eje y-y. Determine la máxima fuerza excéntrica 
P que la columna puede soportar con seguridad empleando 
el método del esfuerzo permisible. 

13-114. La columna W10 X 45 de acero A-36 está fija en 
su base. Su parte superior está restringida a moverse a lo 
largo del eje x-x, pero es libre de girar alrededor y moverse a 
to largo del eje y-y.Determine la máxima fuerza excéntrica 
Pque la columna puede soportar con seguridad empleando 
una fórmula de interacción. El esfuerzo fiexionante permisi- 
Nees K) penn = 15ksi. 

13-115. La columna W12 X50 de acero A-36 está fija en su 
base. Su parte superior está restringida a moverse a lo largo 
del eje x-x, pero es Ubre de girar alrededor y moverse a lo 
largo del eje y-y. Si se aplica la fuerza excéntrica P = 15 kip, 
investigue si la columna es adecuada para soportar la carga. 
Use el método del esfuerzo permisible. 

*13-116. La columna W12 x 50 de acero A-36 está fija en 
su base. Su parte superior está restringida a moverse a lo 
largo del eje x-x, pero es libre de girar alrededor y moverse 
a lo largo del eje y-y. Si se aplica la fuerza excéntrica P = 15 
kip, investigue si la columna es adecuada para soportar la 
carga. Use la fórmula de interacción. El esfuerzo ílexionante 
permisible es fcr^)^ = 15 ksi. 


Diseño de columnas para cargas excéntricas 

•13-117. Una columna de 16 pies de largo está fabricada 
de una aleación de aluminio 2014-T6. Si está fija en sus par¬ 
tes superior e inferior, y se aplica una carga compresiva Pen 
el punto A, determine la magni tud máxima permisible de P 
empleando las ecuaciones de la sección 13 j 6 y la ecuación 
13-30. 

13-118. Una columna de 16 pies de largo está fabricada de 
una aleación de aluminio 201AT6. Si está fija en sus partes 
superior e inferior y se aplica una carga compresiva P en el 
punto A, determine la magnitud máxima permisible de P 
empleando las ecuaciones de la sección 13.6y la fórmula de 
interacción con =20 ksi. 


P 



13-119. La columna hueca de aluminio 2014-T6 está fija en 
su base y libre en su parte superior. Determine la máxima 
fuerza excéntrica P que la columna puede soportar con se¬ 
guridad. Utilice el método del esfuerzo permisible. Elgrosor 
de pared para la sección es/=0.5 pulg. 

*13-120. La columna hueca de aluminio 2014-Tó está fija 
en súbase y libre en su parte superior. Determine la máxima 
fuerza excéntrica P que la columna puede soportar con se¬ 
guridad, Utilice la fórmula de interacción. El esfuerzo flexio- 
nante permisible es (<?■,,) pei7n =30 ksi. El grosor de pared para 
la sección es /=05 pulg. 



Prohv 13-113/114/115/116 


Pmlis, 13-119/120 
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*13-121. La barra de 10 pies de largo está fabricada con 
una aleación de aluminio 2014-T6. Si está tija en su parte 
inferior y articulada en su parte superior, determine la carga 
excéntrica máxima permisible P que puede aplicarse em¬ 
pleando las fórmulas de la sección 13.6 y la ecuación 13-30. 

13-122, La barra de 10 pies de largo está fabricada con una 
aleación de aluminio 2014-T6. Si está fija en su parte inferior 
y articulada en su parte superior, determine la carga excén¬ 
trica máxima permisible P que puede aplicarse empleando 
las ecuaciones de la sección 13.6 y la fórmula de interacción 
® n í*l»)l«“ 18kSÍ ' 


P 



Fritos 13-121/122 

13-123. La columna rectangular de madera puede con¬ 
siderarse fija en su base y articulada en su parte superior. 
Además, la columna está arriostrada a la mitad de su altura 
contra el eje débil. Determine la fuerza excéntrica máxima 
P que la columna puede soportar con seguridad empleando 
el método del esfuerzo permisible. 

*13-124. La columna rectangular de madera puede con¬ 
siderarse fija en su base y articulada en su parte superior. 
Además, la columna está arriostrada a la mitad de su altura 
contra el eje débil. Determine la fuerza excéntrica máxima 
P que la columna puede soportar con seguridad empleando 
la fórmula de interacción. El esfuerzo flexionante permisible 
ÉS K) perm = l-5 ksi. 



•13-125. El pos te eléctrico de 10 pulg de diámetro sostiene 
el transformador que tiene un peso de 600 Ib y su centro 
<k gravedad en G. Si el poste está fijo al suelo y libre en 
su parte superior, determine si es adecuado de acuerdo con 
las ecuaciones de la NFPA dadas en la sección 13.6 y con la 
ecuación 13-30. 



ProU 13*125 


13-126. Use las ecuaciones de la NFPA dadas en la sección 

13.6 y la ecuación 13-30 para determinar la carga excéntrica 
máxima permisible P que puede aplicarse a la columna de 
madera. Suponga que la columna está articulada tanto en su 
parte superior como en la inferior. 

13-127. Use las ecuaciones de la NFPA dadas en la sección 

13.6 y la ecuación 13-30 para determinar la carga excéntrica 
máxima permisible P que puede aplicarse a la columna de 
madera. Suponga que la columna está articulada en su parte 
superior y fija en su parte inferior. 


P 



Probo, 13-12.V124 


Proba. 13-126/127 
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REPASO DE CAPÍTULO 


El pandeo es la inestabilidad repentina que se 
produce en las columnas o en los elementos 
que soportan una carga axial de compresión. 

La carga axial máxima que puede soportar un 
elemento antes de pandearse se llama la carga 
critica P tJ , 



La carga critica para una columna ideal se de¬ 
termina a partir de la fórmula de Euler, donde 
K~ 1 para los soportes de pasador, K = 0,5 
para los soportes fijos, K =0,7 para un soporte 
de pasador y otro fijo, y K = 2 para un sopor¬ 
te fijo y un extremo libre. 

» _ * 2EI 
* (KLf 

P«r 




Si la carga axial se aplica en la columna de 
manera excéntrica, entonces puede usarse la 
fórmula de la secante para determinar el es¬ 
fuerzo máximo en la columna. 

<r " i - = 7[ 1 + 7 sec (é\/S). 


Cuando la carga axial causa la cedenda del 
material, entonces debe usarse el módulo de 
tangente con la fórmula de Euler para deter¬ 
minar la carga critica de la columna. Esto se 
conoce como la ecuación de Engesser. 

it 3 E, 

^ \KLlrf 


Se han desarrollado fórmulas empíricas basa¬ 
das en datos experimentales, las cuales pue¬ 
den usarse para diseñar columnas de acero, 
aluminio y madera. 
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Capítulo 13 Pandeo de columnas 


PROBLEMAS DE REPASO 


*13-128. La columna de madera tiene 4 m de largo y se 
emplea para soportar una carga axial de 25 kN. Si la sección 
transversal es cuadrada, determine la dimensión a de cada 
uno de sus lados usando un factor de seguridad contra el 
pandeo de F.S, =2,5. Se supone que la columna está articula¬ 
da en sus partes superior e inferior, Use la ecuación de Euler. 
E w =llGPay £r r = 10 MPa, 


25 kN 


Protu 13-128 


•13-129. Si los resortes de torsión unidos a los extremos A 
y C de los elementos rígidos AB y BC tienen una rigidez A, 
determine la carga crítica P a . 


13-130. Determine la intensidad máxima w de la carga uni¬ 
forme distribuida que puede aplicarse sobre la viga, de modo 
que los elementos a compresión que forman la armadura de 
soporte no se pandeen. Estos elementos están fabricados 
con barras de acero A-3óque tienen un diámetro de 60 mm. 
Use un F.S.=2 contra el pandeo. 


w 


ÍTTTTTTTTTTTTTT 



Pnrtx 13-130 


13-131. La columna de acero W10 X 45 soporta una car¬ 
ga axial de 60 kip, además de una carga excéntrica P. De¬ 
termine el valor máximo permisible de P con base en las 
ecuaciones del AISC dadas en la sección 13.6 y la ecuación 
13-30. Suponga que en el plano x-z, = 1.0, y en el plano 
y-z, K f =2.0. E m = 29(10*) ksi, 0^=50 ksi. 





Pruh. 13-129 



Prnh. 13-131 
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*13-132. La columna de acero A-36 puede considerarse 
articulada en su parte superior y fija en su base. Además, 
está arriostrada a La mitad de su altura a lo largo del eje dé¬ 
bil. Investigue si una sección W250 x 45 puede soportar con 
seguridad la carga mostrada en la figura. Use el método del 
esfuerzo permisible. 

•13-133. La columna de acero A-36 puede considerarse 
articulada en su parte superior y fija en su base. Además, 
está arriostrada a la mitad de su altura a lo largo del eje dé¬ 
bil. Investigue si una sección W250 X 45 puede soportar con 
seguridad la carga mostrada en la figura. Use la fórmula de 
interacción. El esfuerzo ñexionanie permisible es (<r¿ = 

100 MPa. ' 



Prut». 13-132/133 


13-134» El elemento tiene una sección transversal simétri¬ 
ca. Si está articulado en sus extremos, determine la máxima 
fuerza que puede soportar. Está hecho de una aleación de 
aluminio 2014-T6, 


13-135. La columna W200 X 46 de acero A-36 puede con¬ 
siderarse articulada en su parte superior y fija en su base. 
Además, la columna está arriostrada a la mitad de su altura 
contra el eje débil. Determine la máxima carga axial que la 
columna puede soportar sin pandearse. 



Proh. 13-135 


*13-136. La columna de acero estructural A-36 tiene la sec¬ 
ción transversal mostrada en la figura. Si está fija en la par¬ 
te inferior y libre en la parte superior, determine la fuerza 
máxima P que puede aplicarse en A sin causar el pandeo o 
la cedencia. Use un factor de seguridad de 3 con respecto al 
pandeo y la cedencia. 

•13-137. La columna de acero estructural A-36 tiene la sec¬ 
ción transversal mostrada en la figura. Si está fija en la parte 
inferior y libre en la parte superior, determine si la colum¬ 
na se pandea o cede cuando la carga P=10 kN. Use un fac¬ 
tor de seguridad de 3 con respecto al pandeo y la cedencia. 



—|U~20n 


10 ttlfíl- 


il50mm,| 


-10 mm 


100 mm 


J[UL 


4 m 100 mm j | 

^ 10 mm 


31 


100 mm 


í'roh. 13-134 


Priúts> 13-LWI37 









































Cuando los pilotes se colocan en su sitio, sus extremos se someten a cargas de impacto. Para determinar el esfuerzo 
desarrollado dentro del pilote es necesario entender la naturaleza del impacto y la energía derivada de éste. 



















Métodos de energía 



OBJETIVOS DEL CAPÍTULO 

En este capítulo se mostrará cómo aplicar los métodos de energía para 
resolver problemas que implican deflexión. El capítulo comienza con un 
análisis del trabajo y la energía de deformación, seguido por el desa¬ 
rrollo del principio de la conservación de la energía. Con base en este 
principio, Se determinarán el esfuerzo y la deflexión de un elemento 
cuando éste se somete a un impacto. Se desarrollarán los métodos del 
trabajo virtual y el teorema de Castigliano, los cuales se emplean para 
determinar el desplazamiento y la pendiente en ciertos puntos de ele¬ 
mentos estructurales y elementos mecánicos. 


14.1 Trabajo externo y energía 
cíe deformación 

La deflexión de las juntas (nodos) en una armadura o los puntos en una 
viga O eje puede determinarse empleando los métodos de energía. Sin em¬ 
bargo, antes de desarrollar cualquiera de estos métodos, primero se de¬ 
finirá el trabajo causado por una fuerza externa y un momento de par, 
y se mostrará cómo se expresa este trabajo en términos de la energía de 
deformación del cuerpo. Las formulaciones que se presentan aquí y en la 
siguiente sección servirán de base paTa aplicar los métodos de trabajo y 
energía que se presentan a lo largo del capítulo. 
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Capítulo 14 Métodos de energía 



(c) 


Trabajo de una fuerza. En mecánica, una fuerza realiza trabajo 
cuando experimenta un desplazamiento dx que tiene la misma dirección 
que la fuerza. El trabajo realizado es un escalar, se define como dU e = Fdx. 
Si el desplazamiento total es A, el trabajo se convierte en 


U e = f Fdx (14-1) 

JO 


Para mostrar cómo se aplica esta ecuación, se calculará el trabajo reali¬ 
zado por una fuerza axial aplicada al extremo de la barra mostrada en la 
figura 14-la. A medida que la magnitud de la fuerza aumenta gradualmen¬ 
te desde cero hasta un valor límite F= P, el desplazamiento del extremo 
de la barra se convierte en A. Si el material se comporta de forma elástico 
lineal, entonces la fuerza será directamente proporcional al desplazamien¬ 
to, es decir, F= (P/A)js, Al sustituir en la ecuación 14-1 e integrar desde 0 
hasta A, se obtiene 


% 



(14-2) 


l<f¡>ttni 14-1 


Por lo tanto, a medida que la fuerza se aplica gradualmente a la barra, su 
magnitud se construye desde cero hasta un valor P y, en consecuencia, el 
trabajo realizado es igual a la magnitud de la fuerza promedio, P/2, mul¬ 
tiplicada por el desplazamiento total A. Esto puede representarse gráfica¬ 
mente como el área de color gris claro en el triángulo inferior de la figura 
14-le. 

Ahora suponga que P ya estaba aplicada a la barra y que en este mo¬ 
mento se aplica otra fuerza P', de modo que el extremo de la barra se des¬ 
plaza aún más en una cantidad A', figura 14-16. El trabajo realizado porP' 
es igual a la zona de color gris medio en el triángulo superior, pero ahora el 
trabajo realizado por P cuando la barra experimenta este desplazamiento 
adicional es 


t/; = P A' 


(14-3) 


Aquí, el trabajo representa el área rectangular en color gris oscuro de la fi¬ 
gura 14-lc. En este caso P no cambia su magnitud, puesto que el desplaza¬ 
miento A r de la barra es causado sólo por P'. Por lo tanto, el trabajo aquí es 
tan sólo la magnitud de la fuerza P multiplicada por el desplazamiento A'. 
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Trabajo de un momento de par. Un momento de par M realiza 
trabajo cuando experimenta un desplazamiento angular d$ a lo largo de 
su línea de acción. El trabajo se define como dU e =M d$ t figura 14-2. Si el 
desplazamiento angular total es de 6 rad, el trabajo se convierte en 

U t = f M dB (14-4) 

Jo 

Al igual que en el caso de la fuerza, si el momento de par se aplica a 
un cuerpo de un material que tiene un comportamiento elástico lineal, de 
manera que su magnitud se incrementa gradualmente desde cero en 0 = 0 
hasta Af en 6, entonces el trabajo es 


U t = \mb (14-5) 

Sin embargo, si el momento de par ya está aplicado al cuerpo y otras car¬ 
gas hacen girar aún más al cuerpo una cantidad entonces el trabajo es 


U' t = M6‘ 


Energía de deformación. Cuando se aplican cargas a un cuerpo, 
éstas deforman el material. Siempre que no se pierda energía en forma 
de calor, el trabajo externo realizado por las cargas se convierte en traba¬ 
jo interno llamado energía de deformación. Esta energía, que siempre es 
positiva, se almacena en el cuerpo y es causada por la acción del esfuerzo 
normal o cortante. 

Esfuerzo normal- Si el elemento de volumen mostrado en la figu¬ 
ra 14-3 se somete al esfuerzo normal <r w , entonces la fuerza creada en las 
caras superior e inferior del elemento es de dF = cr.dA = & z dxdy. Si esta 
fuerza se aplica gradualmente al elemento, como la fuerza P analizada 
previamente, su magnitud aumenta desde cero hasta dF z , mientras que el 
elemento experimenta un alargamiento d& z = €_dz. Por lo tanto, el trabajo 
realizado por dF z es dü t = \dF t dA¿ = {[<t 2 dx dy\e¡ dz. Como el volu¬ 
men del elemento es dV=dxdydz, se tiene 

(14-6) 

Tenga en cuenta que d(J ¡ siempre es positiva, incluso si a, es de compre¬ 
sión, puesto que a. y e. siempre tendrán la misma dirección. 

En general, si el cuerpo sólo está sometido a un esfuerzo normal cr, en¬ 
tonces la energía de deformación en el cuerpo es 







f'igitra 14-3 


(14-7) 
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Capítulo 14 Métodos de energía 


Por otra parte, si el material se comporta de forma elástico lineal, es posi¬ 
ble aplicar la ley de Hooke y expresar la energía de deformación en térmi¬ 
nos del esfuerzo normal como 



(14-8) 



t^tirn 14-4 


Esfuerzo Cortante, También puede establecerse una expresión para 
la energía de deformación, similar a la del esfuerzo normal, cuando el ma¬ 
terial está sometido a un esfuerzo cortante. Considere el elemento de vo¬ 
lumen mostrado en la figura 14-4. Aquí el esfuerzo cortante hace que el 
elemento se deforme de modo que sólo la fuerza cortante dF = t [dxdy\ 
que actúa sobre la cara superior del elemento, se desplaza y dz respecto a 
la cara inferior. Las caras verticales sólo giran, por lo que las fuerzas cor¬ 
tantes sobre estas caras no realizan ningún trabajo. Por consiguiente, la 
energía de deformación almacenada en el elemento es 


dU¡ = -[r(dx dy)]y dz 


o como dV=dxdy dz 


dü¡ = -ty dV 


(14-9) 


Entonces, la energía de deformación almacenada en el cuerpo es 



(14-10) 


AI igual que en el caso de la energía de deformación normal, la energía de 
deformación cortante siempre es positiva puesto que r y y siempre tienen 
la misma dirección. Si el material es elástico lineal, entonces al aplicar la 
ley de Hooke, y = t/G, puede expresarse la energía de deformación en 
términos del esfuerzo cortante como 



(14-11) 
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(a) 


(b> 


Kgitr* 14-5 


En la siguiente sección, se usarán las ecuaciones 14-8 y 14-11 para obte¬ 
ner las expresiones formales de la energía de deformación almacenada en 
los elementos sometidos a varios tipos de caigas. Una vez hecho esto, será 
posible desarrollar los métodos de energía necesarios para determinar el 
desplazamiento y la pendiente en los puntos de un cuerpo. 

Esfuerzo multiaxial. El desarrollo anterior puede ampliarse para de¬ 
terminar la energía de deformación en un cuerpo cuando está sometido a 
un estado general de esfuerzo, figura 14-5a. Las energías de deformación 
asociadas a cada una de las componentes del esfuerzo normal y del esfuer¬ 
zo cortante pueden obtenerse a partir de las ecuaciones 14-6 y 14-9. Como 
la energía es un escalar, la energía de deformación total en el cuerpo es 



Las deformaciones pueden eliminarse usando la forma generalizada de la 
ley de Hooke dada por las ecuaciones 10-18 y 10-19. Después de sustituir 
y combinar términos, se tiene 



(14-13) 


Si sobre el elemento sólo actúan los esfuerzos principales er v cr 2 y <r,, 
figura 14-5¿>, esta ecuación se reduce a una forma más simple, a saber, 



Esta ecuación se usó en la sección 10.7 como base para el desarrollo de la 
teoría de la máxima energía de distorsión. 
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14.2 Energía de deformación elástica 
para diferentes tipos de carga 



Si se usan fas ecuaciones para la energía de deformación elástica desarro¬ 
lladas en la sección anterior, es posible formular la energía de deformación 
almacenada en un elemento cuando está sometido a una carga axial, un 
momento flexión ante, una fuerza cortante transversal y un momento de 
torsión. Se darán ejemplos para mostrar cómo se calcula la energía de de¬ 
formación en los elementos sometidos a cada una de estas cargas. 

Carga axial. Considere una barra de sección transversal variable li¬ 
geramente ahusada, figura 14-6. La fuerza axial interna en una sección si¬ 
tuada a una distancia x de un extremo es JV. Si el área transversal en esta 
sección es A t entonces el esfuerzo normal en la sección es tr = N/A. Al 
aplicar la ecuación 14-8, se tiene 



Mj>ivn 14*6 


Si se elige un elemento o corte diferencial con un volumen dV=Adx, 
entonces la fórmula general para la energía de deformación en la barra es 



(14-15) 


JV 




Para el caso más común de una barra prismática de sección transversal 
constante A, longitud L y carga axial constante JV, figura 14-7, al integrar 
la ecuación 14-15 se obtiene 



Figuro 14-7 Observe que la energía de deformación elástica de la barra se incre¬ 

mentará si la longitud de la barra es mayor, o si el módulo de elasticidad 
o el área transversal disminuyen. Por ejemplo, una barra de aluminio 
[£,! = 1Q(10 3 ) ks¡] almacenará aproximadamente tres veces más energía 
que una barra de acero f£ w =29(10 ? ) ksi] con el mismo tamaño y sometida 
a la misma carga. Por otr a parte, al duplicar el área de la sección transver¬ 
sal de una barra, disminuirá a la mitad su capacidad de almacenar energía. 
El siguiente ejemplo ilustra este punto en forma numérica. 
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EJEMPLO 14.1 


Se debe elegir «no de los dos pernos de acero de alta resistencia A y B 
que se muestran en la figura 14-8 para soportar una caiga de tensión 
repentina. Para la elección es necesario determinar la mayor cantidad 
de energía de deformación elástica que cada perno puede absorber. El 
perno A tiene un diámetro de 0.875 pulg en 2 pulg de SU longitud y 
un diámetro raíz (o diámetro más pequeño) de 0.731 pulg en la región 
roscada de 0.25 pulg. El perno B tiene la rosca en “relieve" por lo que 
el diámetro en toda su longitud de 2.25 pulg puede tomarse como 0.731 
pulg. En ambos casos, no tome en cuenta el material extra que forma 
las roscas. Considere E K = 29(10 3 ) ksi, cr y = 44 ksi. 


Ü25 pulg; 


T 


r 

2 pulg 

JLr . — Ü,S75pulg 

'ri 



— 0,731 pulg 


0731 pulg 


SOLUCIÓN 


lígura 14-44 


Perno A. Si el perno se somete a su tensión máxima, el esfuerzo 
máximo de <t v = 44 ksi se producirá dentro de la región de 0.25 pulg. 
Esta fuerza de tensión es 




Pmáx = <TyA = 44 ksi 


Al aplicar la ecuación 14-16 a cada región del perno, se tiene 
N 2 L 


18.47 kip 




2 AE 

(18.47 kip) 2 (2 pulg) 


(18.47 kip) 2 {0.25 pulg) 


2fr (0.875 pulg/2)-][29(10 3 ) ksi] 2^(0731 pulg/2) 2 ][29(10 3 ) ksi] 
= 0.0231 pulg - kip Resp. 

Perno B- Aquí se supone que el perno tiene un diámetro uniforme 
de 0.731 pulg a través de sus 2.25 pulg de longitud. Además, a partir del 
cálculo anterior, el perno puede soportar una fuerza de tensión máxima 
de = 18.47 kip. Por lo tanto, 


U, = 


jflá* 

n 2 l 


(18.47 kip ) 2 (2.25 pulg) 


= 0.0315 pulg* kip Resp. 


2 AE 2[tt( 0.731 pulg/2) 2 ][29(10 3 ) ksi] 

NOTA: Por comparación, el perno B puede absorber 36 por ciento más 
energía elástica que el perno A, ya que tiene una sección transversal 
más pequeña a lo largo de su vástago. 
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Momento flexionante. Puesto que un momento flexionante apli¬ 
cado a un elemento prismático recto desarrolla esfuerzo normal en el ele¬ 
mento, es posible usar la ecuación 14-8 para determinar la energía de de¬ 
formación almacenada en éste debido a la flexión. Por ejemplo, considere 
la viga axisimétrica que se muestra en la figura 14-9. Aquí el momento 
interno es Af, y el esfuerzo normal que actúa sobre el elemento arbitrario 
a una distancia y del eje neutro es <r = My/1. Si el volumen del elemento es 
dV=dAdx, donde dA es el área de su cara expuesta y dx es su longitud, la 
energía de deformación elástica de la viga es 





o 


u¡= lw*{f/ dA ) dx 

Si se observa que el área integral representa el momento de inercia del 
área respecto al eje neutro, el resultado final puede escribirse como 


U t = 



M 1 dx 
2El 


(14-17) 


Por lo tanto, para evaluarla energía de deformación, primero debe ex¬ 
presarse el momento interno en fundón de SU posidón jc a lo largo de la 
viga, y después integrar sobre toda la longitud de la viga.* Los siguientes 
ejemplos ilustran este procedimiento. 


y 



Fi^uni 14-9 


^Recuerde que Ja fórmula de la flexión, tal como se usó aquí, también puede emplearse 
con exactitud justifica ble para determinar eJ esfuerzo en vigas ligeramente ahusadas (vea la 
sección 64), Así, en un sentido general, / en la ecuación 14-17 también puede expresarse 
como una función de x> 
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EJEMPLO 14.2 


Determine la energía de deformación elástica debida a la flexión de la 
viga en voladizo mostrada en la figura 14-lQa. El es constante. 


IV 


(a) 

Figiim 14-10 


SOLUCIÓN 


El momento interno en la viga se determina al establecer la coordenada 
x, con origen en el lado izquierdo. El segmento izquierdo de la viga se 
muestra en la figura 14-1Q&. Se tiene 


1,+ SAf = 0; 


(I) - 

-•(t) 


M + wx 

M 


Al aplicar la ecuación 14-17 resulta 

" l M 2 dx [ L l~w{¿¡l)fdx * 


Ut= [ #*L m f 

1 Jo 2 El Jo 


2 Él 


j?_r 4 

8EI Jo X 


dx 


o bien 


U, =- 

' 40£7 


Resp. 


También es posible obtener la energía de deformación usando una 
coordenada x que tenga su origen en el lado derecho de la viga y se ex¬ 
tienda positiva hacia la izquierda, figura 14-10c. En este caso, 


Í+EAÍjv.4 = 0; -M - ivjfl — J + - 


(D 


wL 2 


= 0 


M 


= -¡f- + wLx - w(y j 


Al aplicarla ecuación 14-17 se obtiene el mismo resultado anterior; sin 
embargo* este método implica una mayor cantidad de cálculos. 


wx 


x 

V 


É=U) 


M 


m 


wx 


h 


M 


V i , ¡ wL 


<C) 
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EJEMPLO 14.3 




B. 


W 


B 


F 






2P 






ib) 




JW, 


Cí 


(C) 

Vj 


RF 

'2 P 


( 0 ) 




-vñ 


h-%- 

(e) 

fl^iLrj 14-11 


P Determine la energía de deformación flexionanle en la región AB de la 
viga mostrada en la figura 14-1 la. EIt% constante. 


P 


SOLUCIÓN 

En la figura 14-11 b se muestra un diagrama de cuerpo libre de la viga. 
Para obtener la respuesta se puede expresar el momento interno en tér¬ 
minos de cualquiera de las tres coordenadas “je” indicadas para después 
aplicar la ecuación 14-17. A continuación se considerará cada una de 
estas soluciones. 

0 ^ r, ^ L. A partir del diagrama de cueipo libre de la sección en la 
figura 14-11c, se tiene 


Íí+SAÍjvj = 0; 


M x + Pxí = 0 
Mi = -Pxi 

M 2 dx ^{-Pxxfdxx p^Ü 




2 El 


6 El 


Resp. 


O^Xj ^ L. Si se usa el diagrama de cuerpo libre de la sección en! a figura 
14-lid, resulta 


= 0 ; 


Mi + 2 P(x 2 ) - P{ Xl + L) = 0 
M 2 = P(x 2 - L) 

M 2 dx f L [ P(x 2 - L)fdx! = P 3 -!? 

2El 6 El 


°-m-L 


Resp. 


2L. A partir del diagrama de cueipo libre en la figura 14-1L?, 

se tiene 

l+2Afjv 4 = 0; 


P 


l 


% + 2P(x 3 - L) - P(x 2 ) = 0 
= P(x 3 ~ 2L) 

M 2 dx ' 2 L)f dX} P 2 L? 


“■-m-i; 


2El 


6 El 


Resp. 


NOTA: Este ejemplo y el anterior indican que la energía de defor¬ 
mación de la viga puede encontrare usando cualquier coordenada je 
propicia. Sólo es necesario integrar sobre el rango de la coordenada 
donde debe determinarse la energía interna. Aquí la elección de x, pro¬ 
porciona la solución más simple. 















































14.2 Energía de deformación elástica para diferentes tipos de carga 


725 


Cortante transversal. La energía de deformación debida al esfuer¬ 
zo cortante en un elemento de viga puede determinarse al aplicar la ecua¬ 
ción 14-11. Aquí se considerará que la viga es prismática y tiene un eje de 
simetría alrededor del eje y, como se muestra en la ñgura 14-12. Si la fuerza 
cortante interna en la sección de x es V, entonces el esfuerzo cortante que 
actúa sobre el elemento de volumen del material, que tiene un área dA y 
una longitud dx, es r = VQ/It. Al sustituir en la ecuación 14-11, la energía 
de deformación para la fuerza cortante se convierte en 



La integral entre paréntesis puede simplificarse si se define el factor de 
forma para la cortante como 


y 



X 


f t = 


A 

I 2 



Al sustituir en la ecuación anterior, se obtiene 



(14-18) 


(14-19) 


El factor de forma definido por la ecuación 14-18 es un número adi¬ 
mensional que es único para cada área específica de sección transversal. 
Por ejemplo, si la viga tiene una sección rectangular de ancho b y altura k, 
figura 14-13, entonces. 


t = b 
dA - bdy 


Q 


12 

= y A' = ( 


y + 


(h/2) 




XH-?M 


JV- 


I dy h 
' 2 


JL 


Figuni 14*13 


Si se sustituyen estos términos en la ecuación 14-18, resulta 



(14-20) 


El factor de forma para otras secciones puede determinarse de una manera 
á mi lar. Una vez obtenido, este factor se sustituye en la ecuación 14-19 y así 
puede evaluarse la energía de deformación para la cortante transversal. 
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EJEMPLO 


14.4 


Determine la energía de deformación en la viga en voladizo debida a 
la fuerza cortante si la viga tiene una sección transversal cuadrada y se 
somete a una carga uniforme distribuida w, figura 14-1%. El y G son 
constantes. 


w 



wx 



fl>) 


Figura 14-14 

SOLUCIÓN 

A partir del diagrama de cuerpo libre de una sección arbitraria, figura 
14-146, se tiene 

+ ÍEF, = 0; -V - = 0 

V = ~wx 


_ 6 


Como la sección transversal es cuadrada, el factor de forma f } = ¡ 


(ecuación 14-20) y, por lo tanto, la ecuación 14-19 se convierte en 

J i 

xrdx 


m,= ( 

J 0 


A ^(-iv ^) 2 dx 


3iv 2 


2 GA 


5GA 


f 

JO 


o bien 


m, = 


w?J¿ 

5GA 


Resp. 


NOTA: Si se usan los resultados del ejemplo 14.2, con A = a 1 , / = a 4 , 

la relación de fuerza cortante sobre energía de deformación es 

{Vil, _ ^¿VSGa 2 _ 2(a\ 2 E 
{Vd t, ^L 5 /40 £(¡La 4 ) 3U/G 

Dado que G = Ef. 2(1 + y) y v ^ \ (sección 10.6), entonces, como un 
Imite superior, E = 3G, por lo que 



Se puede observar que esta relación aumentará a medida que disminu¬ 
ya L. Sin embargo, incluso para vigas m uy cortas, donde por ejemplo 
L = 5a, la contribución debida a la energía de deformación cortante es 
sólo el 8 por ciento de la energía de deformación (lesionante. Por esta 
razón, la energía de deformación cortante almacenada en las vigas suele 
pasarse por alto en el análisis de ingeniería. 


































14.2 EnergIá de deformación elástica para diferentes tipos de carga 


727 


Momento de torsión- Para determinar la energía de deformación 
interna en un eje circular o tubo, debida a un momento de torsión aplica¬ 
do, es necesario aplicar la ecuación 14-11. Considere el eje ligeramente 
ahusado de la figura 14-15. Una sección del eje tomada una distancia x de 
un extremo se somete a un par de torsión interno T. La distribución del 
esfuerzo cortante que ocasiona este par varía lineal mente desde el centro 
del eje. En el elemento arbitrario de área dA y longitud dx, el esfuerzo 
es r = Tp/J. Por lo tanto, la energía de deformación almacenada en el eje es 





Como la integral del área representa el momento polar de inercia/ para el 
eje en la sección, el resultado final puede escribirse como 



(14-21) 


El caso más común se produce cuando el eje (o tubo) tiene un área 
transversal constante y el par de torsión aplicado es constante, figura 
14-16. En ese caso, al integrar la ecuación 14-21 resulta 



(14-22) 


A partir de esta ecuación se puede concluir que, al igual que en un ele¬ 
mento cargado axialmente, la capacidad de absorción de energía de un eje 
cargado a torsión se reduce al aumentar el diámetro del eje, ya que esto 
aumenta a J. 



Fíguni 14-15 



íigiiRi 14-16 


Puntos importantes 


• Una fuerza realiza trabajo cuando se mueve a través de un des¬ 
plazamiento. Cuando se aplica una fuerza a un cuerpo y su magni¬ 
tud se incrementa gradualmente desde cero hasta F, el trabajo es 
U = (FU) A, mientras que si la fuerza es constante cuando ocurre el 
desplazamiento, entonces U=FA. 

• Un momento de par realiza trabajo cuando se desplaza a través 
de una rotación. 

La energía de deformación es causada por el trabajo interno de los 
esfuerzos normales y cortantes. Siempre es una cantidad positiva. 

j La energía de deformación puede relacionarse con las cargas resul¬ 
tantes internas JV, V, M y T. 

■ A medida que la viga se hace más larga, la energía de deformación 
debida a la flexión se vuelve mucho mayor que la energía de defor¬ 
mación debida al cortante. Por esta razón, la energía de deformación 
cortante en vigas puede pasarse por alto en la mayor parte de los 
casos. 


El siguiente ejemplo ilustra cómo determinar la energía de deforma¬ 
ción de un eje circular debida a una caiga de torsión. 
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EJEMPLO 


14.5 


El eje tubular de la figura 14-17o está fijo en la pared y se somete a dos 
pares de toisión como se muestra en la figura. Determine la energía de 
deformación almacenada en el eje debida a esta carga. G =75 GPa. 




4ÜK*m 



T 


= 40 Km 


40 Km 


T = 15 Km 

55 K m 


itfíiini 14*17 


SOLUCIÓN 

Si se emplea el método de las secciones, el par de toisión interno se 
determina primero dentro de las dos regiones del eje donde es constan¬ 
te, figura 14-176. Aunque estos pares de toisión (40 N ■ m y 15 N ■ m) 
tienen direcciones opuestas, esto no tendrá ninguna consecuencia en la 
determinación de la energía de deformación, ya que el par de toisión 
se eleva al cuadrado en la ecuación 14-22. En otras palabras, la energía 
de deformación siempre es positiva. El momento polar de inercia para 
el eje es 


J = |[(0.08m) 4 - {0.065 m) 4 ] = 36.30(1Q- 6 ) m 4 


AI aplicarla ecuación 14-22,se tiene 
T 2 L 


tfi- 2 


2 GJ 

{40N-m) 2 (0.750 m) 


{15 N ■ m) 1 (0.300 m) 


2[75(lflP) N/m 2 pó.30(10~ 6 ) m 4 2[75(10*) N/m 2 p6.30{HT 6 ) m 4 
= 233 pJ Resp. 
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PROBLEMAS 


14-1. Un material está sometido a un estado general de 
esfuerzo plano. Exprese la densidad de la energía de defor¬ 
mación en términos de las constantes elásticas £, Gy y. y las 
componentes de esfuerzo <r x , <z y y r Xjf 


•14*5. Determine la energía de deformación en el ensam¬ 
ble de barras. La porción AB es de acero, la parte BC es de 
latón y CD es de aluminio. E w = 200 GPa, £ br =101 GPa, 
=73.1 GPa, respectivamente. 



Prnti. 14-1 


3kN 


,, 20 mm 

15mtn 2 kN a 

A I J - L 


25 mm 


5 kN C 1 



Prut». 14-5 


14-2. La densidad de la energía de deformación debe ser la 
misma si el estado de esfuerzo se representa mediante <r x , <r f 
y r ry , o por medio de los esfuerzos principales <r, y cr 2 . Para 
mostrar esto, iguale las expresiones para la energía de de¬ 
formación en cada uno de estos dos casos y demuestre que 
G = E/[2(l + v)]. 

14-3. Determine la energía de deformación en el ensamble 
<fc barras escalonadas. La porción AB es de acero (ac) y la 
parte BC es de latón (br). = 101 GPa, E w = 200 GPa, 

(<r A r =41 ° MP *> K)„ =250 MPa. 



Prok 14*3 


*14-4. Determine la energía de deformación de torsión en 
el eje de acero A-36. El eje tiene un diámetro de 40 mm. 



14-6. Si P = 60 kN, determine la energía de deformación 
total almacenada en la armadura. Cada elemento tiene un 
área en su sección transversal de 25(10 J ) mm 1 y está fabri¬ 
cado de acero A-36. 

14-7. Determine la máxima fuerza P y la energía corres¬ 
pondiente de deformación máxima total almacenada en la 
armadura sin que ninguno de los elementos tenga una de¬ 
formación permanente. Cada elemento tiene un área en su 
sección transversal de ZStlO 1 ) mtnry está fabricado de acero 
A-36. 



l’roh. 14-4 


Prcihs, 14-6/7 
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*14-8. Determine la energía de deformación de torsión en 
d eje de acero A-36. El eje tiene un radio de 30 mm. 


14 


IVol). 14-8 



•14-9. Determine la energía de deformación de torsión en 
el eje de acero A-36. El eje tiene un radio de 40 mm, 



12kN-m 

6kN*m 

ftkN-m 


J*roh. 14-9 


14-10. Determine la energía de deformación de torsión al¬ 
macenada en la barra ahusada cuando se somete al par de 
torsión T. La barra está hecha de un material que tiene un 
módulo de rigidez de G. 



14*11. El ensamble de ejes está fijo en C. El segmento hue¬ 
co BC tiene un radio interior de 20 mm y un radio exterior 
<fe 40 mm, mientras que el segmento sólido AB tiene un ra¬ 
dio de 20 mm. Determine la energía de deformación de tor¬ 
sión almacenada en el eje. El eje está hecho de una aleación 
de aluminio 2014-T6. El acoplamiento en Bes rígido. 



l’rub. 14-11 


*14*12. Considere el tubo de pared delgada de la figu¬ 
ra 5-28. Use la fórmula para el esfuerzo cortante,, r pmm = 
T/2tA m , ecuación 5-18, y la ecuación general de la energía 
de deformación cortante, ecuación 14-11, para mostrar que 
el giro del tubo está dado por la ecuación 5-20. Sugerencia: 
Iguale el trabajo realizado por el par de torsión T con la 
energía de deformación en el tubo, determinada mediante la 
integración de la energía de deformación para un elemento 
diferencial, figura 14-4, sobre el volumen del material. 
•14-13. Determine la relación de la energía de deforma¬ 
ción cortante sobre la energía de deformación fiexionante 
para la viga rectangular en voladizo cuando se somete a la 
carga mostrada en la figura. El material tiene un módulo de 
elasticidad E y una relación de Poisson v. 



b 


£□ 

Sección a-a 


IVoh 14-10 


14-13 
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14-14. Determine la energía de deformación ñexionante 
en la viga, debida a la carga mostrada. £/es constante. 


•14-17. Determine la energía de deformación ñexionante 
en la viga de acero A-36.7=992(10*) mm 4 . 




Prut), 14-14 


C 

Al. 



14-18. Determine la energía de deformación ñexionan- 
14-15. Determine la energía de deformación ñexionante te en la viga de acero A-36 debida a la carga distribuida, 
en la viga. £/e$ constante. 7=122(1(7') mm 4 . 


P P 



♦14-16. Determine la energía de deformación ñexionante 
en la viga W10 x 12 de acero estructural A-36. Obtenga la 
respuesta usando las coordenadas (a) Xy y x t y (b) x 2 yx y 


ókip 


1 


-jet—[ -*í 

\-X A - 

|— Xl — 

---12 pies --— 

-—-ópies — 


15 kN/m 



14-19* Determine la energía de deformación en la barra 
curva horizontal debida a la torsión, Existe una fuerza verti¬ 
cal Pque actúa en su extremo, JG es constante. 



frok 14-16 


Priik 14-19 
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*14-20. Determine la energía de deformación fiexionante 
en la viga y la energía de deformación axial en cada una de 
las dos barras. La viga está fabricada de aluminio 2Q14-T6 
y tiene una sección transversal cuadrada de 50 mm por 50 
mm. Las barras están fabricadas de acero A-36 y tiene una 
sección transversal circular con un diámetro de 20 mm. 



*14-2L La tubería se encuentra en el plano horizontal. Si 
se somete a una fuerza vertical Pen su extremo, determine 
la energía de deformación debida a la flexión y a la torsión. 
Exprese los resultados en términos de las propiedades / y 
J de la sección transversal, y de las propiedades E y G del 
material. 


z 



14-22. La viga que se muestra en la figura está ahusada en 
toda su anchura. Si se aplica una fuerza P en su extremo, de¬ 
termine la energía de deformación en la viga y compare este 
resultado con el de una viga que tenga una sección transver¬ 
sal rectangular constante con anchura b y altura h. 



14-23. Determine la energía de deformación Hexionante 
en la viga en voladizo, debida a una carga uniforme w. Re¬ 
suelva el problema de dos maneras, (a) Aplique la ecuación 
14-17. (b) La carga wdx que actúa sobre un segmento dx 
<fe la viga se desplaza una distancia y, donde y = h^-sc 4 + 
4l?x - 3L 4 )/(24£/), la ecuación de la curva elástica. De ahí, 
la energía de deformación interna en el segmento diferen¬ 
cial dx de la viga es igual al trabajo externo, es decir, dU ¡ = 
~(wdx)(~y). Integre esta ecuación para obtener La energía 
de deformación total en la viga. E/es constante. 


wdx 



*14-24, Determine la energía de deformación fiexionante 
en la viga simplemente apoyada, debida a una carga unifor¬ 
me w. Resuelva el problema de dos maneras, (a) Aplique la 
ecuación 14-17. (b) La carga wdx que actúa sobre un seg¬ 
mento dx de la viga se desplaza una distancia y, donde y = 
n'(-\r 4 +2Lx i - E\r)/(24£/), La ecuación de la curva elástica. 
Por lo tanto, la energía de deformación interna en el seg¬ 
mento diferencial dx de la viga es igual al trabajo externo, es 
decir, df7 ; ="(ivdr)(-y). Integre esta ecuación para obtener 
la energía de deformación total en la viga. E/es constante. 


wdx 




w 



L .. _ ./ 

L 

X ■ 



—L -- 


Prob. 14-24 
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14.3 Conservación de la energía 


Todos los métodos de energía usados en la mecánica se basan en el equili¬ 
brio de la energía, a menudo se conoce como conservación de la energía. 
En este capítulo, sólo se considerará la energía mecánica en el equilibrio 
de la energía; es decir, la energía desarrollada por el calor, las reacciones 
químicas y los efectos electromagnéticos no se tomarán en cuenta. Como 
resultado, si una carga se aplica lentamente a un cuerpo, entonces física¬ 
mente las cargas externas tienden a deformarlo de modo que las cargas 
realizan trabajo externo U e a medida que se desplazan. Este trabajo exter¬ 
no sobre el cuerpo se transforma en trabajo interno o energía de deforma¬ 
ción U., que se almacena en el cuerpo. Además, cuando se retiran las car¬ 
gas, la energía de deformación restaura al cuerpo en su posición original 
sin suf rir deformación, siempre y cuando no se Supere el límite elástico del 
material. Por lo tanto, la conservación de la energía para el cuerpo puede 
establecerse de manera matemática como 



(14-23) 


A continuación se mostrarán tres ejemplos de cómo puede aplicarse 
esta ecuación para determinar el desplazamiento de un punto en un ele¬ 
mento o una estructura deformable. En el primer ejemplo, considere la ar¬ 
madura de la figura 14-18 sometida a la carga P. Siempre que P se aplique 
gradualmente, el trabajo externo realizado por P se determina a partir de 
la ecuación 14-2, es decir, U f = -PA, donde A es el desplazamiento vertical 
de la armadura en la junta donde se aplica P. Si se supone que P desarrolla 
una fuerza axial N en un elemento particular, la energía de deformación 
almacenada en este elemento se determina a partir de la ecuación 14-16, 
esto es, = bPL/lAE, Al sumar las energías de deformación para todos 
los elementos de la armadura, es posible escribir la ecuación 14-23 como 



ATL 
2 AE 


(14-24) 


U na vez que se determinan las fuerzas internas ( N ) en todos los elementos 
de la armadura y se calculan los términos a la derecha, entonces es posi¬ 
ble determinar el desplazamiento desconocido A. 
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Como segundo ejemplo, considere la determinación del desplaza¬ 
miento vertical A bajo la carga P que actúan sobre la viga de la figura 
14-19. Una vez más, el trabajo externo es £/, = ~PA. En este caso la 
energía de deformación es el resultado de las cargas de fuerza cortante 
y de momento causadas por P. En particular, la contribución de la ener¬ 
gía de deformación debida a la fuerza cortante suele pasarse por alto en 
la mayoría de los problemas de deflexión a menos que la viga sea corta 
y soporte una carga muy grande (vea el ejemplo 14.4). En consecuencia, 
la energía de transformación de la viga se determinará sólo mediante el 
momento interno flexionante M\ por lo tanto, con base en la ecuación 
14-17, la ecuación 14-23 puede escribirse simbólicamente como 


P 



íiguru 14-19 Una vez que M se expresa como una fundón de la posidón x y que la 

integral se evalúa, es posible determinar A. 

En el último ejemplo, se considerará una viga cargada mediante un 
momento de par M 0 como se m uestra en la figura 14-20. Este momento 
causa el desplazamiento de rotadón $ en el punto en que se aplica el 
momento de par. Como el momento de par sólo realiza trabajo al girar, 
si usa la ecuación 14-5, el trabajo externo es U e =~M^. Por lo tanto, la 
ecuadón 14.23 se convierte en 





(14-26) 


figura 14-20 Aquí la energía de deformadón es el resultado del momento flexio¬ 

nante interno Af provocado por la aplicadón del momento de par M 0 _ 
Una vez que M se ha expresado como una fundón de x y la energía 
de deformación se ha evaluado, entonces es posible determinar 6 que 
mide la pendiente de la curva elástica. 

En cada uno de los ejemplos anteriores, debe tenerse en cuenta que 
la aplicadón de la ecuación 14-23 está bastóme limitada, porque sobre el 
elemento o la estructura sólo debe actuar una fuerza externa o un mo¬ 
mento de par. Además, el desplazamiento se puede calcular solamente 
en la dirección de la fuerza externa o del momento de par. Si se aplica 
más de una fuerza externa O momento de par, el trabajo externo de 
cada carga implicaría su desplazamiento asociado desoonoddo. Como 
resultado, no sería posible determinar todos estos desplazamientos des¬ 
conocidos, ya que sólo está disponible la ecuadón 14-23 para obtener 
la solución. Aunque la aplicadón de la conservadón de la energía tal 
como se describe aquí tiene ciertas restricdones, sirve como una intro¬ 
ducción a los métodos de energía más generales que se considerarán en 
el resto de este capítulo. 
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EJEMPLO 14.6 


La armadura de tres barras que se muestra en la figura 14-21a está so¬ 
metida a una tuerca horizontal de 5 kip. Si la sección transversal de cada 
elemento es de 0.20 puig 2 , determine el desplazamiento horizontal en el 
punto B.E = 29(1Q 3 ) ksi. 
a 



a 


6íf 


► 5 kip 


5.77 kip 


v v»h i t a-ty 


Nac = 5.77 kip jy* c = 5 kip * 
Nab = 2 Ü 9 kip 


(b) 


%uru 14-21 


SOLUCIÓN 


Para resolver este problema puede aplicarse la conservación de la ener¬ 
gía, ya que sobre la armadura sólo actúa una tuerca extema y el des¬ 
plazamiento requerido tiene la misma dirección que la fuerza. Por otra 
parte, las fuerzas de reacción sobre la armadura no realizarán ningún 
trabajo, puesto que no se desplazan. 

Si se usa el método de nodos, la fuerza en cada elemento se determi¬ 
na como se muestra en los diagramas de cuerpo libre de los pasadores 
en B y C, figura 14-21&. 

Al aplicar ecuación 14-24, se tiene 


;PA = 2 


N*L 


-{5 kip){A a )* 


{Aa)h = 


2AE 

{2.89 kip ) 2 {2 pies) 
2AE + 
{5 kip) 2 (3.46 pies) 
+ 2 AÉ 

47.32 kip ■ pie 
AE 


(-5.77 kip ) 2 {4 pies) 
2AÉ 


Observe que como N se eleva ai cuadrado, no importa si un elemento 
en particular está en tensión o en compresión. Al sustituir en los datos 
numéricos de A y E, y al resolver, se obtiene 




47.32 kip ■ pie(12 pulg/pie) 
(0.2 pulg 2 )[29 (10 3 )kip/pulg 2 ] 


= 010979 puig 


Resp. 
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EJEMPLO 14.7 


b 


i 


-L- 

ía> 


i 


' V = -P 
ib) 


-Px 


tlgitra 14-22 


La viga en voladizo de la figura 14-22a tiene una sección transversal 
rectangular y está sometida a una carga P en su extremo. Determine el 
desplazamiento de la carga. El es constante. 

SOLUCIÓN 

La fuerza cortante interna y el momento interno en la viga como fun¬ 
ciones de x se determinan mediante el método de las secciones, figura 
14-226. 

Al aplicar la ecuación 14-23 se considerará la energía de deforma¬ 
ción debida tanto al cortante como a la flexión. Si se usan las ecuaciones 
14-19 y 14-17, se tiene 

^ /jV 2 dx Í L A/ 2 dx 

/O 2 CA X 2EI 

f L (-Px) 1 dx 


í Pi 


-/ 

f L I 

JO 


i 


SP^L P a L i 


( 1 ) 


2GA J 0 2 El 5GA 6EI 

El primer término en el lado derecho de esta ecuación representa la ener¬ 
gía de deformación debida a la fuerza cortante, mientras que el segundo es 
la energía de deformación debida a la flexión. Como se indica en el ejem¬ 
plo 14.4, para la mayoría de las vigas la energía de deformación cortante 
es mucho menor que la energía de deformación flexionante. Para mostrar 
que éste es el caso de la viga en la figura 14-22a, se requiere 

3 P 2 L _ F^L? 

5 GA ^ 6EI 
3 PL 1*1? 

5G{66) 

3 21} 

5G " Eh 1 

Como E^3G (vea el ejemplo 14.4),entonces 

a 

0.9 ' " 


(f) 


Por lo tanto, si L es relativamente largo en comparación con h, la viga 
se vuelve esbelta y la energía de deformación cortante puede pasarse por 
alto. En otr as palabras, la energía de deformación cortante se vuelve impor¬ 
tante sólo para vigas cortas y de gran peralte. Por ejemplo,las vigas paralas 
que L=5h tienen aproximadamente 28 veces más energía de deformación 
flexionante que energía de deformación cortante, por lo que al no tomar 
en cuenta la energía de deformación cortante se incurre en un error de 
alrededor de 3.6 por ciento. Con esto en mente, la ecuación 1 puede sim¬ 
plificarse como 

1 „. Pl} 


de manera que 


2 PA 


A = 


6£/ 
PL l 


3 El 


Pesp. 
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PROBLEMAS 


*14-25. Determine el desplazamiento horizontal del nodo 
A Cada barra está fabricada de acero A-36 y tiene un área 
transversal de 1.5 pulg 2 . 


2kip a 



|-4 pies--| 


Fruti. 14-25 

14-26. Determine el desplazamiento horizontal del nodo 
C A£es constante. 


*14-28. Determine el desplazamiento horizontal del nodo 
D.AEt s constante. 


D C 



•14-29. La viga en voladizo se somete a un momento de 
par Aí„aplicado en su extremo. Determine la pendiente de la 
viga en B. El es constante. 



Fruh. 14-26 



Proh. 14-29 


14-30. Determine el desplazamiento vertical del punto C 
<te la viga simplemente apoyada de aluminio 6061-T6. Con¬ 
sidere la energía de deformación cortante y flexionante. 



l’ruh. 14-27 


ftah. 14-30 
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14*31. Determine la pendiente en el extremo B de la viga 
de acero A-36. /=80(10*) tnm 4 . 


14-34. Las barras de acero A-36 están conectadas median¬ 
te pasadores en 5. Si cada una tiene una sección transversal 
cuadrada, determine el desplazamiento vertical en B, 


6kN*m 

i K ~~3ü- 

(*■-— ím —-™| 

Pml). 14-31 


8001b 

A C 

D 

k. k 

_— m 


i 


I 0 plW | 

4 píes ' 

uj pies j 


2pulg 

H 


Prob, 14-34 


*14-32. Determine la deflexión en el centro de la viga cau¬ 
sada por el cortante. El módulo de cortante es G. 


14-35. Determine el desplazamiento del punto B en la viga 
de acero A-36./=80(10*) mm 4 . 



l*roh-14-32 


20 kN 



3 m 


5 m 


Prrib. 14-35 



*14-36. La barra tiene una sección transversal circular con 
un momento de inercia /. Si se aplica una fuerza vertical P 
en A, determine el desplazamiento vertical en este punto. 
Tome en cuenta sólo a la energía de deformación debida a la 
•1433. Las barras de acero A-36 están conectadas me- flexión. El módulo de elasticidad es E. 
diante pasadores en B y C. Si cada una tiene un diámetro de 
30 mm, determine la pendiente en E. 



Proh. 14-33 


Prob. 14-36 
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•1437. La carga P ocasiona que las espiras abiertas del 
resorte hagan un ángulo 6 con la horizontal al estirar el re¬ 
sorte. Demuestre que para esta posición lo anterior causa 
un par de torsión T = PR eos O y un momento flexionante 
M = PR sen Q en la sección transversal. Utilice estos resul¬ 
tados para determinar el esfuerzo máximo normal en el ma¬ 
terial. 

14-38. El resorte helicoidal tienen espiras y está fabricado 
(fe un material que tiene un módulo de cortante G. Deter¬ 
mine el estiramiento del resorte cuando se somete a la carga 
P. Suponga que las espiras están cercanas entre sí de modo 
que $ * 0° y la deflexión se debe por completo al esfuerzo de 
torsión en la bobina. 



14-39. El ensamble de tubos está fijo en A. Determine el 
desplazamiento vertical del extremo C del ensamble. La tu¬ 
bería tiene un diámetro interior de 40 mm y un diámetro 
exterior de 60 mm, y está fabricada de acero A-36, No tome 
en cuenta la energía de deformación cortante. 



*14-40. La barra tiene una sección circular con un momen¬ 
to polar de inercia J y un momento de inercia /. Si se apli¬ 
ca una fuerza vertical P en A, determine el desplazamiento 
vertical de este punto. Considere la energía de deformación 
debida a la flexión y a la torsión. Las constantes del material 
son Ey G. 



Proti. 14-40 


•1441. Determine el desplazamiento vertical del extremo 
B del bastidor. Considere solamente la energía de deforma¬ 
ción flexionante. El bastidor se hizo usando dos secciones 
W460X 68 de I de ala ancha de acero A-36. 



Proh. 14-39 


PrulL 1441 
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h 



Esta barrera de seguridad está diseñada 
para absorber la energía del impacto de los 
vehículos en movimiento. 


14.4 Carga de impacto 

A lo largo de este libro se ha considerado que todas las cargas se aplican 
a un cuerpo de manera gradual, de modo que cuando llegan a un valor 
máximo el cuerpo permanece estático. Sin embargo, algunas cargas son 
dinámicas, es decir, que varían con el tiempo. Un ejemplo típico podría 
ser causado por la colisión de objetos. Esto se denomina carga de impacto. 
En específico, el impacto se produce cuando un objeto golpea a otro, de 
modo que se desarrollan grandes fuerzas entre los objetos durante un pe¬ 
riodo muy corto. 

Si se supone que durante el impacto no se pierde energía debido al ca¬ 
lor, ai sonido o a deformaciones plásticas localizadas, entonces es posible 
estudiar la mecánica del impacto empleando la conservación de la energía. 
Para mostrar cómo se hace esto, primero se analizará el movimiento de un 
sistema simple formado por un bloque y un resorte como se muestra en la 
figura 14-23. Cuando el bloque se suelta desde el reposo, cae una distancia 
h, golpea al resorte y lo comprime momentáneamente una distancia A mJ(i 
antes de detenerse. Si no se toma en cuenta la masa del resorte y se Supone 
que éste responde de manera elástica , la conservación de la energía requie¬ 
re que la energía del bloque al caer se transforme en energía almacenada 
(de deformación) en el resorte; dicho con otras palabras, el trabajo realiza¬ 
do por el peso del bloque al caer, h + A^, es igual al trabajo necesario para 
desplazar el extremo del resorte una distancia A^. Como la fuerza en un 
resorte se relaciona con A^ mediante la ecuación F m S x = kA^, donde k 
es la rigidez del resorte, entonces al aplicar la conservación de la energía y 
la ecuación 14-2, se tiene 


U t = U t 

IV {h + A m{i ,) = -{áA m ¿¡,) A m{ ¡, 

iv (A + A„*) = ( 14 - 27 ) 

AU.-fw2(f> = 0 

De esta ecuación cuadrática puede despejarse A^. La raíz máxima es 

Si el peso W está soportado estáticamente por el resorte, entonces el des¬ 
plazamiento de la parte superior del resorte es A @( = W/k. Si se usa esta 
amplificación, la ecuación anterior se convierte en 

“ ^esi 


osea 





(14-28) 
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Una vez calculada A^, la fueiza máxima aplicada al resorte puede de¬ 
terminarse con base en 

Fm* = (14-29) 

Sin embargo, debe tenerse en cuenta que esta fuerza y el desplazamiento 
asociado ocurren sólo un instante. Siempre que él bloque no rebote en el 
resorte, éste continuará vibrando hasta que el movimiento se amortigüe y 
d bloque asuma la posición estática, A est . Además, observe que si el bloque 
se mantiene justo encima del resorte, h =0, y después se suelta, entonces a 
partir de la ecuación 14-28, el desplazamiento máximo del bloque es 

“ ^A^gi 

En otras palabras, cuando el bloque se suelta desde la parte superior del 
Tesorte (una caiga dinámica), el desplazamiento es el doble de lo que sería 
si se asentara en el resorte (una carga estática). 

Si se emplea un análisis similar, también es posible determinar el des¬ 
plazamiento máximo del extremo del resorte si el bloque se desliza sobre 
una superficie horizontal lisa con una velocidad v conocida justo antes de 
chocar con el resorte, figura 14-24. Aquí la energía cinética del bloque,* 
^(W/g)i¿, se transformará en energía almacenada en el resorte. Por lo 
tanto, 

U t = U t 



iW 

A -‘- = vir (14_30) 


Como el desplazamiento estático en la parte superior del resorte causado 
por el peso W que se encuentra sobre él es A es[ = W/k, entonces 

A mto = (14-31) 


g 


Los resultados de este análisis simplificado pueden emplearse para de¬ 
terminar tanto la deflexión aproximada como el esfuerzo desarrollo en un 
elemento deformable cuando se somete a un impacto. Para ello deben ha¬ 
cerse los supuestos necesarios en relación con la colisión, de modo que el 
comportamiento de los cuerpos en colisión sea semejante a la respuesta de 
los modelos de bloque y resorte analizados anteriormente. Por lo tanto, se 
considerará que el cuerpo en movimiento es rígido como el bloque y que 
d cueipo estático es deformable como el resorte. Además, se supone que el 
material se comporta de manera elástico lineal. Cuando se produce la co¬ 
lisión, los cuerpos permanecen en contacto hasta que el cuerpo elástico 
alcanza su máxima deformación y, durante el movimiento, no se considera 
la inercia o la masa del cuerpo elástico. Tenga en cuenta que cada uno 
de estos supuestos conduce a una estimación conservadora del esfuerzo 
máximo y de la deflexión del cuerpo elástico. En otras palabras, sus valores 
serán más grandes que los que se presentan en realidad. 


♦Recuerde que en %¡ca la energía cinética es “la energía del movimiento". Para la trasla¬ 
ción de un cuerpo, se determina a partir de {mu 2 donde m es la masa del cuerpo, m = Vffg, 



v 



J'iguni 14-24 
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Los dómenlos de este parachoques deben 
estar diseñadas para resistir una carga de 
impacto predeterminada, de modo que 
pueda detener el movimiento de un vagón 
de ferrocarril. 


En la figura 14-25 se muestran algunos ejemplos de cuándo puede apli¬ 
carse esta teoría. Aquí, un bloque de peso conocido se deja caer sobre un 
poste y una viga, haciendo que éstos se deformen una cantidad máxima 
Affife- La energía del bloque al caer se transforma momentáneamente en 
energía de deformación axial en el poste y energía de deformación flexio- 
nante en la viga.* Con el fin de determinar la deformación A^ puede 
emplearse el mismo planteamiento que para el sistema de un bloque y un 
resorte, consistente en escribir la ecuación de conservación de la energía 
para el bloque y el poste o el bloque y la viga, y luego despejar A^. Sin 
embargo, también es posible resolver estos problemas de manera más di¬ 
recta al modelar el poste y la viga mediante un resorte equivalente. Por 
ejemplo, si una fuerza P desplaza la parte superior del poste A = PLfAE, 
entonces un resorte con una rigidez k =AE/L se desplazaría la misma can¬ 
tidad mediante P, es decir, A = P/k. De forma semejante, con base en el 
apéndice C, una fuerza P aplicada sobre el oentro de una viga simplemente 
apoyada desplaza el centro A = PIJ/48EI, y por lo tanto un resorte equi¬ 
valente tendría una rigidez de k = 4 &EI/L\ Sin embargo, no es necesario 
aplicar la ecuación 14-28 o 14-30 para encontrar en realidad la rigidez del 
resorte equivalente. Todo lo que se necesita para determinar el desplaza¬ 
miento dinámico, A^, es calcular el desplazamiento estático , A M , debido 
al peso P est = W del bloque que descansa sobre el elemento. 

Una vez determinado A ^ , la fuerza dinámica máxima puede calcularse 
a partir de P^ = kA^. Si se considera que .P^ es una carga estática equi¬ 
valente, entonces el esfuerzo máximo en el elemento puede determinarse 
usando la estática y la teoría de la mecánica de materiales. Recuerde que 
este esfuerzo actúa sólo por un instante. En realidad, las ondas vibratorias 
pasan a través del material y, por ejemplo, el esfuerzo en el poste o la viga 
no se mantiene constante. 

La relación de la carga estática equivalente P miK sobre la carga estática 
P^ = IV se denomiRdí factor de impacto , n. Como = /c A^ , y P^ = kA &l , 

entonces a partir de la ecuación 14-28, este factor puede expresarse como 



(14-32) 


Este factor representa el aumento de una carga aplicada estáticamente 
de modo que pueda tratarse en forma dinámica. Si se emplea la ecuación 
14-32, n puede calcularse para cualquier elemento que tenga una relación 
lineal entre la carga y la deflexión. Sin embargo, para un sistema compli¬ 
cado de elementos conectados entre sí, los factores de impacto se deter¬ 
minarán a partir de la experiencia y de pruebas experimentales. Una vez 
determinada n, el esfuerzo dinámico y la deflexión en el punto de impacto 
pueden encontrarse con facilidad a partir del esfuerzo estático <r et y de 
la deflexión estática A ei[ causados por la carga W, es decir, cr^ = y 

*No se toma en cuerna la energfa de deformación debida a la fuerza cortante por las 
razones explicadas en el ejemplo 14.4. 
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Puntos Importantes 


• El impacto se produce cuando se desarrolla una gran fuerza entre 
dos objetos que chocan entre sí durante un periodo corto. 

• Los efectos del i mpacto puede n analizara al suponer que el cuer¬ 
po en movimiento es rígido, que el material del cuerpo inmóvil es 
elástico lineal, que no se pierde energía durante la colisión, que 
los cuerpos permanecen en contacto durante el choque, y que es 
posible pasar por alto la inercia del cuerpo elástico. 

• La carga dinámica sobTe un cuerpo puede determinarse al multi¬ 
plicar la carga estática por un factor de impacto. 


EJEMPLO 14.8 


El tubo de aluminio mostrado en la figura 14-26 se utiliza para soportar 
una carga de 150 kip. Determine el desplazamiento máximo en la parte 
superior del tubo si la carga (a) se aplica gradualmente y (b) se aplica 
súbitamente al soltar la parte superior del tubo cuando h = 0. Conside¬ 
re = 10(10 3 ) ksi y suponga que el aluminio se comporta de manera 
elástica. 


SOLUCIÓN 


Inciso (a). Cuando la carga se aplica gradualmente, el trabajo reali¬ 
zado por el peso se transform a en energía de deformación elástica en el 
tubo. Al aplicar la conservación de la energía, se tiene 



U t 

W 2 L 
2 AE 


WL _ 150 kip(12 pulg) 

AE ir[{3 pulg) 1 - (2.5 pulg) 2 ]!0(10 3 ) kip/pulg 2 


= 0.02083 pulg = 0.0208 pulg Resp. 


Inciso (b). Aquí puede aplicarse la ecuación 14-28, con h = 0. En¬ 
tonces, 



= 2A est = 2((102083 pulg) 


= 0.0417 pulg 


Resp. 


Por lo tanto, el desplazamiento del peso cuando se aplica en forma diná¬ 
mica es el doble del desplazamiento cuando la carga se aplica estática¬ 
mente. En otras palabras, el factor de impacto es n = 2, ecuación 14-32. 



i'igimi 14-26 
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EJEMPLO 14.9 




H lA = 2pxilg 




1 NT?* 

1--Bpies— 

i 

H--8 pies-1 


ía) 


Mmi* | [ 


L 

1 2 

0») 

Figura 14-27 


'P, 


La viga de acero A-36 mostrada en la figura 14-27a tiene una sección 
W10 X 39. Determine el esfuerzo flexionante máximo y la deflexión 
máxima en la viga si el peso W = 1.50 kip se deja caer desde una altura 
h = 2 pulg sobre la viga. £ e$[ = 29(10 3 ) ksi. 

SOLUCIÓN I 

Se aplicará la ecuación 14-28. Sin embargo, primero debe calcularse 
A m . A partir de la tabla del apéndice C y de los datos del apéndice B 
para las propiedades de una viga W1Q X 39, se tiene 
WL? (1.50 kip){16 pies) 3 {12 pulg/pie) 3 


A est “ 


L má* 


48 £/ 48[29(10 3 ) ksi](209 pulg 4 ) 


= 0.03649 pulg 


= A, 


esl 


1 + 




= 0.03649 pulg 


1 + 


ílifll 


V 1 + 2 (óSTg)]- a4Mpu,g Resp 

Por lo tanto, la carga estática equivalente que ocasiona este despla¬ 
zamiento es 

4g£/ 48{29{10 3 ) ksi){209 pulg 4 ) 

**^r*-- ' (16 pies) 3 (!2 p^p K 7 (a42 ° 

El momento interno causado por esta carga es máximo en el centro 
de la viga, de modo que mediante el método de las secciones, figura 
14-276, = P m( ft L¡4, Al aplicar la fórmula de la flexión para deter¬ 

minare) esfuerzo flexionante, se tiene 

HmíiC _ £má*£c _ 12£ A m j x C 

O-mfa - j “ 4/ Ll 

12[29{10*) kip/pulg 2 ] (0.420 pulg){9.92 pulg/2) 


{16 pies) 2 {12 pulg/pie) 2 


= 19.7 ksi Resp. 


SOLUCIÓN II 


También es posible obtener primero la deflexión dinámica o máxima 
con base en los principios básicos. El trabajo externo del peso 
IV al caer es U r = W(h + A^). Como la viga se desvía A^ y = 
48£/A m4j[ /L 3 , entonces 

U. = V t 

'48£/A miI > 


W(h + A„ to ) 


1 / 48£/A mí A 

"n ^ ) 


A máx 


{1.50 kip) {2 pulg 


4 A mílx) j 


48[29(10 3 ) kip/pulg 2 ]209 pulg' 
(16 pies) 3 (12 pulg/pie) 3 


] 


A 2 




20.55A 2 íx - 1.50A m<¡1 - 3.00 = 0 
Al resolver y elegir la raíz positiva se obtiene 

A míx = 0- 42 0 Pdg 


Resp. 
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EJEMPLO 14.10 


Un vagón de ferrocarril que se supone rígido y que tiene una masa 
de 80 Mg avanza a una velocidad dev=0.2 m/s cuando golpea unposte de 
acero de 200 mm por 200 mm en A, figura 14-28a. Si el poste se encuen¬ 
tra ñjo al suelo en C, determine el desplazamiento horizontal máximo 
de su parte superior B debido al impacto. Considere = 200 GPa. 

SOLUCIÓN 

Aquí la energía cinética del vagón de ferrocarril se transforma en la 
energía de deformación flexionante interna sólo para la región AC del 
poste. (La región BA no está sometida a una carga interna.) Si se su¬ 
pone que el punto A se desplaza entonces la fuerza que 

ocasiona este desplazamiento puede determinarse a partir de la tabla 
del apéndice C. Se tiene 


Pm&x ~ 


3EI(& A ) m fa 


( 1 ) 


-AC 


v t = Ufi 


1 1 

jmv 1 = -P m U A A)mta 


1 i _ 13 EI tx ^ , _ ¡mv 2 L 3 AC 

2 m ^ " "V 3EI 


Al sustituir los datos numéricos se obtiene 
1 80 (10 3 ) kg(0.2 m/$) 2 (1.5 m) 3 


(AjiJmd], 




= 0.01162 m — 11.62 mm 


31200(10^) N/m 2 j[¿(0.2 m) 4 ] 

Por lo tanto, con base en la ecuación 1, la fuerza P ^ es 

3(200 (10 9 ) N/m 2 ][¿(0.2 m) 4 ](0.OllÓ2 m) 


P — 

r m&x 


(1.5 m)- 


= 275.4 kN 


En relación con la figura 14-28&, el segmento AB del poste se man¬ 
tiene recto. Para determinar el desplazamiento máximo en B, primero 
debe determinarse la pendiente en A . Si se usa la fórmula apropiada de 
la tabla del apéndice C para determinar $ A , se tiene 


04 = 


275.4(10?) N (1.5 m) 2 


= 0.01162 rad 


2EI 2(200(10^) N/m 2 ][¿(0.2 m) 4 ] 

Así* el desplazamiento máximo enSes 
{As) mí3 , = (A^) más + &aLab 

= 11.62 mm + {0.01162 rad) 1{10 3 ) mm = 23.2 mm Resp. 


v = 0,2m/s 



Í^fl)í¥líl 



(b) 

Fíguni 14*28 
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PROBLEMAS 


14-42. Una barra tiene 4 m de largo y un diámetro de 30 
itm, Si debe usarse para absorber la energía en tensión de 
una carga de impacto, determine la cantidad total de energía 
elástica que puede absorber si (a) está fabricada de acero 
con E^ = 200 GPa, <r Y = 800 MPa, y (b) está fabricada de 
una aleación de aluminio para la cual E a = 70 GPa, <r r = 
405 MPa. 

14-43. Determine el diámetro de una barra de latón rojo 
C83400 que tiene 8 pies de largo, si debe usarse para ab¬ 
sorber 800 pie - Ib de la energía en tensión de una carga de 
impacto. No se produce cedencia. 

*14-44. Un cable de acero con un diámetro de 0.4 pulg está 
enrollado en un tambor y se usa para bajar un ascensor que 
tiene un peso de 800 Ib. El ascensor está 150 pies debajo del 
tambor y desciende a velocidad constante de 2 pies/s cuando 
el tambor se detiene repentinamente. Determine el esfuerzo 
máximo desarrollado en el cable cuando esto ocurre. = 
29(l(P)ksi,ír y =50ksi. 


•14-45. La barra compuesta de aluminio consiste en dos 
segmentos con diámetros de 5 y 10 mm. Determine el es¬ 
fuerzo axial máximo desarrollado en la barra si el collar de 
5 kg se deja caer desde una altura de h = 100 mm. = 70 
GPa, <r Y =410 MPa. 


5 mm -— 

200 

mm 

& 

0 mm 

10 mm — 

¡ 

30 

k 


Pmb, 14-45 



14-46. La barra compuesta de aluminio consiste en dos 
segmentos con diámetros de 5 y 10 mm. Determine la 
altura máxima h desde la que debe dejarse caer el co¬ 
llar de 5 kg modo que produzca en la barra un esfuerzo 
axial máximo de <r^ =300MPa, E^ =70GPa, <r v =410 
MPa. 


LSO pies 


5 mm—- 


200 mm 



Pmh* 14-44 


l*rob. 14-46 
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14-47. El bloque de 5 kg se mueve con una velocidad v = 
4 m/s justo antes de golpear el cilindro escalonado de alu¬ 
minio 6Q61-T6. Determine el esfuerzo máximo normal desa¬ 
rrollado en el cilindro. 

*14-44. Determine la velocidad máxima u del bloque de 
5kg que nocausarácedenciaenelcilindroescalonadode alu¬ 
minio 6061-T6, después de ser golpeado por el bloque. 



Pr«t», 14-47/44 


♦14*49. La viga de acero >15 se usa para dete ner el vagón de 
ferrocarril en movimiento, el cual tiene una masa de 10 Mg 
y se desliza hacia la viga con v =0.5 m/s Determine el es¬ 
fuerzo máximo desarrollado en la viga si el vagón la golpea 
en su centro. La viga está simplemente apoyada y en los pun¬ 
tos A y B sólo se producen fuerzas horizontales. Suponga 
que el vagón y el bastidor de apoyo para la viga permane¬ 
cen rígidos. También calcule la deflexión máxima de la viga. 
E„ =200GPa, <r Y =250 MPa. 


14-51. El ensamble de barras de aluminio se compone de 
dos segmentos que tienen diámetros de 40 y 20 mm. Deter¬ 
mine la altura máxima A a la que puede dejarse caer el collar 
de 60 kg, de modo que no cause la cedencia de la barra. Con¬ 
sidere E a =70 GPa, tr K ■ 410 MPa. 



*14-52, El peso de 50 Ib cae a 3 pies/s en el instante en 
que se encuentra a 2 pies por encima del ensamble formado 
por el resorte y el poste. Determine el esfuerzo máximo en 
el poste si el resorte tiene una rigidez de k = 200 kip/pulg. 
El poste tiene un diámetro de 3 pulg y un módulo de elastici¬ 
dad £ =6itQ(10 1 ) ksi. Suponga que el material no cederá. 



B 

Prob. 14-49 


3 pies/sj | j 


2 pies 


14-50. El ensamble de barras de aluminio se compone de 
dos segmentos que tienen diámetros de 40 y 20 mm. Deter¬ 
mine el esfuerzo máximo axial desarrollado en la barra si el 
collar de 10 kg se deja caer desde una altura de h = 150mm. 
Considere =70 GPa, tr r =410 MPa. 



Prok 14*52 
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•14-53. E] bloque de 50 kg se deja caer desde h = 600 mm 
sobre el tubo de bronce C86100. Determine la mínima longi¬ 
tud L que puede tener el tubo sin que se presente cedencia. 

14-54. El bloque de 50 kg se deja caer desde h = 600 mm 
sobre el tubo de bronce C86100. Si L =900 mm, determine el 
esfuerzo normal máximo desarrollado en el tubo. 





+14-56. El costal de cemento tiene un peso de 90 Ib. Si se 
deja caer desde el reposo a una altura de h=4 pies sobre el 
centro de La viga W10 X39 de acero estructural A-36, deter¬ 
mine el esfuerzo ftexionante máximo desarrollado en la viga 
debido al impacto. Además, ¿cuál es el factor de impacto? 

•14-57. El costal de cemento tie ne un peso de 90 Ib. Deter¬ 
mine la altura máxima h a La que puede dejarse caer desde 
el reposo, sobre el centro de La viga W10 X 39 de acero es¬ 
tructural A-36, de modo que el esfuerzo flexionante máximo 
debido al impacto no sea superior a 30 ksi. 



i*rohs. 14-56/57 


Pmltti, 14-53/54 


14-55. EL cincel de acero, que tiene un diámetro de 0.5 pulg 
y una longitud de 10 pulg, es golpeado por un martillo que 
pesa 3 Lb y que en el instante del impacto se mueve a 12 
pies/s. Determine el esfuerzo máximo de compresión en el 
cincel, si se supone que el 80 por ciento de la energía de im¬ 
pacto afecta al cincel, =29(10 J ) ksi, <r Y =100 ksi. 


14-58. El remolcador tiene un peso de 120 000 lb y se des¬ 
plaza a 2 pies/s cuando golpea al poste amortiguador AB de 
12 pulg de diámetro que se usa para proteger el pilar de un 
embarcadero. Si el poste está hecho de abeto blanco tratado 
y se supone que está fijo en el lecho del río, determine la 
distancia horizontal máxima que se moverá la parte superior 
del poste debido al impacto. Suponga que el remolcador es 
rígido y no tome en cuenta el efecto del agua. 



Pttibw 14-55 
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14-59. La viga 1 de ala ancha tiene una longitud de 2L, un 
peralte 2c y una El constante. Determine la altura máxima A 
desde la cual puede dejarse caer un peso W sobre su extremo 
sin exceder un esfuerzo elástico máximo en la viga. 


14-63. El davadista pesa 150 Ib y, mientras se mantiene 
rígido, golpea el extremo de un trampolín de madera. De¬ 
termine la altura máxima A a la que puede saltar sobre el 
trampolín de modo que el esfuerzo flexionante máximo en 
la madera no supere los 6 ksi. La plancha tiene un espesor de 
L5 pulg y una anchura de 1.5 pies. = 1.8(10*) ksi. 



*14-60. El bloque C de 50 kg se deja caer desde A =1.5 m 
sobre la viga simplemente apoyada. Si la viga tiene una sec¬ 
ción I de ala ancha W250 X 45 de acero A-36, determine el 
esfuerzo flexionante máximo desarrollado en la viga. 

*14-61. Determine la altura máxima h desde la que puede 
dejarse caer el bloque C de 50 kg sin causar cedenda en la 
viga con sección I de ala ancha W310 x 39 de acero A-36, 
cuando el bloque golpea a la viga. 


Pr»h«, 14-62/63 


*14-64. El peso de 175 Ib se deja caer desde una altura de 
4pies desde la parte superior de la viga de acero A-36, De¬ 
termine la deflexión máxima y el esfuerzo máximo en la viga 
si los resortes de apoyo en A y B tienen cada uno una rigidez 
de k =500 Ib/pulg, La viga tiene 3 pulg de grosor y 4 pulg de 
anchura. 



•14-65. El peso de 175 Ib se deja caer desde una altura de 
4 pies desde la parte superior de la viga de acero A-36. De¬ 
termine el factor de carga n si los resortes de apoyo enA y B 
tienen cada uno una rigidez de k =3QQlb/pulg, La viga tiene 
3 pulg de grosor y 4 pulg de anchura. 



4 pies 



¿i pies 


8 pies 



ni3pu!g 

M 

4 pulg 


14-62. El davadista pesa 150 Ib y, mientras se mantiene rí- Prtáw, 14-64/65 

gido, golpea el extremo de un trampolín de madera (A = 0) 
con una velocidad hacia abajo de 4 pies/s. Determine el es¬ 
fuerzo flexionante máximo desarrollado en el trampolín. La 
plancha tiene un espesor de 1.5 pulg y un ancho de 1.5 pies. 

Ey, = l-SflO 3 ) ksi, (t y =8 ksi. 
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14-66. El bloque C con masa de 50 kg se deja caer desde 
una altura h =0.9 m sobre un resorte que tiene rigidez, k = 
150 kN/my que está montado en el extremo fide la viga en 
voladizo de aluminio6061-16. Determine el esfuerzo Rexio- 
nante máximo desarrollado en la viga. 


14-67. Determine la máxima altura h desde la que puede 
dejarse caer el bloque C de 200 kg sin causar la cedencia 
de la viga en voladizo de aluminio 6061-T6. El resorte 
montado en el extremo B de la viga tiene una rigidez de 
* = 150kN/m. 

C 


m 



3 tu 


Sección a-a 


Prota. 14-66/67 

*14-6®. La barra AB de aluminio 2014-T6 puede deslizarse 
libremente a lo largo de las guías montadas sobre la barrera 
<fe seguridad rígida. Si el vagón con masa de 10 Mg viaja a 
una velocidad de v = 1.5 m/s, determine el esfuerzo flexio- 
nante máximo desarrollado en la barra. Los resortes en Ay 
B tienen una rigidez de k =15 MN/m. 

•14-69. La barra AB de aluminio 2014-T6 puede deslizarse 
libremente a lo largo de las guías montadas sobre la barrera 
de seguridad rígida. Determine la velocidad máxima u que 
puede tener el vagón de 10 Mg sin causar la cedencia de la 
barra cuando ésta es golpeada por el vagón. Los resortes en 
Ay £ tienen una rigidez de A=15 MN/m. 


300 itiir 



Sección a-a 


14-70. La viga simplemente apoyada W10 X15 de ace¬ 
ro estructural A-36, se encuentra en el plano horizontal 
y actúa como un amortiguador para el bloque de 500 Ib 
que se desplaza hacia ella a 5 pies/s. Determine la de¬ 
flexión máxima de la viga y el esfuerzo máximo en la 
viga durante el impacto. El resorte tiene una rigidez de 
k = 1000 Ib/pulg, 


hn 


v = 5 pie/k 

1 1 BMW 

k 




12 pies 


12 pies 


Proh. 14-70 


14-71, La defensa del automóvil está fabricada de tere- 
ftalato de policarbonato-polibutiletto. Si£=2,0 GPa, de¬ 
termine la deflexión máxima y el esfuerzo máximo en la 
defensa si ésta golpea el poste rígido cuando el automóvil 
se desplaza a u =0,75 m/s. El vehículo tiene una masa de 
1.80 Mg y puede considerarse que la defensa está simple¬ 
mente apoyada mediante dos soportes de resorte unidos 
a la estructura rígida del auto. Para la defensa conside¬ 
re J = 3Ü0(1(P) mm 4 , c = 75 mm s cry=30 MPa y k = 1.5 
MN/m. 



Froto. 14-68/69 


Prob. 14-71 
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*14.5 Principio del trabajo virtual 


El principio del trabajo virtual fue desarrollado por John Bernouíli en 
1717, y al igual que otros métodos de análisis se basa en la conservación de 
la energía. Si bien el principio del trabajo virtual tiene muchas aplicaciones 
en la mecánica, en este libro se usará para obtener el desplazamiento y la 
pendiente en un punto de un cuerpo deformable. 

Para lograr esto, se considerará que el cuerpo tiene una forma arbitraria 
como la mostrada en la figura 14-29 b, y que está sometido a las “cargas 
reales” P t , P 2 y P 3 . Se supone que estas cargas no causan movimiento en 
los soportes; sin embargo, en general pueden deformar el material más 
dlá del límite elástico. Se asume que es necesario determinar el despla¬ 
zamiento A de un punto A en el cuerpo. Como no hay fuerza que actúe 
en A, entonces Anose incluirá como un “término del trabajo” externo en 
la ecuación al aplicar el principio de la conservación de la energía en el 
cuerpo. Con el fin de evitar esta limitación, se colocará una fuerza “vir¬ 
tual” imaginaria P' sobre el cuerpo en el punto A, de modo que P' actúe 
en la misma dirección que A. Además, esta carga se aplicará al cuerpo 
antes de aplicar las cargas reales, figura 14-29a. Por conveniencia, que se 
aclarará más adelante, se elegirá P' con una magnitud “unitaria”, es decir, 
F = 1. Debe enfatizarse que el término “virtual" se utiliza para describir 
esta carga porque es imaginaria y en realidad no existe como parte de las 
cargas reales. 

No obstante, esta carga virtual externa crea una carga virtual interna u 
en un elemento representativo o fibra del cuerpo, como se muestra en la 
figura 14-29o. Como era de esperarse, P' y u pueden relacionarse median¬ 
te las ecuaciones de equilibrio. Además, a causa de P' y u, el cuerpo y el 
elemento experimentarán un desplazamiento virtual (imaginario), aunque 
sus magnitudes no importan. Una vez que se aplica la carga virtual y que 



Figimi 14-29 
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el cuerpo se somete a las cargas reales P,, P 3 y P 3 , el punto A se despla¬ 
zará una cantidad real A, que hace que el elemento se desplace dL, figura 
14-2 9b. Como resultado, la fuerza virtual externa P r y la carga interna vir¬ 
tual u “se mueven” o desplazan A y dL, respectivamente. En consecuencia, 
estas cargas realizan el trabajo virtual externo 1 ■ A en el cuerpo y el trabajo 
virtual interno u-dLen el elemento. Considerando sólo la conservación de 
la energía virtual, el trabajo virtual externo es igual al trabajo virtual in¬ 
terno realizado en todos los elementos del cuerpo. Por lo tanto, es posible 
escribir la ecuación del trabajo virtual como 



cargas virtuales 


l'A = Zu-dL 


(14-34) 


desplazamientos reales 


Aquí 


P' = 1 = carga unitaria virtual extema que actúa en la dirección de A 

u = carga virtual interna que actúa sobre el elemento 

A = desplazamiento externo causado por las cargas reales 

dL = desplazamiento interno del elemento en la dirección de u, 
causado por las cargas reales 

Al elegir P' = 1, puede verse que la solución para A se obtiene directamen¬ 
te, ya que A = dL. 



Aplicación del momento 
de par unitario virtual 

(a) 



Aplicación de las cargas reales 
(b) 


I'lgiiru 14-30 
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De manera similar, si debe determinarse el desplazamiento angular o 
la pendiente de la tangente a un punto del cuerpo en A, figura 14-3Q&, en¬ 
tonces se aplica en el punto un momento de par virtual M', que tiene una 
magnitud “unitaria”, figura 14-30a. Como resultado, este momento de par 
causa una carga virtual u e en uno de los elementos del cuerpo. Si se supone 
que las cargas Teales P,, P 2 y P 3 deforman el elemento una cantidad dL , 
d desplazamiento angular 0 puede encontrarse a partir de la ecuación del 
trabajo virtual 

cargas virtuales 
I- 1 —I 

1 ■0=-Zu a dL (14-35) 

1 - 1 —— 1 

desplazamientos reales 

Aquí 

AT = 1 = momento de par unitario virtual externo que actúa en la 
dirección de 6 

u 6 = carga virtual interna que actúa sobre un elemento 

0 = desplazamiento angular externo en radianes causado portas 
cargas reales 

dL = desplazamiento interno del elemento en la dirección de u $ , 
causado por las cargas reales 

Este método para aplicar el principio del trabajo virtual se conoce a 
menudo como el método de las fuerzas virtuales, ya que se aplica wajuer- 
za virtual, lo que resulta en la determinación de un desplazamiento real 
externo. En este caso, la ecuación del trabajo virtual representa una de¬ 
claración de los requisitos de compatibilidad para el cuerpo. Aunque no 
es importante aquí, observe que también puede aplicarse el principio del 
trabajo virtual como un método de desplazamientos virtuales. En este caso, 
los desplazamientos virtuales se imponen en el cuerpo cuando éste se so¬ 
mete a cargas reales. Este método puede usarse para determinar la fuerza 
reactiva externa sobre el cuerpo O una carga interna desconocida. Cuando 
Se utiliza de esta manera, la ecuación del trabajo virtual es una declaración 
de los requisitos de equilibrio para el cuerpo.* 

Trabajo virtual interno. Los términos del lado derecho de las ecua¬ 
ciones 14-34 y 14-35 representan el trabajo virtual interno desarrollado 
en el cuerpo. Los desplazamientos internos reales dL en estos términos 
pueden producirse de varias maneras diferentes. Por ejemplo, pueden de¬ 
berse a errores geométricos de fabricación, cambios de temperatura, O más 
comúnmente al esfuerzo. En particular, no se ha impuesto ninguna restric¬ 
ción en la magnitud de la carga externa, por lo que el esfuerzo puede ser 
lo suficientemente grande como para causar cedenda o incluso endureci¬ 
miento por deformadón del material. 


♦Vea Ingeniería mecánica: estática. 12a edición, RC Hibbeler, Prentk* Hall, Inc,,200í> > 
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1 TABU 14-1 

Deformación 
causada por 

Energía de 
deformación 

fobajo 
virtual interno 

Carga axial N 

fjf-dx 

Í2EA 


Cortante V 

/v* 

l 1GA 


Momento flexionante M 

l 2EI 


Momento de torsión T 

lwi dX 

t~Sr dx 


Si se supone que el comportamiento del material es elástico lineal y 
que el esfuerzo no excede el límite proporcional, es posible formular las 
expresiones para el trabajo virtual interno causado por el esfuerzo em¬ 
pleando las ecuaciones de la energía de deformación elástica desarrolladas 
en la sección 14.2. Éstas se enlistan en la columna central de la tabla 14-1. 
Recuerde que cada una de estas expresiones supone que la carga interna 
N, V, M o T se aplica gradualmente desde cero hasta su valor total. En 
consecuencia, el trabajo realizado por estas resultantes se muestra en las 
expresiones como la mitad del producto de la carga interna y su desplaza¬ 
miento. Por otra parte, en el caso del método de la fuerza virtual, la carga 
interna virtual “total” se aplica antes de que las cargas reales causen des¬ 
plazamiento y, por lo tanto, el trabajo de la carga virtual es simplemente 
el producto de la carga virtual y su desplazamiento real. Si se representan 
estas cargas internas virtuales («) mediante los correspondientes caracte¬ 
res en minúscula n,v,m y t, el trabajo virtual debido a la carga axial, a la 
fuerza cortante, al momento flexionante y al momento de torsión se mues¬ 
tra en la columna derecha de la tabla 14-1. Por lo tanto, con base en estos 
resultados, la ecuación del trabajo virtual para un cuerpo sometido a una 
carga general puede escribirse como 

1 ' A ’ I^ dx+ I^ dx + J f Í¡7 dx+ I§,l dx t 14 - 36 » 

En las siguientes secciones se aplicará la ecuación anterior a problemas 
que implican el desplazamiento de juntas en armaduras y puntos en vigas 
y elementos mecánicos. También se incluirá un análisis de cómo manejar 
los efectos de errores de fabricación y de temperaturas diferenciales. Para 
Su aplicación es importante usar un conjunto consistente de unidades pa¬ 
ra todos los términos. Por ejemplo, si las cargas reales se expresan en kilo- 
newtonsy las dimensiones del cuerpoestánenmetros,debe aplicarse al cuer¬ 
po una fuerza virtual de 1 kN o un par virtual de 1 kN- m. De esta manera 
se calculará el desplazamiento A en metros y la pendiente en radianes. 
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*14.6 Método de las fuerzas virtuales 
aplicado a armaduras 


En esta sección se aplicará el método de las fuerzas virtuales para deter¬ 
minar el desplazamiento de un nodo en una armadura. Para ilustrar los 
principios, se determinará el desplazamiento vertical del nodo A en la ar¬ 
madura mostrada en la figura 14-31 Para ello, debe colocarse una fuerza 
virtual unitaria en este nodo, figura 14-31o, de modo que cuando se apli¬ 
quen las cargas reales P, y P 2 sobre la armadura, causen el trabajo virtual 
externo 1 ■ A. El trabajo virtual interno en cada elemento es nAL. Como 
cada elemento tiene un área constante A en su sección transversal y n y 
N son constantes en toda la longitud del elemento, entonces a partir de la 
tabla 14-1, el trabajo virtual interno en cada elemento es 

[ L nN_ _ nNL 

L AE dX AE 


Por to tanto, la ecuación del trabajo virtual para toda la armadura es 


1 ■ A 


nNL 
1 AE 


(14-37) 


Aquí 

1 = carga unitaria virtual externa que actúa sobre el nodo de la 
armadura en la dirección de A 


A = desplazamiento del nodo causado por las caigas reales sobre la 
armadura 

n = fuerza virtual interna en un elemento de armadura causada por la 
carga unitaria virtual externa 

N = fuerza interna en un elemento de armadur a causada por las cargas 
reales 


L = longitud de un elemento 
A = área de la sección transversal de un elemento 



Aplicación de la carga unitaria virtual 

<a) 


ilgura 44-31 


Aplicación de las cargas reales 
(b> 
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Cambio de temperatura- La longitud de los elementos de una ar¬ 
madura puede modificarse debido a un cambio en la temperatura. Si a es, 
el coeficiente de expansión térmica para un elemento y A T es el cambio en 
su temperatura, d cambio en la longitud de un elemento es AL = a A TL 
(ecuación 4-4). Por consiguiente, es posible determinar el desplazamiento 
de un nodo seleccionado en una armadura debido a este cambio de tem¬ 
peratura a partir de la ecuación 14-34, escrita como 


1 ■ A = Yna A TL 


(14-38) 


Aquí 

1 = carga unitaria virtual externa que actúa sobre el nodo de una 
armadura en la dirección de A 

A = desplazamiento del nodo causado por el cambio de temperatura 

n = fuerza virtual interna en el elemento de una armadura causada por 
la carga unitaria virtual externa 

a = coeficiente de expansión térmica del material 

A T = cambio en la temperatura del elemento 

L = longitud del elemento 

Errores de fabricación. En ocasiones, pueden ocurrir errores en 
la fabricación de las longitudes de los elementos de una armadura. Si esto 
sucede, el desplazamiento A en una dirección particular de un nodo de 
la armadura desde su posición esperada puede determinarse mediante la 
aplicación directa de la ecuación 14-34 escrita como 
Aquí 


1 ■A = SnAL 


(14-39) 


1 = carga unitaria virtual externa que actúa sobre el nodo de una 
armadura en la dirección de A 

A = desplazamiento de la junta causado por errores de fabricación 

n = fuerza virtual interna en el elemento de una armadura causada por 
la carga unitaria virtual externa 

AL = diferencia de la longitud del elemento en relación con su longitud 
esperada debida a un error de fabricación 


Si sobre la armadura actúan cargas externas y algunos de los elementos 
experimentan un cambio de temperatura, o han sido fabricados con di¬ 
mensiones incorrectas, será necesario hacer una combinación de los lados 
derechos de las ecuaciones 14-37 a 14-39. 
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Procedimiento de análisis 


EJ siguiente procedimiento proporciona Un método que puede Usar¬ 
se para determinar el desplazamiento de cualquier nodo en una ar¬ 
madura mediante el método de las fuerzas virtuales. 

Fuerzas virtuales n. 

• Coloque la carga unitaria virtual sobre la armadura en el nodo 
donde debe determinarse el desplazamiento. La carga debe es¬ 
tar dirigida a lo largo de la línea de acción del desplazamiento. 

• Con la carga unitaria colocada de esta forma y todas las caicas 
reales retiradas de la armadura, calcule la fuerza interna n en 
cada elemento de la armadura. Suponga que las fuerzas de ten¬ 
sión son positivas y las de compresión son negativas. 

Fuerzas reales N. 

Determine las fuerzas N en cada elemento. Estas fuerzas son 
causadas sólo por las cargas reales que actúan sobre la arma¬ 
dura. Una vez más, se supone que las fuerzas de tensión son 
positivas y las de compresión son negativas. 

Ecuación del trabajo virtual. 

Aplique la ecuación del trabajo virtual para determinar el des¬ 
plazamiento deseado. Es importante retener el signo algebraico 
para cada una de las correspondientes fuerzas n y iVal sustituir 
estos términos en la ecuación. 

Si la suma resultante 'S.nNL/AEes positiva, el desplazamiento A 
tiene la misma dirección que la carga unitaria virtual. Si resulta 
un valor negativo, A es opuesto a la caiga unitaria virtual. 

Al aplicar 1-A = 'Ina. A7X, un aumento de temperatura, A T, 
será positivo-, mientras que una disminución de temperatura se¬ 
rá negativa. 

• Para 1 ■ A = SnAL, cuando un error de fabricación ocasiona un 
aumento en la longitud de un elemento, AL es positivo, mientras 
que una disminución de la longitud es negativa. 

Al aplicar este método, debe prestarse atención a las unidades 
de cada cantidad numérica. Sin embargo, observe que la carga 
unitaria virtual puede tener cualquier unidad arbitraria: libras, 
kips, newtons, etcétera, ya que las fuerzas n tendrán estas mis¬ 
mas unidades y, por consiguiente, las unidades para la carga uni¬ 
taria virtual y las fuerzas n se cancelarán a ambos lados de la 
ecuación. 


14 
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EJEMPLO 14.11 


Determine el desplazamiento vertical del nodo C en la armadura de 
acero mostrada en la figura 14.32o. El área de la sección transversal 
de cada elemento es ^4 = 400 mm 3 y — 200 GPa. 


o 

'W 




Á -W 

A 






m 1 


■ / 



/ 

2 m 





-2m 




D 2Ü0tN 



100 tN 


Fueras reales 
(0 

Figura 14-32 




• 2 m-1 R 

100 IcN 



SOLUCIÓN 


Fuerzas virtuales 
<b) 


Fuerzas virtuales n. Como debe determinarse el desplazamiento 
vertical en el nodo C, sólo se coloca una carga virtual vertical de 1 tN 
en el nodo C; y la fuerza en cada elemento se calcula empleando el mé¬ 
todo de nodos. Los resultados de este análisis se muestran en la figura 
14-326. Con base en la convención de signos establecida, los números 
positivos indican fuerzas de tensión y los negativos indican fuerzas de 
compresión. 

Fuerzas reales N. La carga aplicada de 100 kN ocasiona fuerzas en 
los elementos que también se calculan usando el método de nodos. Los 
resultados de este análisis se muestran en la figura 14-32c. 

Ecuación del trabajo virtual. Si se organizan ios datos en forma 
de tabla, se tiene 


Elemento 

ñ 

N 

i 

nNL 

AB 

0 

-100 

4 

0 

BC 

0 

141.4 

2.828 

0 

AC 

-1.414 

-141.4 

2.828 

565.7 

CD 

1 

200 

2 

400 





2 965.7 kN 2 -m 

Así, 

IkN -A C( = 

Y _ 

965.7 kN 2 - 

m 


AE 

AE 



Al sustituir los valores numéricos para A y £, se tiene 

965.7 kN 2 -m 


1 kN ■ A Cí = 


[400(10^) m 2 ] 200(10 6 ) kN/m 2 
A^ = 001207 m = 12.1 mm 


Resp. 
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EJEMPLO 14.12 


Determine el desplazamiento horizontal del rodillo en B de la armadu¬ 
ra mostrada en la figura 14-33o. Debido al calor radiante, el elemento 
AB se somete a un aumento de temperatura A7 = +6Q°C, y este de¬ 
mento se ha fabricado 3 mm más corto de lo necesario. Los elementos 
son de acero, para el cual = 12(1 Cr*)/ 0 C y = 200 GPa. La sección 
transversal de cada elemento es de 250 mm 2 . 



SOLUCIÓN 

Fuerzas virtuales n. Se aplica una carga virtual horizontal de 
1 kN a la armadura en el nodo B, y se calculan las fuerzas en cada ele¬ 
mento, figura 14-33&. 

Fuerzas reales N. Como las fuerzas n en los elementos AC y BC 
son iguales a cero, no hay necesidad de determinar las fuerzas N de es¬ 
tos elementos. ¿Por qué? No obstante, a fin de completar la solución al 
problema, en la figura 14-33c se muestra todo el análisis de las fuerzas 
“reales”. 

Ecuación del trabajo virtual. Las cargas, la temperatura y d 
error de fabricación influyen en el desplazamiento del punto B, por lo 
tanto deben combinarse las ecuaciones 14-37,14-38 y 14-39, de donde 
se obtiene 



Fuerzas virtuales 
tb> 


nNL 


1 kN ■ Afi, = 2-— + 2«aATL+ Z/jAL 


= 0 + 0 + 


(-1.155 kN){-12 kN)(4m) 


[250(10”*) m^pOOÍlO*) kN/nr] 

+ 0 + 0 + (-1.155 kN)[12(10 H *)/ D C](60°C)(4 m) 
+ (-1.155 kN)(-0.003 m) 



A fl( = 0.00125 m 
= 1.25 mm *• 


Resp. 


Fúerzas reales 

(c> 

figura 14-33 
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PROBLEMAS 


*14-72, Determine el desplazamiento horizontal del nodo 
B en el bastidor de dos elementos. Cada elemento de aoero 
A-36 tiene un área en su sección transversal de 2 pulg 2 . 


aooib 



•14-73. Determine el desplazamiento horizontal del punto 
B. Cada elemento de acero A-36 tiene un área en su sección 
transversal de 2 pulg 2 . 

14-74. Determine el desplazamiento vertical del punto B. 
Cada elemento de acero A-36 tiene un área en su sección 
transversal de 2 pulg 2 . 


B 200 ib 



14-75. Determine el desplazamiento vertical del nodo Cen 
la armadura. Cada elemento de acero A-36 tiene un área 
en su sección transversal de A =300 mm 2 . 

*14-76. Determine el desplazamiento vertical del nodo 
D en la armadura. Cada elemento de acero A-36 tiene un 
área en su sección transversal de A =300 mm 2 . 


20 kN 30kN 



•14-77. Determine el desplazamiento vertical del punto B. 
Cada elemento de acero A-36 tiene un área en su sección 
transversal de 4,5 pulg 2 . 

14-78. Determine el desplazamiento vertical del punto £. 
Oída elemento de acero A-36 tiene un área en su sección 
transversal de 4,5 pulg 5 . 



Prnhs, 14-7.V74 


Proba- 14-77/78 
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14-79. Determine el desplaz a miento horizontal del nodo 
B en la armadura. Cada elemento de acero A-36 tiene un 
área en su sección transversal de 400 mm 2 . 

*14-80. Determine el desplazamiento vertical del nodo 
C en la armadura. Cada elemento de acero A-36 tiene un 
área en su sección transversal de 400 mm 2 . 


14-83. Determine el desplazamiento vertical del nodo C. 
Cada elemento de acero A-36 tiene un área en su sección 
transversal de 4.5 pulg 2 . 

*14-84. Determine el desplazamiento vertical del nodo H. 
Cada elemento de acero A-36 tiene un área en su sección 
transversal de 4.5 pulg 2 . 



Pn itis. 14-79/80 


•14411. Determine el desplazamiento vertical del punto A. 
Cáda elemento de acero A-36 tiene un área en su sección 
transversal de 400 mm 2 , 

14-82. Determine el desplazamiento vertical del punto B, 
Chda elemento de acero A-36 tiene un área en su sección 
transversal de 400 mm 2 . 


•14-85. Determine el desplazamiento vertical del nodo C. 
La armadura está fabricada con barras de acero A-36 que 
tienen un átea transversal de 150 mm 2 . 

14-86. Determine el desplazamiento vertical del nodo G. 
La armadura está fabricada con barras de acero A-36 que 
tienen un átea transversal de 150 mm 2 . 




Vrutm. 14-81/82 


Prnhü. 1485/86 
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*14.7 Método de las fuerzas virtuales 
aplicado a vigas 


En esta sección se aplicará el método de las fuerzas virtuales para determi¬ 
nar el desplazamiento y la pendiente en un punto de una viga. Para ilustrar 
los principios, se determinará el desplazamiento vertical A del puntos de 
la viga mostrada en la figura 14-346. Para ello, es necesario colocar una 
carga unitaria vertical en este punto, figura 14-34a, de modo que cuando se 
aplique la carga distribuida “real” w ala viga, se produzca el trabajo virtual 
interno 1 ■ A. Como la carga provoca tanto una fuerza oortante V como un 
momento M dentTO de la viga, en realidad debe considerarse el trabajo 
virtual intemo debido a ambas cargas. Sin embargo, en el ejemplo 14.7 se 
demostró que las deflexiones de la viga debidas al cortante son insignifi¬ 
cantes en comparación con las causadas por la flexión, sobre todo si la viga 
es larga y delgada. Como en la práctica éste es el tipo de viga que se em¬ 
plea con mayor frecuencia, sólo se considerará la energía de deformación 
virtual debida a la flexión, tabla 14-1. Por consiguiente, la carga real hace 
que el elemento dx se deforme de modo que sus lados giran un ángulo 
d$=(M/EI)dx t lo que ocasiona el trabajo virtual interno m dd. Al aplicarla 
ecuación 14-34, la ecuación del trabajo virtual para toda la viga, se tiene 



(14-40) 


Aquí 

1 = carga unitaria virtual externa que actúa sobre la viga en 
la dirección de A 

A = desplazamiento causado por las cargas Teales que actúan sobre 
la viga 

m = momento virtual interno en la viga, expresado como una función 
de x y causado por la carga unitaria virtual externa 

M = momento intemo en la viga, expresado como una función de x 
y causado por las carg as reales 

E = módulo de elasticidad del material 

/ = momento de inercia de la sección transversal respecto al eje 
neutro 

De manera similar, si debe determinarse la pendiente $ de la tangente 
en un punto de la curva elástica de la viga, es necesario aplicar un mo¬ 
mento de par unitario virtual en el punto y determinar el correspondiente 
momento interno virtual m e . Si se aplica la ecuación 14-35 para este caso y 
no se toman en cuenta los efectos de las deformaciones cortantes, se tiene 



(14-41) 
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A 


11 - 11 



1 

i J 

l 


W 


—.Til 1. 


fr -- Ll r, 1 

- 

| - x- -- 






0 


m 


dx 


Cargas virtuales 

00 



figura 14*34 


Al aplicar estas ecuaciones, tenga en cuenta que las integrales del lado 
derecho representan la cantidad de energía de deformación flexionante 
virtual almacenada en la viga. Si las fuerzas concentradas o momentos de 
par actúan sobre la viga o la carga distribuida es discontinua, no se puede 
realizar una sola integración a través de toda la longitud de la viga. En su 
lugar, deben elegirse por separado coordenadas x dentro de las regiones 
que no tienen discontinuidad en la carga. Además, no es necesario que 
cada x tenga el mismo origen; sin embargo, las x seleccionadas para la 
determinación del momento real M en una región determinada deben ser 
iguales a la x seleccionada para determinar el momento virtual m o m t 
dentro de la misma región. Por ejemplo, considere la viga mostrada en 
la figura 14-35. Con el fin de determinar el desplazamiento en D, puede 
usarse x, para determinar la energía de deformación en la región AB , x 2 
para la región BC, x 3 para la región DE y x 4 para la región de DC. En 
cualquier caso, cada coordenada x se seleccionará de manera que tanto M 
como m (o m 0 ) puedan formularse con facilidad. 

A diferencia de las vigas, como se analizaron aquí, algunos elementos 
también pueden someterse a la energía de deformación virtual significa¬ 
tiva causada por la carga axial, la fuerza cortante y el momento de torsión. 
Cuando éste es el caso, es necesario incluir en las ecuaciones anteriores los 
términos de energía para estas cargas, tal como se formula en la ecuación 
14-36. 



—JTl—- 


X2 



Cargas virtuales 
<a> 



Cargas reales 
0>) 


i'fgimi 14-35 


14 
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Procedimiento de análisis 


El siguiente procedimiento proporciona un método que puede 
usarse para determinar el desplazamiento y la pendiente en un 
punto de la curva elástica de una viga mediante el método de las 
fuerzas virtuales. 

Momentos virtuales trt o m^. 

Coloque una carga unitaria virtual sobre la viga en el punto y diri¬ 
gida a lo largo de la línea de acción del desplazamiento deseado. 

Si debe determinarse la pendiente, coloque un momento de par 
unitario virtual en el punto. 

Establezca las coordenadas x adecuadas que sean válidas dentro 
de las regiones de la viga,donde no haya discontinuidad ni de las 
cargas reales ni de las virtuales. 

Con la carga virtual en su sitio y todas las cargas reales elimina¬ 
das de la viga, calcule el momento interno m o m 6 en función de 
cada coordenada x. 

Suponga que m o m fí actúa en la dirección positiva de acuerdo 
a la convención de signos establecida para el momento positivo 
en las vigas, figura 6-3. 

Momentos reales. 

Use las mismas coordenadas x que las establecidas para m o m 6 
y determine los momentos internos M causados por las cargas 
reales. 

Como se supuso que un m o m 6 positivo actúa en la “dirección 
positiva” convencional, es importante que un M positivo actúe 
en esta misma dirección. Lo anterior es necesario ya que el tra¬ 
bajo virtual interno positivo o negativo depende del sentido di- 
reccional tanto de la carga virtual, definido por ±m o ±m $ , como 
del desplazamiento causado por ±M. 

Ecuación del trabajo virtual. 

Aplique la ecuación del trabajo virtual para determinar el 
desplazamiento A o la pendiente $ deseados. Es impértante con¬ 
servar el signo algebraico de cada integral calculada dentro de 
su región específica. 

Si la suma algebraica de todas las integrales para toda la viga es 
positiva, A o $ tienen la misma dirección que la carga unitaria 
virtual o el momento de par unitario virtual. Si se produce un 
valor negativo, A o $ son opuestos a la carga unitaria virtual O al 
momento de par unitario virtual. 
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EJEMPLO 14.13 


Determine el desplazamiento del punto B en la viga mostrada en la 
figura 14-36fl. El es constante. 


w 


■ L - 

(a) 


w 


& 


- X 

WX\^Xi 


tal) 

i- * -1 V 


m = -tx 


i 


1 ) 


M=-wx{^ 


Cargas virtuales 

(b> 


Carga real 
ÍO 


lisura 14-3É 


SOLUCIÓN 


Momento virtual m. El desplazamiento vertical del punto B se 
obtiene al colocar una carga unitaria virtual en B, figura 14-366. Por 
inspección, no hay discontinuidades de carga en la viga, tanto para las 
cargas reales como para las virtuales. Por lo tanto, puede usaise una 
sola coordenada x para determinar la energía de deformación virtual. 
Esta coordenada se elegirá con origen en 5, por lo que no hay necesi¬ 
dad de determinar las reacciones en A a fin de encontrar los momentos 
internos myM. Usando el método de las secciones, el momento interno 
m se muestra en la figura 14-366. 

Momonto reaIJW. Empleando la misma coordenada x , el momentó 
interno M es como se muestra en la figura 14-3ÓC. 

Ecuación del trabajo virtual- Entonces, la pendiente en B es 


“•-/i?-/ 


L (-%x)(~wx > ‘/2) dx 


El 


A/t = 


w ’lS 
8 El 


Resp. 
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EJEMPLO 14.14 


* 


± 


Determine la pendiente en el punto B de la viga mostrada en Ea figura 
14-37a. El es constante. 

f 

- 




B 


L 

1 


B\ 


(a) 

% 


~Xl 




u-i 




h— Xi —I 


wim = 0 


Cí. 


Vi 


*i|-—*1—| 


Aíi= -Px t 


Ct, 


m w = * 


ct, 5 




-x 2 - 


L 

2 


Ml= -pfk+x# 


ct 


Cargas virtuales 

fl>) 



i L \ 

1 

• I 


Carga real 
{c} 


It^LLTil 14-37 
SOLUCIÓN 

Momentos virtuales m^. La pendiente en B se determina al co¬ 
locar un momento de par unitario virtual en B, figura 14-376. Deben 
seleccionarse dos coordenadas x a fin de determinar la energía de de¬ 
formación virtual total en la viga. La coordenada jc, tiene en cuenta la 
energía de deformación dentro del segmento AB y la coordenada x¡ tie¬ 
ne en cuéntala energía de deformación en el segmento BC. Empleando 
el método de las secciones, los momentos internos m 6 en cada uno de 
estos segmentos son como se muestran en la figura 14-376. 

Momentos reales JVL Usando las mismas coordenadas x A y x 7 (¿por 
qué?), los momentos internos M son los mostrados en Ea figura 14-37c. 

Ecuación del trabajo virtual. Entonces, la pendiente en B es 
' m e M 


1 'B b 


■r- 

=í 


El 


-dx 


Lfl 0{ -Px i) dx i f Lfl l{~P[{Lfl) + * 2 ]} dxi 


El 


l 


El 


6 ti = 


3 PL 1 


Resp. 


&EI 

El signo negativo i ndica que & B es opuesta a la dirección del momento de 
par virtual mostrado en la figura 14-376. 
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PROBLEMAS 


14*87* Determine el desplazamiento en el punto C. El es 
constante. 



*14*88* La viga está fabricada de pino sureño para el cual 
E = 13 GPa. Determine el desplazamiento en A t 


15 kN 


4tN/m 



ISO VAfíl 



H 


120 mm 


Proh. 14-8H 


*14-92, Determine el desplazamiento en el punto B del eje 
de acero A-36 con diámetro de 1.5 pulg. 

*14-93. Determine la pendiente del eje de acero A-36 con 
«fiámetro de 1.5 pulg, en el soporte de cojinete A. 



Fruta. 14-92/93 

14-94. La viga está fabricada de abeto Doug las. Determine 
la pendiente en C. 


8kN 



•14-89. Determine el desplazamiento en el punto C de la 
viga de acero A-36. i =70(1(/ 1 ) mm 4 . 

14-90. Determine la pendiente en el punto A de la viga de 
acero A-36 .1 =7G(1(P) mm 4 . 

14-9L Determine la pendiente en el punto B de la viga de 
acero A-36. / =70(10^) mm 4 . 


2kN/ m 



180 mm 

H 

120 mm 

Pr iúk 14-94 

14-95* La viga está fabricada de roble, para el cual E q = 
11 GPa. Determine la pendiente y el desplazamiento en A. 

200 mm 


H h 



Prohs. 14-S9WN91 


Proh 14*95 
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*14-96. Determine el desplazamiento en el punto C. El es 
constante. 

•14-97. Determine la perdiente en el punto C. Ele $ cons¬ 
tante. 

14-98. Determine la pendiente en el punto A. Ele s cons¬ 
tante. 



14-99. Determine la pendiente en el punto A de la viga 
simplemente apoyada fabricada de abeto Douglas. 

*14-100. Determine el desplazamiento en el punto C de la 
viga simplemente apoyada fabricada de abeto Douglas. 

O.ókN-m 

'M 


75 ira 

tnm 

Sección a-a 
Probs, 14-99/100 




14-103. Determine el desplazamiento del extremo C en el 
voladizo de la viga fabricada de abeto Douglas. 

*14-104. Determine la pendiente en el punto A de la viga 
con voladizo fabricada de abeto blanco. 




Secdón a-a 


Pcohs. 14-103-104 


•14-105. Determine el desplazamiento en el punto B. El 
momento de inercia de la porción central DG del eje es 21, 
mientras que los segmentos extremos AD y GC tienen un 
momento de inercia i. El módulo de elasticidad del material 
es E. 


H» 


A 





C 

1- a -- 

w 

:=^L 

> 

— a— 

B 

—1- i 

t 

« 

n, ■■ 

í .—i 


Proh. 14-105 


•14-101. Determine la pendie nte de I extre mo C en el vola¬ 
tizo de la viga. El es constante. 

14-102. Determine el desplazamiento del punto D de la 
viga con voladizo. El es constante. 


14-106. Determine el desplazamiento del eje en C. El es 
constante. 

14-107. Determine la pendiente del eje en el soporte de 
cojinete A. Ele s constante. 


W 








* 1 


D 

L 

2 

tí — 

L 

2 

L 

2 





JYoIís. 14-101/102 


Prtfos, 14-106/107 






















































































14.7 Método de las fuerzas virtuales aplicado a vigas 


769 


*14-106. Determine la pendiente y el desplazamiento del 
extremo C de la viga en voladizo. La viga está fabricada de 
un material que tiene un módulo de elasticidad E. Los mo¬ 
mentos de ineicia de los segmentos ABy BC de la viga son 
21 e /.respectivamente. 



Frota, 14-10H 


*14-109. Determine la pendiente en el punto A de la viga 
W200 X 46 simplemente apoyada y fabricada de acero 
A-36. 

14-110. Determine el desplazamiento en el punto C de la 
viga W200 X 46 simplemente apoyada y fabricada de acero 
A-36. 


12kN/m 



*14-112. El bastidor está fabricado de dos segmentos, cada 
uno con longitud Ly rigidez a la flexión El. Si se somete a 
la carga uniforme distribuida, determine el desplazamiento 
vertical del punto C. Considere sólo el efecto de la flexión. 
•14-113. El bastidor está fabricado de dos segmentos, cada 
uno con longitud L y rigidez a la flexión El. Si se somete a la 
carga uniforme distribuida, determine el desplazamiento ho¬ 
rizontal del punto B. Considere sólo el efecto de la flexión. 


»v 



FrhlKL 14-112/113 


14-114. Determine el desplazamiento vertical del punto A 
de la ménsula en escuadra debido a la fuerza concentrada 
P. La ménsula está conectada fijamente a su soporte. El es 
constante. Considere sólo el efecto de la flexión, 


14-111. La viga simplemente apoyada que tiene una sec¬ 
ción transversal cuadrada está sometida a una carga unifor¬ 
me w. Determine la deflexión máxima de la viga causada 
solamente por la flexión, y causado por la flexión y el cortan¬ 
te. Considere E=3G. 



p 



Prob. 14-111 


Prnh. 14-114 
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14-115. La viga AB tiene una sección transversal cuadra¬ 
da de 100 por 100 mm. La barra CD tiene un diámetro de 
10 mm. Si ambos miembros están fabricados de acero A-36, 
determine el desplazamiento vertical del punto B debido a 
la carga de 10 kN. 

*14-116. La viga AB tiene una sección transversal cua- 
<frada de 100 por 100 mm. La barra CD tiene un diámetro de 
10 mm. Si ambos miembros son de acero A-36, determine la 
pendiente en A debida a la carga de 10 kN. 



14-117. La barra ABCtiene una sección transversal rectan¬ 
gular de 300 por 100 mm. El tirante DB tiene un diámetro 
de 20 mm, Si ambos miembros son de acero A-36, determi¬ 
ne el desplazamiento vertical del punto C debido a la carga. 
Considere sólo el efecto de la flexión en ABC y de la fuerza 
axial en DB. 

14-118. La barra ABC tiene una sección transversal rectan¬ 
gular de 300 por 100 mm. El tirante DB tiene un diámetro de 
20 mm. Si ambos miembros son de acero A-36, determine la 
pendiente en A debida a la carga. Considere sólo el efecto de 
la flexión en ABC y de la fuerza axial en DB. 



14-119. Determine el desplazamiento vertical del punto C. 
El bastidor se hizo usando secciones W250 X 45 de acero 
A-36. Considere sólo los efectos de la flexió n. 

*14-120. Determine el desplazamiento horizontal del ex¬ 
tremo B. El bastidor se hizo usando secciones W250 X 45 de 
acero A-36. Considere sólo los efectos de la flexión. 


15kN/m 



Frnbx. 14-119/120 


•14-121. Determine el desplazamiento en el punto C. El 
es constante. 



fr-db, 14-121 


14-122. Determine la pendiente en B. Ele $ constante. 



Prntis, 14-117/118 


Pro1>. 14-122 
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*14.8 Teorema de Castigliano 


En 1879, Alberto Castigliano, un ingeniero ferroviario italiano, publicó un 
libro en el que describía un método para determinare! desplazamiento y la 
pendiente en un punto de un cuerpo. Este método, que se conoce como el 
segundo teorema de Castigliano, sólo es aplicable a los cuerpos que tienen 
temperatura constante y que están fabricados de un material que se com¬ 
porta en forma elástico lineal. Si debe determinarse el desplazamiento en 
un punto, el teorema establece que el desplazamiento es igual a la primera 
derivada pardal de la energía de deformadón en el cuerpo, con respecto 
a una fuerza que actúa en el punto y en la direcdón del desplazamiento. 
De manera similar, la pendiente de la tangente en un punto de un cuerpo 
es igual a la primera derivada parcial de la energía de deformación en el 
cuerpo con respecto a un momento de par que actúa en el punto y en la 
direcdón del ángulo de la pendiente. 

Para obtener el segundo teorema de Castigliano, considere un cuerpo 

de forma arbitraria, que se somete a una serie de n fuerzas P,, P 2 , P 3 . 

P n , figura 14-38. De acuerdo con la conservación de la energía, el trabajo 
externo realizado por estas fuerzas es igual a la energía de deformadón 
interna almacenada en el cuerpo. Sin embargo, el trabajo externo está en 
fundón de las cargas externas, t/, = £fP dx, ecuadón 14-1, por lo que el 
trabajo interno también es una fundón de las cargas externas. Así, 



(14-42) 


Ahora bien, si cualquiera de las fuerzas externas, por ejemplo P ¡t se in¬ 
crementa en una cantidad difetendal dP¡, el trabajo interno también se 
incrementará, de forma que la energía de deformadón se convierte en 



(14-43) 






F&Kfl 14-3* 
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Sin embargo, este valor no dependerá de la secuencia en la que se apli¬ 
quen las n fuerzas al cuerpo. Por ejemplo, primero podría aplicarse dP. al 

cuerpo, después aplicar las cargas P,, P 2 .P n . En este caso, dP j haría 

que el cuerpo se desplazara una cantidad diferencial dA ¿ en la dirección de 
dPj. Por la ecuación 14-2 (£/,= jP f A^), el incremento de la energía de defor¬ 
mación sería jdPjdAj. Sin embargo, esta cantidad es un diferencial de se¬ 
gundo orden y puede pasarse por alto. Además, la aplicación de las cargas 

Pj, P 3 .P fl causa que dP¡ se mueva a través del desplazamiento de 

modo que ahora la energía de deformación se convierte en 


U¡ + dU¡ = U¡ + dPj A¡ (14-44) 


Aquí, como antes, es la energía de deformación interna en el cuerpo 

causada por las cargas P 1t P 2 .P„ y dPjA. es la energía de deformación 

adicional causada por dP¡. 

En resumen, la ecuación 14-43 representa la energía de deformación 

en el cuerpo determinada al aplicar primero las cargas P p P 2 .P fl y 

después dPj, la ecuación 14-44 representa la energía de deformación de¬ 
terminada al aplicar primero dP f y después las cargas P 1( P 2 . P n . Como 

estas dos ecuaciones deben ser iguales, se requiere 




dü¡ 

dP¡ 


(14-45) 


k> que comprueba el teorema; es decir, el desplazamiento Aj en la dirección 
de P, es igual a la primera derivada parcial de la energía de deforma¬ 
ción con respecto a Pj. 

El segundo teorema de Castigliano, ecuación 1445, es una declaración 
sobre los requisitos de compatibilidad del cuerpo, puesto que es una 
condición relacionada con el desplazamiento. Además, la derivación ante¬ 
rior requiere que sólo se consideren las fuerzas conservadoras en el análi¬ 
sis. Estas fuerzas pueden aplicarse en cualquier orden y, además, realizan 
un trabajo que es independiente de la trayectoria y, por lo tanto, no crean 
pérdidas de energía. Siempre que el material tenga un comportamiento 
elástico lineal, las fuerzas aplicadas serán conservativas y el teorema será 
válido. El primer teorema de Castigliano es similar ai segundo; sin embar¬ 
go, relaciona la carga P. con la derivada parcial de la energía de deforma¬ 
ción con respecto al desplazamiento correspondiente,es decir, P ¿ = düjBA^ 
La comprobación es similar a la dada anteriormente. Este teorema es otra 
forma de expresar los requisitos de equilibrio para el cuerpo; sin embargo, 
tiene una aplicación limitada por lo que no se analizará aquí. 
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*14.9 Teorema de Castigliano 
aplicado a armaduras 

Como un elemento de una armadura sólo se somete a una carga axial, la 
energía de deformación para el elemento está dada por la ecuación 14-16, 
U¡=N 2 L/2AE, Si se sustituye esta ecuación en la ecuación 14-15 y se omite 
d subíndice i, resulta 


bP ^ 2AE 


Por lo general resulta más fácil hacer la diferenciación antes de la suma- 
toria. Además, L,AyE son constantes para un elemento dado y, por lo 
tanto, es posible escribir 



(14-46) 


Aquí 

A = desplazamiento de la junta en la armadura 

P = una fuerza externa de magnitud variable, aplicada a la junta de la 
armadura en la dirección de A 

N = fuerza axial interna en un elemento causada tanto por la fuerza P 
como portas cargas reales sobre la armadura 

L = longitud de un elemento 

A = área de la sección transversal de un elemento 

E = módulo de elasticidad del material 

Por comparación, la ecuación 14-46 es similar a la empleada para el 
método de las fuerzas virtuales, ecuación 14-37 (1 ■ A = 1nNL/AE), ex¬ 
cepto que n se sustituye por bN/dP. Estos términos, n y bN/bP, son los mis¬ 
mos, puesto que representan el cambio de la fuerza axial del elemento 
con respecto a la carga P o, en otras palabras, la fuerza axial por unidad 
de carga. 
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Procedimiento de análisis 


El siguiente procedimiento proporciona un método que puede usarse para determinar el desplazamiento 
de cualquier junta en una armadura empleando el segundo teorema de Castigliano. 

Fuerza externa P. 

Coloque una fuerza P sobre la armadura en la junta donde debe determinarse el desplazamiento. Se 
supone que esta fuerza tiene una magnitud variable y debe estar dirigida a lo largo de la línea de acción 
del desplazamiento. 

Fuerzas internas N. 

Determine la fuerza N en cada elemento en términos de las cargas reales (numéricas) y la fuerza P 
(variable). Suponga que las fuerzas de tensión son fuerzas positivas y las de compresión son negativas. 

Encuentre la derivada pardal respectiva SNídP para cada elemento. 

Después de determinar jV y dNfdP, asigne a Psu valor numérico si en realidad se ha reemplazado una 
fuerza real en la armadura. De lo contrario, establezca P igual a cero. 

Segundo teorema de Castigliano. 

Aplique el segundo teorema de Castigliano para determinar el desplazamiento deseado A. Es impor¬ 
tante mantener los signos algebraicos para los valores correspondientes de Ny ftVYotPa! sustituir estos 
términos en la ecuación. 

Si la suma resultante 5LN(dN/dP)LÍAE es positiva, A tiene la misma dirección que P. Si se produce un 
valor negativo, A es opuesto a P. 


EJEMPLO 14.15 



100 kN 


ía) 

Figura, 14-39 


Determine el desplazamiento vertical del nodo C en la armadura de 
acero que se muestra en la figura 14-39a. El área de la sección transver¬ 
sal de cada elemento es A = 400 mm 2 y E= 200 GPa. 

J ÚC 

SOLUCIÓN 

Fuerza externa P. Se aplica una fuerza vertical P sobre la armadu¬ 
ra en el nodo C, debido a que éste es el punto donde debe determinarse 
el desplazamiento vertical, figura 14-3 9b. 
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p 



141,4 kN + 1,414 P 

:«r 


y 




lOOkN 


300 kN + P i A 

I lOOkN +P 


<c) 


n^ura 14-39 (cnnt) 


Fuerzas internas N. Se calculan Jas reacciones en ios soportes A y 
D de la armadura y Eos resultados se muestran en la figura 14-3 9b. Em¬ 
pleando el método de nodos, se determinan las fuerzas N en cada ele¬ 
mento, figura 14-39c.* Por conveniencia, estos resultados junto con sus 
derivadas parciales dN/dP se enlistan en una tabla. Observe que como P 
no existe como una carga real sobre la armadura, se requiere P = 0. 


Elementó 

N 

dN 

dP 

N(P = 0) 

L 

o 

AB 

-100 

0 

-100 

4 

0 

BC 

141.4 

0 

141.4 

2,828 

0 

AC 

-(141.4 + 1.414/*) 

-1.414 

-141.4 

2.828 

565.7 

CD 

200 + P 

1 

200 

2 

400 

E 965.7 kN-m 


Segundo teorema de Castigliano. Al aplicar la ecuación 1446, 
se tiene 



L 565.7kN■ m 
SN {JF)^¿ = " AE ' 


Al sustituir los valores numéricos de A y E, se obtiene 


__ 965.7 kN-m _ 

C ’ ~~ [400(10^) m 2 ] 200(10 6 ) kN/m 2 

= 0.01207 m = 12.1 mm Resp. 

Esta solución debe compararse con la del ejemplo 14.1I, donde se 
usó el método del trabajo virtual. 

*Puede resultar más conveniente analizar la armadura sólo con la carga de 100 kN so¬ 
bre ella, para después analizarla considerando la carga P> Los resultados pueden sumarse 
algebraicamente para obtener las fuerzas M 


141,4 kN 

LOOkN * B 

ir lOOkN 
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■ 



14-123. Resuelva el problema 14-72 usando el teorema de 
Castigliano. 

*14-124. Resuelva el problema 14-73 usando el teorema de 
Castigliano. 

•14-125. Resuelva el problema 14-75 usando el teorema de 
Castigliano. 

14-126. Resuelva el problema 14-76 usando el teorema de 
Castigliano. 

14-127. Resuelva el problema 14-77 usando el teorema de 
Castigliano. 

*14-128. Resuelva el problema 14-78 usando el teorema de 
Castigliano. 


•14-129. Resuelva el problema 14-79 usando el teorema de 
Castigliano. 

14-130. Resuelva el problema 14-80 usando el teorema de 
Castigliano. 

14-131. Resuelva el problema 14-81 usando el teorema de 
Castigliano. 

*14-132. Resuelva el problema 14-82 usando el teorema de 
Castigliano. 

•14-133. Resuelva el problema 14-83 usando el teorema de 
Castigliano. 

14-134. Resuelva el problema 14-84 usando el teorema de 
Castigliano. 


*14.10 Teorema de Castigliano aplicado 
a vigas 


La energía de deformación interna para una viga es causada tanto por la 
flexión como por el cortante. Sin embargo, como se señaló en el ejem¬ 
plo 14.7, si la viga es larga y delgada, la energía de deformación debida al 
cortante puede pasarse por alto en comparación con la de flexión. Si se 
supone que éste es el caso, la energía de deformación interna para una viga 
está dada por U ¡ = fM 2 dx/lEI , ecuación 14-17. Al omitir el subíndice i, el 
segundo teorema de Castigliano, = dU./dP., se convierte en 


_í_ f L M 1 dx 
dPJo 2 El 


En vez de elevar al cuadrado la expresión para el momento interno, in¬ 
tegrar y después tomar la derivada parcial, suele ser más fácil diferenciar 
antes de la integración. Siempre que Eel sean constantes, se tiene 



(14-47) 
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Aquí 

A = desplazamiento del punto causado por las cargas reales que actúan 
sobre la viga 

P = una fuerza externa de magnitud variable aplicada a la viga en el 
punto y en la dirección de A 

M = momento interno en la viga, expresado como una función de x y 
causado tanto por la fuerza P como por las cargas reales sobre la 
viga 

E = módulo de elasticidad del material 

I = momento de inercia de la sección transversal respecto al eje neutro 

Si debe determinarse la pendiente de la tangente $ en un punto de la 
curva elástica, es necesario encontrar la derivada parcial del momento in¬ 
terno M con respecto a un momento de par externo M* que actúa en el 
punto. Para este caso, 



(1448) 


Las ecuaciones anteriores son similares a las usadas para el método de 
las fuerzas virtuales, ecuaciones 14-40 y 1441, excepto que m y se sus¬ 
tituyen por dM/dP y SM/dM', respectivamente. 

Además, si las cargas axial, cortante y de torsión causan una energía de 
deformación significativa en el elemento, los efectos de todas estas cargas 
deben incluirse al aplicar el teorema de Castigliano. Para hacer esto, de¬ 
ben usarse las funciones de la energía de deformación desarrolladas en la 
sección 14.2, junto con sus derivadas parciales asociadas. El resultado es 



(14-49) 


Et método para aplicar esta formulación general es similar al usado para 
aplicar las ecuaciones 14-47 y 1448. 
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Procedimiento de análisis 


El siguiente procedimiento proporciona Un método que puede 
usarse para aplicar el segundo teorema de Castigliano. 

Fuerza externa P o momento de par M'. 

Coloque una fuerza P sobre la viga en el punto y dirigido a lo 
largo de la línea de acción del desplazamiento deseado. 

Si debe determinarse la pendiente de la tangente en el punto, 
coloque un momento de par M'en el punto. 

Suponga que PyM' tienen magnitudes variables. 

Momentos internos M. 

Establezca coordenadas x adecuadas que sean válidas dentro de 
las regiones de la viga donde no hay discontinuidad de la fuerza, 
la carga distribuida O el momento de par. 

Determine los momentos internos M como una función de x, 
las cargas reales (numéricas) y P o M\ y después encuentre las 
derivadas parciales bM/bP o bM¡bM } para cada coordenada x. 

Después de determinar M y dM/3Po bM/dM \asigne aPoM' su 
valor numérico si en realidad se ha reemplazado una fuerza O 
momento de par real. De lo contrario, establezca P O M' igual a 
cero. 

Segundo teorema de Castigliano. 

Aplique la ecuación 14-47 o 14-48 para determinar el despla¬ 
zamiento deseado A o $. Es importante mantener los signos 
algebraicos de los valores correspondientes de M y bM/bP o 
bM/bM’. 

Si la suma resultante de todas las integrales definidas es positiva, 
A o & tiene la misma dirección que P O M'. Si resulta un valor 
negativo, A o $ es opuesto a P o M\ 
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EJEMPLO 14.16 


Determine el desplazamiento del punto B en la viga mostrada en la 
figura 1440o. El es constante. 


w 


B 


- L - 
ía) 


B 


Figura 14-40 


SOLUCIÓN 


Fuerza externa P. Se coloca una fuerza vertical P sobre la viga en 
B como Se muestra en la figura 1440&. 

Momentos internos iW. Para obtener la solución sólo se requiere 
una sola coordenada x, ya que no hay discontinuidades de carga entre 
Ay B. Usando el método de las secciones, figura 1440c, el momento 
interno y SU derivada pardal se determinan de la siguiente manera: 


i+EAfjv^ = 0; M + wx 


M = 
BM 


(f) +- 

wx 1 


0 


- Px 


BP 


= -x 


Si se establece P=0 resulta 


—i wjp" 

M = y 


m 

BP 


= ~x 


Segundo teorema de Castigliano. Al aplicar la ecuadón 1447, 
se tiene 

L ^jBM\dx f L (-wx í /2)(~x)dx 


jxm-i 

wh 4 


El 


8 El 


Resp. 


Debe observarse la similitud entre esta soludón y la del método del 
trabajo virtual, ejemplo 14.13. 


K 1 


b - 
(b) 


P wx 


ir ’ 1 


1) 


Xf 


(O 
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EJEMPLO 14.17 


Determine la pendiente en el punto B de la viga mostrada en la figura 
f 14-41 a. El es constante. 


j r 


L 

2 ' 


(a) 


ivr 


L 
2 " 


H 


SOLUCIÓN 


Momento de par externo JVT. Como debe determinarse la pen- 
■ diente en el punto B, se coloca un momento de par externo M' sobre la 


T” 

— 


MH B 
0») 


34 


MH 


Vi 


M 


Ct 


t 


MH 

p 


viga en este punto, figura 14-41 b. 

Momentos internos M. Deben usarse dos coordenadas, y x 2 , 
para describir por completo los momentos internos dentro de la viga, 
ya que hay una discontinuidad, JVT, en B. Como se muestra en la figura 
14-416, va desde A hasta B y x 2 va desde B hasta C. Usando el méto¬ 
do de las secciones, figura 14-4!c, los momentos internos y las derivadas 
parciales para y x 2 se determinan de la siguiente manera; 


l\á- 


Ct 


M' 


\ 


X T 

i 


\-Xl~ 

pB L 


= 0; 

AÍ! = -Pxi, 

W = » 


•I+SAÍam - 0; 

£ 

11 

1 

1 + 4 

bm 2 

= 1 

dM’ 


(C) 

H^ufíi 1441 


■■-nm-t 


Segundo teorema de Castigliano. Si se establece M' = 0 y se 
aplica la ecuación 14-48, resulta 

^{-^0(0) dxx f L ^-P[(L/2) + x 2 \(l) d Xl 3 PL 1 


L 


El ,/n El 8 El 

Observe la similitud entre esta solución y la del ejemplo 14.14. 


Resp. 


PROBLEMAS 


14-135. Resuelva el problema 14-87 usando el teorema de 
Castigliano. 

♦14-136. Resuelva el problema 14-88 usando el teorema de 
Castigliano. 

*14-137. Resuelva el problema 14-90 usando el teorema de 
Castigliano. 

14-136. Resuelva el problema 14-92 usando el teorema de 
Castigliano. 

14-139. Resuelva el problema 14-93 usando el teorema de 
Castigliano. 

*14-140. Resuelva el problema 14-96 usando el teorema de 
Castigliano. 


14-141. Resuelva el prohlema 14-97 usando el teorema de 
Castigliano. 

14-142, Resuelva el problema 14-98 usando el teorema de 
Castigliano. 

14-143. Resuelva el problema 14-112 usando el teorema de 
Castigliano. 

*14-144. Resuelva el problema 14-114 usando el teorema 
de Castigliano. 

•14-145. Resuelva el problema 14-121 usando el teorema 
de Castigliano. 
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REPASO DE CAPÍTULO 


Cuando una fuerza (momento de par) actúa 
sobre un cuerpo deformable que realizará un 
trabajo externo mientras se desplaza (rota). 
Los esfuerzos internos producidos en el cuer¬ 
po también experime nta n desplazamientos, lo 
que crea una energía de deformación elástica 
que se almacena en el material. La conserva¬ 
ción de la energía establece que el trabajo ex¬ 
terno realizado por la carga es igual a la ener- 
ga de deformación elástica interna producida 
por los esfuerzos en el cuerpo. 

U e ~ ü l 

La conservación de la energía puede usarse 
para resolver problemas de impacto elásti¬ 
co, los cuales suponen que el cuerpo en mo¬ 
vimiento es rígido y que toda la energía de 
deformación se almacena en el cuerpo inmó¬ 
vil. Esto conduce al uso de un factor de impac¬ 
to n, que es una relación de la carga dinámica 
sobre la carga estática. Se emplea para deter¬ 
minar el esfuerzo y el desplazamiento máxi¬ 
mos del cuerpo en el punto de impacto. 

n - 1 + -i 1 + *(¿) 

^ raid* “™ 

El principio del trabajo virtual puede usarse 
para determinar el desplazamiento de una 
junta en una armadura o la pendiente y el 
desplazamiento de puntos en una viga. Esto 
requiere colocar una fuerza unitaria virtual 
externa (momento de par unitario virtual) 
en el punto donde debe determinarse el des¬ 
plazamiento (rotación). Después, el trabajo 
virtual externo que se produce por la carga 
externa se iguala a la energía de deformación 
virtual intema en la estructura. 

J. A = Y nNL 
** AE 

1-4 = l ! w iI 

El segundo teorema de Castigliano también 
puede usarse para determinar el desplaza¬ 
miento de una junta sobre una armadura o 
la pendiente y el desplazamiento en un punto 
de una viga. Aquí, se coloca una fuerza varia¬ 
ble P (momento de par Af) en el punto don¬ 
de debe determinarse el desplazamiento (la 
pendiente). La carga interna se determina en 
función de P (Ai') y se encuentra su derivada 
parcial con respecto a P (Af). Luego se aplica 
el segundo teorema de Castigliano a fin de ob¬ 
tener el desplazamiento deseado (la rotación 
deseada). 

a = )— 

^ \dPJ AE 

A = 

Ja \dP/EJ 
_ f L t ,(aiu\dx 

l M \dM'}El 
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PROBLEMAS DE REPASO 


14-146. Determine la energía de deformación flexionante 
en la viga debida a las cargas mostradas. El es constante. 


•14*149. El perno de acero L2 tiene un diámetro de 0.25 
pulg y el eslabón AB tiene una sección transversal rectan¬ 
gular con 0.5 pulg de anchura por 0.2 pulg de grosor. Deter¬ 
mine la energía de deformación en el eslabón AB debida a 
la flexión, y en el perno debido a la fuerza axial. El perno se 
aprieta de modo que tiene una tensión de 350 Ib. No tome en 
cuenta el oriíicio en el eslabón. 



Froti. 14-146 


14-147. El bloque D de 200 kg se deja caer desde una 
altura h = 1 m sobre el extremo C con voladizo de la viga 
W200 X36 de acero A-36. Si el resorte en B tiene una rigidez 
k = 200 kN/m, determine el esfuerzo flexionante máximo 
desarrollado en la viga. 

*14-148. Determine la altura máxima h desde la que puede 
dejarse caer el bloque D de 200 kg sin causar la cedencia 
de la viga con voladizo W2Q0 x 36 de acero A-36. El resorte 
en B tiene una rigidez jfc=200 kN/m. 



14-150. Determine el desplazamiento vertical de la junta 
A. Cada barra es de acero A-36 y tiene una sección transver¬ 
sal de 600 mm 2 , Use la conservación de la energía. 



i’rohs. 14-147/148 


PrUhi 14-150 
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14-151. Determine la energía de deformación total en el 
ensamble de acero A-36. Considere la energía de defor¬ 
mación axial en las dos barras de 0.5 pulg de diámetro y la 
energía de deformación Bexionante en la viga para la cual 
/=43.4 pulg*. 


14-154. La viga en voladizo está sometida a un momento 
de par Mq que se aplica en su extremo. Determine la pen¬ 
dente de la viga en B. El es constante. Use el método del 
trabajo virtual. 

14-155. Resuelva el problema 14-154 usando el teorema de 
Castigliano. 




Punta. 14-154/155 


+14-156. Determine el desplazamiento del punto B en la 
viga de aluminio. E á = 10.6(10 1 ) ksi. Use la conservación de 
la energía. 


3kip 



1 12 pies-1-12 pie# 


+14-152. De termine el desplazamiento vertical del nodo E. 
Para cada elemento, A =400 tata 1 y E = 200 GPa. Use el 
método del trabajo virtual. 

•14-153. Resuelva el problema 14-152 usando el teorema 
dé Castigliano. 


Proh. 14-156 


14-157. Un peso de 20 Ib se deja caer desde una altura de 
4 pies sobre el extremo de una viga en voladizo de acero 
A-36. Si la viga tiene una sección W12 X 50, determine el 
esfuerzo máximo desarrollado en la viga. 




4 pies 



frota 14-152/153 


l’rnlí. 14-157 




























































APÉNDICE 


A 

Propiedades 
geométricas de un área 


A.1 Centroide de un área 

El centroide de un área se refiere al punto que define el centro geométrico 
del área. Si el área tiene una forma arbitraria, como se muestra en la figura 
A-la, las coordenadas x y y que definen la ubicación del centroide C se 
determinan mediante las fórmulas 


_ L xía _ l 

y dA 

x ~ * y 

L iA J 

f dA 


Los numeradores de estas ecuaciones son formulaciones del “primer mo¬ 
mento” del elemento de área dA respecto a los ejes y y x, respectiva mente, 
figura A-Ib; Eos denominadores representan el área total A de la figura. 




7S4 


Figura A-l 
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y 



La ubicación del centroide para algunas áreas puede especificarse par¬ 
dal o totalmente mediante el uso de tas condiciones de simetría. En los 
casos donde el área tiene un eje de simetría, el centroide del área se en¬ 
cuentra a lo largo de este eje. Por ejemplo, el centroide C del área que se 
muestra en la figura A-2 debe encontrarse a lo largo del eje y, puesto que 
para cada área elemental dA a una distancia +x hacia la derecha del eje 
y, existe un elemento idéntico a una distancia ~x hada la izquierda. Por lo 
tanto, el momento total de todos los elementos respecto al eje de simetría 
se cancela; es dedr, fxdA = 0 (ecuadón A-l), de modo que x = 0. En 
los casos donde una figura tiene dos ejes de simetría, se deduce que el 
centroide se encuentra en la intelección de estos ejes, figura A-3. En la 
parte interior de la portada de este libro se presentan las ubicadones del 
centroide para las áreas con figuras comunes, determinadas con base en el 
prindpio de simetría, O usando la ecuadón A-l. 

Área $ comp ue sta s. A menudo, un área puede sección aise o dividir¬ 
se en varias partes que tienen figuras más simples. Siempre que se conozca 
el área y la ubicadón del centroide de cada una de estas “figuras compues¬ 
tas”, es posible evitar la necesidad de integrar para determinar el centroide 
de toda el área. En este caso deben usarse ecuaciones análogas a la ecua¬ 
dón A.l, con la excepción de que los signos de integral se sustituyen por 
signos de sumatoria finita; es decir, 




t I 

r c 



1 


XxA 

SyA 

x = Ya 

y “ YA 


(A-2) 


Aquí x y y representan las distancias algebraicas O coordenadas x, y para 
d centroide de cada parte compuesta y 2L A representa la suma de las áreas 
de las partes compuestas o simplemente el área total. En particular, si un 
orifido O una región geométrica que no tiene material se encuentra dentro 
de una parte compuesta, el orificio se considera como una parte compues¬ 
ta adidonal que tiene un área negativa. Además, como se mendonó ante¬ 
riormente, si el área total es simétrica respecto a un eje, el centroide del 
área se encuentra en el eje. 

El siguiente ejemplo ilustra la aplicación de la ecuación A-2. 
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EJEMPLO A.1 


-gpulg—. 


3 pulg 


lOpulg 


T' 




115 pulg 


5 pulg 


2pulg 

(a) 


3 pulg _ i 


lOpulg 




-8 pulg 


2pulg 

ib) 


—Spulg— 


13 pulg 

10 pulg 


Localice el centroide C del área de la sección transversal de la viga T 
que se muestra en la figura A-4 a. 

SOLUCIÓN I 

H eje .y se ubica a lo largo del eje de simetría de modo que x = 0, figura 
A-4 a. Para obtener y se establecerá el eje x (eje de referencia) a través 
de la base del área. Como se muestra en la figura, el área se segmenta 
en dos rectángulos y se establece la ubicación y del centroide para cada 
x uno de ellos. Al aplicar la ecuación A-2, se tiene 


-15 pulg 


3pulg 3pulg 
(c) 

figura A-4 


y = 


Y y A [5 pulg] (10 pulg){2 pulg) + [11.5 puig](3 pu!g)(8 pulg) 


YA 


(10 pulg) (2 pulg) + (3 pulg ){8 pulg) 


= 8.55 pulg 


SOLUCIÓN II 


Resp. 


S se emplean los mismos dos segmentos, el eje x puede localizarse en la 
parte superior del área, figura A-4 b. Aquí 


YyA [-1.5 pulg](3pulg)(8 pulg) + [-8 pulg](10 puig)(2pulg) 

y m 


YA 
= -4.45 pulg 


(3 pulg) (8 pulg) + (10 pulg ){2 pulg) 


Resp. 


' 6.5 pulg 
5 pulg , 


El signo negativo indica que C se encuentra por debajo del eje x, como 
era de esperarse. También observe que con base en las dos respuestas 
8.55 pulg + 4.45 pulg = 13.0 pulg, que es el peralte de la viga. 

SOLUCIÓN III 

También es posible considerar el área de la sección transversal como un 
rectángulo grande menos dos rectángulos pequeños de color gris claro 
que se muestran en la figura A-4c. Aquí se tiene 


y = 


YyA [6.5 pulg](13 pulg)(8pulg) - 2[5 pulg](10 pulg)(3pulg) 


YA 
= 8.55 pulg 


(13 pulg)(8pulg) - 2(10 pulg)(3 pulg) 


Resp. 
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A.2 Momento de inercia de un área 


A menudo, el momento de inercia de un área aparece en las fórmulas 
que se usan en la mecánica de materiales. Es una propiedad geométri¬ 
ca que se calcula respecto a un eje, y para los ejes x y y mostrados en la 
figura A-5, se define como 



(A-3) 


y 



figura A-5 


Estas integrales no tienen sentido físico, pero se llaman así poique tienen 
una formulación semejante a la del momento de inercia de una masa, que 
es una propiedad dinámica de la materia. 

También es posible calcular el momento de inercia de un área respecto 
al polo O o el eje z, figura A-5. Esto se conoce como el momento polar de 
inercia. 


Jo = 



dA = I x 



(A-4) 


Aquí r es la distancia perpendicular desde el polo (eje z ) hasta el ele¬ 
mento dA. Es posible relacionar a J Q con I*, l y puesto que r 2 = x 2 + y 2 , 
figura A-5. 

De las formulaciones anteriores se observa que /, / y J Q siempre serán 
positivos, ya que incluyen el producto de la distancia al cuadrado y el área. 
Además, las unidades para el momento de inercia implican longitud eleva¬ 
da a la cuarta potencia, por ejemplo m J , mm 4 o pie 4 , pulg 4 . 

En la portada interior de este libro se presentan los momentos de iner¬ 
cia para algunas áreas con figuras comunes, los cuales se han calculado 
respecto a su eje centroidal empleando las ecuaciones anteriores. 

Teorema de los ejes paralelos para un área. Si se conoce 
d momento de inercia de un área respecto a un eje centTOtdal, es posi¬ 
ble determinar el momento de inercia del área respecto a un eje paralelo 
correspondiente usando el teorema de los ejes paralelos. Para obtener 
este teorema, considere la determinación del momento de inercia del área 
de color gris oscuro que se muestra en la figura A-6 respecto al eje_r. En este 
caso, un elemento diferencial dA se encuentra a una distancia y'' arbitraria 
del eje centroidal x\ mientras que la distancia fija entre los ejes paralelos 


y 


y 


—^—i 



HgiifU \-4y 


*3? 
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x y x r es d y . Como el momento de inercia de dA respecto aJ eje x es dl x = 
iy' + d y ) 2 dA, entonces para toda el área, 

/, = / (y' + dyfdA = / y' z dA + 2d y y'dA + d 2 / dA 
Ja Ja Ja Ja 

El primeT término déla derecha representa el momento de inercia del área 
respecto al eje x\ 1 ¡¿. El segundo término es cero porque el eje x'pasa a 
través de centroide Cdel área, es decir, f y' d A = y’A = 0, ya que y’ = 0. 
Por lo tanto, el resultado final es 


I x = I x' + Ad Z 


(A-5) 


Es posible escribir una expresión similar para /, es decir, 


ly ~ ly‘ + Adx 


(A-6) 


Y, por último, para el momento polar de inercia respecto a un eje per¬ 
pendicular al plano x-y, que pasa por el polo O (eje z), figura A-6, se 
tiene 


Jq — Je + Ad 2 


(A-7) 


La forma de cada una de las ecuaciones anteriores establece que d mo¬ 
mento de inercia de un área respecto a un eje es igual al momento de inercia 
del área alrededor de un eje paralelo que pasa por el “centroide” más el 
producto del área y el cuadrado de la distancia perpendicular entre los ejes. 

Áreas compuestas. Muchas áreas transversales consisten en una serie 
de figuras simples conectadas, tales como rectángulos, triángulos y semicírcu¬ 
los. Con el fin de determinar adecuadamente el momento de inercia de esa 
área respecto a un eje determinado, primero es necesario dividir el área en 
sus partes componentes e indicar la distancia perpendicular del eje al eje cen- 
troidal paralelo para cada parte. El momento de inercia de cada parte se de¬ 
termina respecto al eje centroidal con base en la tabla que se encuentra en la 
parte interior de la contraportada de este libro. Si este eje no coincide con el 
eje especificado, debe usarse el teorema de los ejes paralelos, 1=7 + Ad 2 , 
a fin de determinar el momento de inercia de la parte respecto al eje espe¬ 
cificado. El momento de inercia de toda el área alrededor de este eje se de¬ 
termina mediante la suma de los resultados de sus partes componentes. En 
particular, si una parte compuesta tiene un “orificio”, el momento de iner¬ 
cia para el área compuesta se encuentra al “restar” el momento de inercia 
para el orificio del momento de inercia de toda el área incluyendo al orificio. 
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EJEMPLO A.2 


Determine el momento de inercia del área de la sección transversal de 
la viga T mostrada en la figura A-la respecto al eje centroidal x'. 


—Spulg— 


li pulg. 
lipulg. 


lOpulg-j— 
5pulg 

L 




! 

445 pulg 


$55 pulg 


2 pulg 

<a> 

Figura A-7 


SOLUCIÓN 


El área se divide en dos rectángulos como se muestra en la figura A-la, 
y se determina la distancia desde el eje x' hasta cada eje centroidal. Con 
base en la tabla de la parte interior de la contraportada de este libro, 
el momento de inercia de un rectángulo respecto a su eje centroidal es 
/ = ¿ Wr 3 . Al aplicar el teorema de los ejes paralelos en cada rectángu¬ 
lo, ecuación A-5, y al sumar los resultados, se tiene 

/ - S(7^ + Ady 1 ) 


— (2 pulg){10 pulg) 3 + {2 pulg){10 pulg) (8.55 pulg - 5 pulg) 2 


12 


(8 pulg)(3 pulg) 3 + {8 pulg){3 pulg){4.45 pulg - 1.5 pulg) 2 


/ = 646 pulg 4 Hesp. 

SOLUCIÓN II 

El área puede considerarse como un rectángulo grande menos dos 
rectángulos pequeños, que se muestran de color gris claro en la 13 
figura A-lb. Se tiene 


/ = 2 (/,- + Ady 1 ) 


Tí (8 pulg)(13 pulg) 3 + {8 pulg)(13 pulg) (8.55 pulg - 6.5 pulg) 2 


5 pulg 


12 


,2? .2? 

3 3 3 

CX ÍX Cu 

<n 


~\ 

445 pulg 


' &55 pulg 
&5pulg 


.12 

/ = 646 pulg 4 


tt{ 3 pulg) (10 pulg) 3 + (3 pulg){10 pulg)(8.55 pulg - 5 pulg) 2 


(b) 


Resp. 
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EJEMPLO 


100 mm 


400 mm 

1 


T 


100 mm 


-600 m m - 

ía> 


—■ 100 mm 


100 mm 


T 

300 mm 

I 


200 mm 

250 mm 


V 


B 


250 mm 

200 mm 


A 


Determine los momentos de inercia dei área de la sección transversal 
de la viga mostrada en la figura A-8a, respecto a los ejes centroidales 
xyy. 

SOLUCIÓN 

Puede considerarse que la sección transversal está compuesta por tres 
áreas rectangulares A, B y D, que se muestran en la figura A-8&. Para 
x realizar el cálculo, en la figura se ubica el centroide de cada uno de estos 
400 mm rectángulos. Con base en la tabla de la parte interior de la contraporta¬ 
da, el momento de inercia de un rectángulo respecto a su eje centroidal 
ss I = Y 2 Wi 3 . Por lo tanto, si se usa el teorema de los ejes paralelos para 
los rectángulos A y D, los cálculos son como sigue; 

Rectángulo A: 

I x = 7 x ¡ + Ady = — {100 mm){300 mm) 3 + (100mm){300 mm)(200 mm) 3 

= 1.425(10*) mm 4 
- 1 

Iy = /y + Adx ~ —r(300 mm){100 mm) 3 + (100 mm)(3ÜO mm)(25Q mm) 2 
= 1.90(10?) mm 4 
Rectángulo 6: 

_ x I x = (600 mm)(100 mm) 3 = 0.05{10 9 ) mm 4 

-t* 


300 mm 

L 


I y = — (100 mm)(600 mm) 3 = 1.80{10 9 ) mm 4 


—- 100 mm 


(b) 

1‘lgtirH A-* 


Rectángulo D: 

2 _ 1 


I x = 1 x > + Ady ~ — {100 mm){300 mm) 3 + (100mm){300 mm)(2Q0 mm) 2 

-I--* 

= 1.425(10*) mm 4 

Iy = I y + Ad x = (300 mm){100mrn) 3 + (100 mm ){300 mm){250 mm) 2 

±z¡ 

= 1.90(10?) mm 4 

Así, los momentos de inercia para toda la sección transversal son 

I x = 1425(10*) + 0.05(10*) + 1.425(10*) 

= 2.90(10*) mm 4 liesp. 

Iy = 1.90(10*) + 1.80(10*) + 1.90(10*) 

= 5.60(10*) mm 4 Resp, 
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A.3 Producto de inercia para un área 

En general, el momento de inercia de un área es diferente para cada eje 
respecto el cual se calcula. En algunas aplicaciones de diseño mecánico o 
estructural, es necesario conocer la orientación de los ejes que dan, res¬ 
pectivamente, los momentos de inercia máximo y mínimo para el área. 
El método con el que se determina esto se analiza en la sección A.4. Sin 
embarco, para utilizar este método primero debe determinarse el produc¬ 
to de inercia del área, así como sus momentos de inercia para los ejes x y 
y dados. 

El producto de inercia del área A mostrada en la figura A-9 se define 
como 



L 


xy dA 


(A-8) 


Al igual que el momento de inercia, el producto de inercia tiene unida¬ 
des de longitud elevadas a la cuarta potencia, por ejemplo m 4 , mm 4 o pie 4 , 
pulg 4 . Sin embargo, como xoy puede ser una cantidad negativa, mientras 
que dA es siempre positiva, el producto de inercia puede ser positivo, ne¬ 
gativo o cero, dependiendo de la ubicación y orientación de los ejes de co¬ 
ordenadas. Por ejemplo, el producto de inercia I para un área será cero si 
d eje x oyes un eje de simetría par a el área. Para mostrar esto, considere el 
área sombreada en la figura A-10, donde para cada elemento dA ubicado 
en el punto (x, y) hay un elemento dA correspondiente situado en ( x , -y). 
Como los productos de inercia para estos elementos son, respectivamente, 
xydAy -xy dA , su suma algebraica o la integración de todos los elementos 
del área elegida de esta manera se anulan entre sí. En consecuencia, el 
producto de inercia para el área total se convierte en cero. 


y 




- X 

Figuro A-9 
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y y 



Teorema de los ejes paralelos. Considere la zona de color gris os¬ 
curo que se muestra en la figura A-ll.dondex'y/ representan un conjun¬ 
to de ejes centroidales, y x y y representan un conjunto correspondiente de 
ejes paralelos. Como el producto de inercia de dA con respecto a Eos ejes 
x y y es dl^ - (V + d x )(y r + d y ) dA , entonces para toda el área, 


I xy = J (x 1 + d x )(y’ + d y ) dA 

= f x’y‘ dA +d x i y' dA +d y i x' 

1 1 j4 ti A. ti A 


dA + d x d y i dA 


’L 


El primer término de la derecha representa el producto de inercia del área 
con respecto al eje centroide!, „ Los términos segundo y tercero son 
iguales a cero ya que los momentos del área se toman respecto al eje cen- 
troidal. Por lo tanto, tomando en cuenta que la cuarta integral representa 
el área total A, se tiene 


J xy ~ 1 xy + Adjdy 


(A-9) 


Debe considerarse la similitud entre esta ecuación y el teorema de los 
ejes paralelos para los momentos de inercia. En particular, aquí resulta 
importante mantener los signos algebraicos para d Á y d y al aplicar la ecua¬ 
ción A-9. 













A.3 Producto de inercia para un Area 


793 


EJEMPLO A.4 


Determine el producto de inercia del área déla sección transversal de la 
viga que se muestra en la figura A-12o, respecto a los ejes centioidales 
xyy. 



SOLUCIÓN 


Figura A-12 


AI igual que en el ejemplo A.3, puede considerarse que la sección trans¬ 
versal se compone de tres áreas rectangulares A, B y D, figura A-12¿>. 
Las coordenadas para el centroide de cada uno de estos rectángulos 
se muestran en la figura. Debido a la simetría, el producto de inercia de 
cada rectángulo es igual a cero respecto a un conjunto de ejes x', y’ que 
pasan por el centroide del rectángulo. Por lo tanto, al aplicar del teore¬ 
ma de los ejes paralelos para cada uno de los rectángulos se obtiene 

Rectángulo A: 

hy = + Ad x dy 

= 0 + (300 mm){100 mm)(-250 ram)(200 mm) 

= -1.50(10*) mm 4 
Rectángulo B: 

l xy = Ixy + Ad x dy 
= 0 + 0 
= 0 

Rectángulo D; 

hy = hy + Adydy 

= 0 + (300 mm)(100 mm)(250 mm)(—200 mm) 

= -1.50(10*) mm 4 

Por consiguiente, el producto de inercia de toda la sección trans¬ 
versal es 

I xy = [-1.50(10*) mm 4 ] + 0 + [-1.50(10*) mm 4 ] 

= —3.00(10*) mm 4 Resp. 











































794 


Apéndice A Propiedades geométricas de un Area 


A.4 Momentos de inercia para un área 
respecto a ejes indinados 



En el diseño mecánico O estructural» en ocasiones es necesario calcular los 
momentos y el producto de inercia I¿, l y , e 1^ para un área con respecto 
a un conjunto de ejes indinados x' y y’ cuando los valores de 6,I¿ I e l, y , 
son conocidos. Como se muestra en la figura A-13, las coordenadas del 
elemento de área dA desde cada uno de los dos sistemas de coordenadas 
se relacionan mediante las ecuaciones de transformación 


x’ ~ x eos 8 + y sen 8 
y' = y eos 8 - x sen 8 


Usando estas ecuaciones, los momentos y el producto de inercia de dA 
respecto a los ejes x F y y' se convierten en 


dl x > = y’ 1 dA = (y eos 8 — x sen 8) 1 dA 
di y < = x’ 1 dA = (x eos 8 + y sen 8) 1 dA 
di ¡¿y = x’y’ dA = (jccos 8 + y sen 0){y eos 8 - x sen 8) dA 


Si se expande cada expresión y se integra, tomando en cuenta que 
I x = f y 1 dA, ly = fx 1 dA, e I xy = f xy dA, se obtiene 


I x > = I x eos 2 8 + ly sen 2 8 - 21 xy sen 8 cOS 8 
ly = I x sen 2 8 + I y COS? 8 + 2 l xy sen 8 COS 8 
I x y = I x sen 8 eos 8 - ly sen 8 eos 8 + I xy { coS 2 8 - sen 2 0) 


Estas ecuaciones pueden simplificarse usando las identidades trigono¬ 
métricas 28 = 2 sen $ eos 6 y eos 28 = eos 2 8 - sen 2 8, en cuyo caso 




(A-10) 
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Momentos de inercia principales. Observe que I ¿i /, edepen¬ 
den del ángulo de inclinación, 0, de los ejes x\ y'. Ahora se determinará 
la orientación de estos ejes respecto a los cuales los momentos de inercia 
para el área, e / „ son máximo y mínimo. Este conjunto particular de ejes 
se llama ejes principales de inercia para el área, y los momentos de iner¬ 
cia correspondientes con respecto a estos ejes se llaman momentos de 
inercia principales. En general, hay un conjunto de ejes principales para 
cualquier origen O elegido; sin embargo, en la mecánica de materiales el 



Esta ecuación tiene dos raíces, Q p , y 8^ que están separadas por 90° y así 
se especifica la inclinación de cada eje principal. 

El seno y el coseno de 2 8 p¡ y 28 pueden obtenerse de los triángulos 
mostrados en la figura A-14, que se basan en la ecuación A-ll. Si estas 
relaciones trigonométricas se sustituyen en la primera o segunda ecuación 
A-10 y se simplifica, el resultado es 



(A-12) 


Dependiendo del signo elegido, este resultado proporciona el momento 
de inercia máximo o mínimo para el área. Por otra parte, si las relaciones 
trigonométricas anteriores 8 Pl y 8^ se sustituyen en la tercera ecuación 
A-10, se verá que /,, = 0; es decir, el producto de inercia con respecto a los 
ejes principales es cero. Como en la sección A.3 se indicó que el producto 
de inercia es cero con respecto a cualquier eje de simetría, entonces se 
deduce que cualquier eje de simetría y el eje perpendicular a éste repre¬ 
sentan ejes principales de inercia para el área. Asimismo, observe que las 
ecuaciones obtenidas en esta sección son similares a las de transformación 
del esfuerzo y la deformación desarrolladas en los capítulos 9 y 10, respec¬ 
tivamente. 
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EJEMPLO A.5 



100 mm 


= -32 t r [S-í 


Determine los momentos de inercia principales para el área de la sec- 
dón transversal de la viga mostrada en la figura A-15, con respecto a un 
eje que pasa por el centroide C. 

SOLUCIÓN 

x Los momentos y el producto de la inercia de la sección transversal con 
400 mm respecto a los ejes x t y se determinaron en los ejemplos A .3 y A.4. Los 


resultados son 


-lÜOmm 


- 600 mm - 


ffigiini A* 15 


/, = 2.90(10*) mm 4 I y = 5.60(10*) mm 4 l xy = -3.00(10*) mm 4 

Si se usa la ecuación A-ll, los ángulos de inclinación de los ejes prin¬ 
cipales x' y y' son 


xy 


3.00(10*) 


lan26p Vx " h)¡ 2 [2.90(10*) - 5.60(10*)]/2 


= - 2.22 


26 pi = 114.2° 


2 6^ = -65.8° 


Por lo tanto, como Se muestra en la figura A-15, 

y 


6 p =57.1° 


6. = -32.9° 

Pi 


Los momentos de inercia principales con respecto a los ejes y / se 
determinan mediante el uso de la ecuación A-12. 




+ / 2 
■ *xy 


V 


' “2.90(10*) - 5.60(10*)“ 

2 

2 

t [ Jí.UU^lU JJ 


2.90(10*) + 5.60(10*) 


= 4.25(10*) ± 3.29(10*) 


/ñus* = 7.54(10*) mm 4 / mfn = 0.960(10*) mm 4 Resp. 

En específico, el momento de inercia máximo, 1^ = 7.54(10 9 ) mm 4 , se 
produce con respecto al eje x' (eje mayor), puesto que por inspección^ 
mayor parte del área transversal está alejada de este eje. Para mostrar 
k) anterior, sustituya los datos por d = 57.1° en la primera ecuación 
A-10. 
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A. 5 Círculo de Mohr para momentos 
de inercia 


+ I¿ y r m R 1 



Las ecuaciones A-10 a A-12 tienen una solución semigráfica cuyo uso es 
conveniente y en general es f ádl de recordar. Al elevar al cuadrado la pri¬ 
mera y la tercera ecuación A-10 y sumarlas, se comprueba que 

(í* - + W = (—y —J + V (A-13) 

En cualquier problema dado, ***** son variables , e I e / son cons¬ 
tantes conocidas. Por lo tanto, la ecuación anterior puede escribirse en for¬ 
ma compacta como 

(/, - 

Cuando se gráfica esta ecuación, la gráfica resultante representa un cír¬ 
culo de radio 

R = 

y que tiene $u centro ubicado en el punto (o, 0), donde a = (/ + 1)1 2. El 
círculo construido de esta m anera se llama círculo de Mohr. Su aplicación 
es similar al que se usa para la transformación del esfuerzo y la deforma¬ 
ción desarrollados en los capítulos 9 y 10, respectivamente. 


Procedimiento de análisis 


Aquí, el propósito principal del uso del círculo de Mohr es tener un 
medio conveniente para transformar l e / en los momentos de 
inercia principales para el área. El siguiente procedimiento propor¬ 
ciona un método para hacer esto. 

Calculo de / x , i y , t xy . 

Establezca los ejes x f y para el área, con el origen situado en el 
punto P de interés, por lo general el centroide, y determine jT e 
/ , figura A-16a. 




A* 16 


(a) 
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Procedimiento de análisis (continuación) 


Construcción del círculo. 

Establezca un sistema de coordenadas rectangulares de modo que 
d eje horizontal represente el momento de inercia /, y el eje ver¬ 
tical represente el producto de inercia / ^ figura A-16¿>. Determi¬ 
ne el centro del círculo, C, que se encuentra a una distancia (/ + 
/)/2 desde el origen y grafique el “punto de referencia” A que 
tiene coordenadas I I} ). Por definición, I x siempre es positivo, 
mientras que / puede ser positivo o negativo. Conecte el punto 
de referencia A con el centro del círculo y determine la distancia 
CA mediante trigonometría. Esta distancia representa el radio del 
drculo, figura A-16£>. Por último, dibuje el círculo. 



2 


-Jirón'-* 

{b} 

Figura A-16 (cuntí 


Momentos de inercia principales. 

Los puntos donde el círculo interseca al eje / dan los valores de los 
momentos de inercia principales e 7^„. Aquí el producto de 
inercia será cero en estos puntos, figura A-16¿>. 

Para encontrar la orientación del eje principal mayor, determine 
mediante trigonometría el ángulo 28 p¡ , medido desde el radio CA 
hasta el eje I positivo, figura A-lóó. Éste ángulo representa el do¬ 
ble del ángulo desde el eje x hasta el eje del momento de inercia 
máximo 1^, figura A-16a. Tanto el ángulo en el círculo, 28 p¡ , como 
el ángulo en el área, B Pt , deben medirse en el mismo sentido, co¬ 
mo se muestra en la figura A-16. El eje menor es para el momento 
de inercia mínimo Z^, que siempre es perpendicular al eje mayor 
que define a 1^ . 
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EJEMPLO A.6 


Use el círculo de Mohr para determinar los momentos de inercia 
principales para el área transversal de la viga, que se muestra en la 
figura A-17a,con respecto a los ejes principales que pasan por el cen- 
troide C. 

SOLUCIÓN 

Cálculo de Los momentos de inercia y el producto de 

inercia se determinaron en los ejemplos A.3 y A.4 con respecto a los 
ejes x, y que se muestran en la figura A-17a. Los resultados son I % = 
2.90(10®) mm 4 , I y = 5.60(10®) mm 4 e / = -3.00(10®) mm 4 

Construcción del drculo. Los ejes/e/^ se muestran en la figura 
A-176. El centro del círculo, C, se encuentra a una distancia (7, + l y )f 2 = 
(2.90 + 5.60)/2 = 4.25 del origen. Cuando el punto de referencia A (2.90, 
-3.00) se conecta con el punto C, el radio CA se determina a partir del 
triángulo gris oscuro CBA usando el teorema de Pitágoras: 


CA ~ V{1.35) 2 + (-3.00) 2 = 3.29 


El círculo se construye en la figura A-17c. 

Momentos de inercia principales- El círculo interseca al eje / en 
los puntos (7.54,0) y (0.960,0). Pot lo tanto, 


/ má3 = 7.54 (10 9 ) mm 4 
/ m f n = 0.96Q(1Q 9 ) mm 4 


Resp. 

Resp. 


Como se muestra en la figura A-17c, el ángulo 2 9 Pl se determina a 
partir del drculo midiendo en sentido antihorario desde CA hasta el eje 
/ positivo. Por lo tanto, 



400 mm 


—- -— 100 mm 


(a) 


V 10 ") 


mm 


425 Huí 

-2.90 -He 


/ 3.00 

K-JL 

A(2,90, -3.00) 




mm 


(b) 


20 Pt = 180° - tan" 1 




J JWÍJ1 1 


= 0.960 


114.2° 


0 Pl = 57.1° 


Por lo tanto, el eje principal mayor (para / ^ = 7.54(10®) mm 4 ) está 
Orientado a un ángulo = 57.1°, medido en sentido antihorario, desde 
el eje x positivo. El eje menor es perpendicular a dicho eje. Los resulta¬ 
dos se muestran en la figura A-17a. 



/{10®) mm 4 


A(2.90, -300) 
(c) 

Figura A-17 



































APÉNDICE 

B 


Propiedades 
geométricas de 
perfiles estructurales 


Secciones 1 de ala ancha o perfiles W 

Unidades PLS 






Designación 

Área 

A 

Peralte 

d 

Grosor 
cfel alma 

U 

Ala 

E^e x-x 

Eje y-y 

anchura 

bf 

grosor 

tf 

/ 

S 

f 

l 

$ 

f 

pulg x Ib/pie 

pulg 2 

pulg 

pulg 

pulg 

pulg 

pulg 4 

pulg 3 

pulg 

pulg 4 

pulg 3 

pulg 

W24 X 104 

30.6 

2406 

0.500 

12.750 

0.750 

3100 

258 

10.1 

259 

40.7 

2.91 

W24 X 94 

27.7 

2431 

0.515 

9.065 

0.875 

2700 

222 

9.87 

109 

24.0 

1.98 

W24 X 84 

247 

2410 

0.470 

9.020 

0.770 

2370 

196 

9.79 

94.4 

20.9 

1.95 

W24 X 76 

22.4 

23.92 

0.440 

8,990 

0.680 

2100 

176 

9,69 

82.5 

184 

1,92 

W24 X 68 

20.1 

23.73 

0.415 

8,965 

0.585 

1830 

154 

9.55 

704 

15.7 

1.87 

W24 X «2 

18.2 

23.74 

0.430 

7.0*0 

0.590 

1550 

131 

9.23 

34.5 

9.80 

1.38 

W24 X 55 

162 

23.57 

0.395 

7,005 

0.505 

1350 

114 

9.11 

29.1 

8,30 

134 

W18 X 65 

19.1 

18.35 

0.450 

7.590 

0.750 

1070 

117 

749 

54,8 

14.4 

1.69 

W18 X 60 

17.6 

18.24 

0.415 

7.555 

0.695 

984 

108 

747 

50.1 

13.3 

1.69 

W18 X 55 

162 

18.11 

0.390 

7.530 

0.630 

890 

983 

741 

44.9 

11.9 

1.67 

W18 X 50 

147 

17.99 

0.355 

7.495 

0.570 

800 

88.9 

7.38 

40,1 

10.7 

1.65 

W18 X 46 

13,5 

18.06 

0.360 

6.060 

0.605 

712 

78.8 

7.25 

22.5 

743 

1,29 

W18 X 40 

11.8 

17.90 

0.315 

6.015 

0.525 

612 

684 

7.21 

19.1 

6,35 

1.27 

W18 X 35 

10.3 

17.70 

0.300 

6,000 

0.425 

510 

57 j6 

7.04 

15,3 

5.12 

1.22 

W16 X 57 

168 

16,43 

0.430 

7.120 

0.715 

758 

922 

6.72 

43.1 

12.1 

1.60 

W16 X 50 

147 

1626 

0.380 

7.070 

0.630 

659 

810 

6.68 

37.2 

10.5 

1.59 

W16 x 45 

13,3 

1613 

0.345 

7.035 

0.565 

586 

72.7 

6.65 

32.8 

9.34 

1.57 

W16 X 36 

10.6 

15.86 

0.295 

6,985 

0.430 

448 

565 

6.51 

24.5 

7.00 

1.52 

W16 X 31 

9.12 

15.88 

0.275 

5.525 

0.440 

375 

472 

641 

12.4 

449 

1.17 

W16 X 26 

7.68 

15.69 

0.250 

5.500 

0.345 

301 

384 

6.26 

9.59 

349 

1.12 

W14 X 53 

15.6 

13.92 

0.370 

8.060 

0.660 

541 

770 

5.89 

57.7 

14.3 

1,92 

W14 X 43 

12.6 

13.66 

0.305 

7.995 

0.530 

428 

62.7 

5.82 

45.2 

11.3 

1.89 

W14 X 38 

11.2 

1410 

0.310 

6.770 

0.515 

385 

540 

5,87 

26.7 

7.88 

1.55 

W14 X 34 

10.0 

13.98 

0.285 

6.745 

0.455 

340 

48 A 

5.83 

23.3 

6.91 

1.53 

W14 X 30 

885 

13.84 

0.270 

6.730 

0.385 

291 

420 

5.73 

19.6 

5,82 

1,49 

W14 X 26 

7.69 

13.91 

0.255 

5.025 

0.420 

245 

353 

5.65 

8,91 

3.54 

1.08 

W14 X 22 

649 

13.74 

0.230 

5.000 

0.335 

199 

29.0 

5.54 

7.00 

2.80 

1.04 


800 






















Secciones I de ala ancha o perfiles W Unidades PLS 
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Secciones I de ala ancha o perfiles W 



Designación 

Área 

A 

Peralte 

d 

Grosor 
del alma 
t w 

Ala 

E^e x-x 

Eje y-y 

anchura 

bf 

grosor 

tf 

/ 

S 

r 

i 

S 

f 

pulgx Ib/pie 

pulg 2 

pulg 

pulg 

pulg 

pulg 

pulg* 

pulg 3 

pulg 

pulg 4 

pulg 3 

pulg 

W12 X 87 

25.6 

1253 

0.515 

12.125 

0810 

740 

118 

5.38 

241 

39.7 

3.07 

W12 X 50 

14.7 

12.19 

0.370 

8.080 

0.640 

394 

647 

5.18 

56.3 

13.9 

1,96 

W12 X 45 

13.2 

12,06 

0.335 

8.045 

0575 

350 

58.1 

5.15 

50.0 

124 

1.94 

W12 X 26 

7.65 

1222 

0.230 

6.490 

0380 

204 

334 

5.17 

17.3 

5.34 

1.51 

W12 X 22 

6.48 

1231 

0.260 

4.030 

0425 

156 

254 

491 

4.66 

2.31 

0.847 

W12 X 16 

471 

11.99 

0.220 

3.990 

0265 

103 

17.1 

467 

2.82 

141 

0.773 

W12 X 14 

416 

11.91 

0.200 

3.970 

0225 

88.6 

149 

462 

2.36 

1.19 

0.753 

W10 X 100 

29.4 

11.10 

0.680 

10.340 

1.120 

623 

112 

460 

207 

40.0 

2.65 

W10 X 54 

15.8 

10.09 

0.370 

10.030 

0615 

303 

60.0 

437 

103 

20.6 

2.56 

W10 X 45 

13.3 

10.10 

0.350 

8.020 

0.620 

248 

49.1 

432 

534 

13.3 

2.01 

W1Q X 39 

11.5 

9.92 

0.315 

7.985 

0530 

209 

42.1 

427 

45.0 

11.3 

1.98 

W10 X 30 

8.84 

10.47 

0.300 

5.810 

0510 

170 

32.4 

438 

16.7 

5.75 

1.37 

W10 X 19 

5.62 

1024 

0.250 

4,020 

0395 

96.3 

18.8 

414 

4,29 

2.14 

0,874 

W10 X 15 

441 

9.99 

0.230 

4,000 

0270 

68.9 

13.8 

3.95 

2.89 

145 

0.810 

W1Q X 12 

3.54 

9,87 

0.190 

3.960 

0210 

53.8 

10.9 

3.90 

2.18 

1.10 

0.785 

W8 X 67 

19.7 

9,00 

0.570 

8.280 

0.935 

272 

604 

3.72 

88.6 

214 

2.12 

W8 X 58 

17.1 

8.75 

0.510 

8.220 

0810 

228 

52.0 

3.65 

75.1 

18.3 

2.10 

W8 X 48 

14.1 

850 

0.400 

8.110 

0.685 

184 

43.3 

3.61 

60.9 

15.0 

2.08 

W8 X 40 

11.7 

825 

0.360 

8,070 

0560 

146 

35.5 

3.53 

49.1 

12.2 

2,04 

W8 x 31 

9.13 

8.00 

0.285 

7.995 

0435 

110 

27.5 

3.47 

37.1 

9.27 

2.02 

W8 X 24 

7.08 

7.93 

0.245 

6.495 

0.400 

82.8 

20.9 

342 

18.3 

5.63 

1.61 

W8 X 15 

444 

8.11 

0.245 

4.015 

0315 

48.0 

11.8 

3.29 

3.41 

1.70 

0.876 

W6 X 25 

7.34 

638 

0.320 

6.080 

0455 

53.4 

16.7 

2.70 

17.1 

5.61 

1.52 

W6 X 20 

5.87 

620 

0.260 

6.020 

0365 

41.4 

13.4 

2.66 

13.3 

4.41 

1.50 

W6 X 16 

474 

628 

0.260 

4.030 

0405 

32.1 

10.2 

2,60 

4.43 

2.20 

0,966 

W6 x 15 

443 

5.99 

0.230 

5.990 

0260 

29.1 

9.72 

2.56 

9.32 

3.11 

1.46 

W6 x 12 

3.55 

6j03 

0.230 

4.000 

0280 

22.1 

7.31 

2.49 

2.99 

1.50 

0.918 

W6 X 9 

2.68 

5.90 

0.170 

3,940 

0215 

164 

5.56 

2,47 

2.19 

1.11 

0,905 


B 
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Apéndice B Propi edades geométricas de perfiles estructurales 




Canales estándar estadounidenses o perfiles C Unidades PLS 








Ala 











Grosor 

HpI alma 




_ 








Arca 

Peralte 

I a nrh 11 ra 

grosor 

tjQ XX 


Eje y-y 













Designación 

A 

d 


bf 




/ 

S 

r 

/ 

S 

r 

pulg x Ib/pie 

pulg 2 

pulg 

pulg 

1 

pulg 

pulg 

pulg* 

pulg 3 

pulg 

pulg* 

pulg 3 

pulg 

C15 X 50 

147 

15.00 

0.716 

11/16 

3.716 

3Í 

0.650 

5/8 

404 

53.8 

5.24 

11.0 

3.78 

0.867 

C15 X 40 

11.8 

15.00 

0.520 

1/2 

3.520 

35 

0.650 

5/8 

349 

46.5 

5.44 

9,23 

337 

0.886 

C15 X 33.9 

9.96 

15,00 

0.400 

3/8 

3.400 

3i 

0.650 

5/8 

315 

42,0 

5.62 

8.13 

3.11 

0.904 

C12 X 30 

8.82 

12.00 

0.510 

1/2 

3.170 

3| 

0.501 

1/2 

162 

27.0 

429 

5.14 

2.06 

0.763 

C12 X 25 

7.35 

12.00 

0,387 

3/8 

3.047 

3 

0.501 

1/2 

144 

24.1 

443 

4.47 

1-88 

0.780 

C12 X 20.7 

609 

12.00 

0.282 

5/16 

2942 

3 

0.501 

1/2 

129 

21.5 

461 

3.88 

1.73 

0.799 

CIO X 30 

882 

10.00 

0.673 

11/16 

3.033 

3 

0.436 

7/16 

103 

20.7 

3.42 

3.94 

1/55 

0,669 

CIO X 25 

7.35 

10.00 

0,526 

1/2 

2.886 


0.436 

7/16 

91.2 

18.2 

3.52 

3.36 

1-48 

0.676 

CIO X 20 

5.88 

10.00 

0.379 

3/8 

2.739 


0.436 

7/16 

78.9 

15.8 

3.66 

2.81 

132 

0.692 

CIO X 15.3 

449 

10.00 

0.240 

1/4 

2.600 

2f 

0.436 

7/16 

67.4 

13.5 

3.87 

2.28 

1.16 

0.713 

C9 X 20 

5.88 

9.00 

0.448 

7/16 

2.648 

4 

0.413 

7/16 

60.9 

13.5 

3.22 

2.42 

1.17 

0.642 

C9 X 15 

441 

9.00 

0.285 

5/16 

2485 

2- 
* 2 

0,413 

7/16 

51.0 

11.3 

3.40 

1.93 

1j01 

0.661 

C9 X 13.4 

894 

9.00 

0.233 

1/4 

2.433 

2- 

0.413 

7/16 

47.9 

10.6 

3.48 

1.76 

0.962 

0.669 

C8 X 18.75 

551 

8.00 

0.487 

1/2 

2527 

2- 

0.390 

3/8 

440 

11,0 

2.82 

1.98 

1j01 

0.599 

C8 x 13.75 

404 

8.00 

0.303 

5/16 

2.343 

2 i 

0.390 

3/8 

36.1 

9.03 

2.99 

1.53 

0854 

0.615 

C8 x 11.5 

338 

8.00 

0.220 

1/4 

2.260 

2i 

0.390 

3/8 

32.6 

8.14 

3.11 

1.32 

0.781 

0.625 

C7 x 14.75 

433 

7.00 

0.419 

7/16 

2.299 

O-! 

0.366 

3/8 

27.2 

7.78 

2.51 

1.38 

0.779 

0.564 

C7 X 12.25 

360 

7,00 

0.314 

5/16 

2194 

2 í 

0.366 

3/8 

242 

6.93 

2.60 

1.17 

0,703 

0.571 

C7 X 9.8 

287 

7.00 

0.210 

3/16 

2.090 

2* 

0.366 

3/8 

21.3 

6.08 

2.72 

0.968 

0-625 

0.581 

C6 X 13 

383 

6.00 

0.437 

7/16 

2157 


0.343 

5/16 

17.4 

5.80 

2.13 

1.05 

0-642 

0.525 

C6 X 10.5 

309 

6.00 

0.314 

5/16 

2034 

2 

0.343 

5/16 

15.2 

5.06 

2.22 

0.866 

0364 

0.529 

C6 X 8.2 

240 

6.00 

0.200 

3/16 

1.920 

1 1 

0,343 

5/16 

13.1 

4.38 

2.34 

0.693 

0.492 

0,537 

C5 X 9 

264 

5.00 

0.325 

5/16 

1.885 

ig 

0,320 

5/16 

8.90 

3.56 

1.83 

0.632 

0.450 

0.489 

C5 X 6.7 

197 

5.00 

0.190 

3/16 

1.750 

li 

0.320 

5/16 

7.49 

3,00 

1.95 

0.479 

0378 

0.493 

C4 X 7.25 

213 

4.00 

0.321 

5/16 

1.721 

1 i 

0.296 

5/16 

459 

2.29 

1.47 

0.433 

0343 

0.450 

C4 X 5.4 

159 

4.00 

0.184 

3/16 

1.584 

li 

0.296 

5/16 

3.85 

1.93 

1.56 

0.319 

0283 

0.449 

C3 X 6 

176 

3.00 

0.356 

3/8 

1.596 

lí 

0.273 

1/4 

2.07 

1.38 

1.08 

0.305 

0268 

0.416 

C3 X 5 

147 

3.00 

0.258 

1/4 

1.498 

1 - 

0,273 

1/4 

1.85 

1.24 

1.12 

0.247 

0233 

0.410 

C3 X 41 

121 

3.00 

0.170 

3/16 

1,410 

1 3 

0.273 

1/4 

1.66 

1.10 

1.17 

0.197 

0202 

0.404 































Ángulos que tienen patas iguales Unidades PLS 


803 


y 



Angulos que tienen petes iguale; 

Unidades PLS 







Tamaño 

Poso 


Eje x-x 

Eje y-y 

Eje z -2 

y grosor 

por pie 

Área A 

\ 

$ 

r 

y 

J 

5 

r 

X 

r 

pulg 

ib 

pulg 2 

pulg* 

pulg 5 

pulg 

pulg 

pulg 4 

pulg 5 

pulg 

pulg 

pulg 

L8 X 8 X 1 

51,0 

15» 

89.0 

15.8 

2.44 

2.37 

89.0 

15.8 

2,44 

2.37 

1.56 

L8 X 8 X l 

38.9 

11.4 

69.7 

12.2 

2.47 

2.28 

69.7 

12.2 

2.47 

2.28 

1.58 

L8 X 8 X f 

26.4 

7.75 

48,6 

8.36 

2.50 

2.19 

48.6 

8.36 

2.50 

2.19 

1.59 

L6X6X1 

37.4 

11» 

35,5 

8.57 

1.80 

1,86 

35.5 

8.57 

1,80 

1.86 

1.17 

L6 X 6 X | 

28,7 

844 

28.2 

6.66 

1.83 

1.78 

28.2 

6,66 

1,83 

1.78 

1.17 

L6 X 6 X | 

19.6 

5.75 

19.9 

4.61 

1.86 

1.68 

19.9 

4,61 

1,86 

1.68 

1.18 

L6 X 6 X | 

14.9 

436 

15,4 

3.53 

1.88 

1,64 

15.4 

3.53 

1.88 

1.64 

1.19 

L5 X 5 X | 

23.6 

6.94 

15.7 

4.53 

1.51 

1.52 

15.7 

4.53 

1.51 

1.52 

0.975 

L5 X 5 X | 

16.2 

4.75 

11.3 

3.16 

1.54 

1.43 

11.3 

3.16 

1.54 

1.43 

0.983 

L5 X 5 X l 

12.3 

3j61 

8.74 

2.42 

1,56 

1.39 

8.74 

2.42 

1.56 

1.39 

0,990 

L4x4x] 

18.5 

544 

7.67 

2.81 

1.19 

1.27 

7.67 

2.81 

1.19 

1.27 

0.778 

L4x4x| 

12.8 

3.75 

5.56 

1.97 

1.22 

1.18 

5.56 

1.97 

1.22 

1.18 

0.782 

Ux4x| 

9.8 

236 

4.36 

1.52 

1.23 

1.14 

436 

1.52 

1.23 

1.14 

0.788 

Ux4x) 

6.6 

1,94 

3.04 

1.05 

1.25 

1.09 

3.04 

1.05 

1.25 

1.09 

0.795 

L3^ X 3j X \ 

11.1 

325 

3.64 

1.49 

1.06 

1.06 

3.64 

1.49 

1.06 

1.06 

0,683 

U 5 X 35 X l 

8.5 

2.48 

2.87 

1.15 

1.07 

1.01 

287 

1.15 

1.07 

1.01 

0,687 

U 5 X 35 X \ 

5.8 

1.69 

2.01 

0.794 

1.09 

0.968 

2.01 

0.794 

1.09 

0.968 

0.694 

13 X 3 X \ 

9.4 

2.75 

2.22 

1.07 

0.898 

0.932 

222 

1.07 

0.898 

0.932 

0.584 

L3 X 3 X ¡j 

7.2 

2.11 

1.76 

0.833 

0.913 

0.888 

1.76 

0.833 

0.913 

0.888 

0.587 

13 X 3 X J 

4.9 

144 

1.24 

0.577 

0.930 

0.842 

124 

0.577 

0.930 

0.842 

0.592 

L2j X 2| X | 

7.7 

225 

1.23 

0.724 

0.739 

0,806 

123 

0,724 

0.739 

0,806 

0.487 

L2| X 2\ X | 

5.9 

1.73 

0.984 

0.566 

0.753 

0.762 

0.984 

0.566 

0.753 

0.762 

0.487 

L2| X 2| X J 

4.1 

1.19 

0.703 

0.394 

0.769 

0.717 

0.703 

0.394 

0.769 

0.717 

0.491 

L2 X 2 X | 

4.7 

136 

0.479 

0.351 

0.594 

0.636 

0.479 

0.351 

0.594 

0.636 

0.389 

L2 X 2 X j 

3.19 

0.938 

0.348 

0.247 

0.609 

0.592 

0348 

0.247 

0.609 

0.592 

0.391 

12 X 2 X | 

1.65 

0484 

0.190 

0.131 

0.626 

0.546 

0.190 

0,131 

0.626 

0.546 

0.398 
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Apéndice B Propi edades geométricas de perfiles estructurales 


if 

L 


d x- 


y 

b r 


Secciones I de ala ancha o perfiles W Unidades SI 


Designación 

Area 

A 

Peralte 

d 

Grosor 
del alma 
tw 

Ala 

E^e x-x 

Eje y-y 

anchura 

b f 

grosor 

U 

/ 

$ 

f 

/ 

5 

f 

mm X kg/m 

mm 2 

mm 

mm 

mm 

mm 

10 a mm 4 

10 * mm* 

mm 

10 6 mm 4 

10 3 mm 3 

mm 

W610 X 155 

19 800 

611 

12.70 

3240 

19.0 

1290 

4220 

255 

108 

667 

73.9 

W610 x 140 

17900 

617 

13.10 

230.0 

22.2 

1120 

3630 

250 

45.1 

392 

50.2 

W610 X 125 

15900 

612 

11.90 

229.0 

19.6 

985 

3220 

249 

39.3 

343 

49.7 

W610 X 113 

14400 

608 

11.20 

228.0 

17.3 

875 

2880 

247 

34,3 

301 

48.8 

W610 x 101 

12900 

603 

10.50 

228.0 

14.9 

764 

2530 

243 

29.5 

259 

47.8 

W610 X 92 

11800 

603 

10.90 

179.0 

15.0 

646 

2140 

234 

14.4 

161 

34.9 

W610 X 82 

10500 

599 

10.00 

178.0 

12.8 

560 

1870 

231 

12.1 

136 

33.9 

W460 X 97 

12 300 

466 

11.40 

193.0 

19.0 

445 

1910 

190 

22.8 

236 

43,1 

W460 X 89 

11400 

463 

10.50 

192.0 

17.7 

410 

1770 

190 

20.9 

218 

42.8 

W460X 82 

10400 

460 

9.91 

191.0 

16.0 

370 

1610 

189 

18.6 

195 

42.3 

W460X 74 

9460 

457 

9.02 

190.0 

14.5 

333 

1460 

188 

16.6 

175 

41.9 

W460X 68 

8730 

459 

9.14 

1540 

15.4 

297 

1290 

184 

9.41 

122 

32.8 

W460X 60 

7590 

455 

8.00 

153.0 

13.3 

255 

1120 

183 

7.96 

104 

32.4 

W460X 52 

6640 

450 

7.62 

152.0 

10.8 

212 

942 

179 

6.34 

83.4 

30,9 

W410 X 85 

10800 

417 

10.90 

181.0 

18.2 

315 

1510 

171 

18.0 

199 

40.8 

W410 X 74 

9510 

413 

9.65 

180.0 

16.0 

275 

1330 

170 

15.6 

173 

40.5 

W410 X 67 

8560 

410 

8.76 

179.0 

14.4 

245 

1200 

169 

13.8 

154 

40.2 

W410 X 53 

6820 

403 

7.49 

177.0 

10,9 

186 

923 

165 

10.1 

114 

38.5 

W410 X 46 

5890 

403 

6.99 

140.0 

11.2 

156 

774 

163 

5.14 

73.4 

29,5 

W410 X 39 

4960 

399 

6.35 

140.0 

8.8 

126 

632 

159 

4.02 

57.4 

28.5 

W360 X 79 

10100 

354 

9.40 

205.0 

16,8 

227 

1280 

150 

24.2 

236 

48.9 

W360 X 64 

8150 

347 

7.75 

203.0 

13.5 

179 

1030 

148 

18.8 

185 

48.0 

W360X 57 

7200 

358 

7.87 

172.0 

13.1 

160 

894 

149 

11.1 

129 

39,3 

W360X 51 

6450 

355 

7.24 

171.0 

11.6 

141 

794 

148 

9.68 

113 

38.7 

W360 x 45 

5710 

352 

6.86 

171.0 

9,8 

121 

688 

146 

8.16 

95,4 

37.8 

W360X 39 

4960 

353 

6.48 

128.0 

10.7 

102 

578 

143 

3.75 

58.6 

27.5 

W360 X 33 

4190 

349 

5.84 

127.0 

8.5 

82.9 

475 

141 

2.91 

45.8 

26.4 


B 






































Skciones I de ala ancha o perfiles W Unidades SI 
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Designación 

Área 

A 

Peralte 

d 

Grosor 
del alma 

U 

Ala 

Eje x-x 

Eje y-y 

anchura 

bf 

grosor 

tf 

i 

S 

r 

i 

5 

f 

mm X kg/m 

mm 2 

mm 

mm 

mm 

mm 

10 * mm 4 

10 3 mm 3 

mm 

10 * mm 4 

10 * mm* 

mm 

W310 X 129 

16500 

318 

13,10 

308.0 

20.6 

308 

1940 

137 

100 

649 

77.8 

W310 X 74 

9480 

310 

9,40 

205.0 

16.3 

165 

1060 

132 

23.4 

228 

49,7 

W310 X 67 

8530 

306 

8,51 

204.0 

14.6 

145 

948 

130 

20,7 

203 

49.3 

W310 X 39 

4930 

310 

5,84 

165.0 

9,7 

848 

547 

131 

7,23 

87.6 

38,3 

W310 X 33 

4180 

313 

6.60 

102.0 

10,8 

65.0 

415 

125 

1.92 

37.6 

21.4 

W310 X 24 

3 040 

305 

5.59 

101.0 

6.7 

428 

281 

119 

1.16 

23.0 

19.5 

W310 X 21 

2 680 

303 

5.08 

101.0 

5,7 

370 

244 

117 

0.986 

19.5 

19.2 

W250 X 149 

19 000 

282 

17,30 

263.0 

28.4 

259 

1840 

117 

862 

656 

67.4 

W250 X 80 

10200 

256 

9.40 

255.0 

15.6 

126 

984 

111 

43.1 

338 

65,0 

W250 X 67 

8560 

257 

8.89 

204.0 

15.7 

104 

809 

110 

22.2 

218 

50.9 

W250 X 58 

7400 

252 

8.00 

203.0 

13.5 

873 

693 

109 

18.8 

185 

50.4 

W250 X 45 

5700 

266 

7.62 

148.0 

13.0 

71.1 

535 

112 

7.03 

95 

35.1 

W5Q X 28 

3 620 

260 

6,35 

102.0 

10,0 

39,9 

307 

105 

1.78 

349 

22.2 

W250 X 22 

2850 

254 

5.84 

102.0 

6.9 

288 

227 

101 

1.22 

23.9 

20.7 

W250 X 18 

2280 

251 

4,83 

101.0 

5.3 

225 

179 

99.3 

0,919 

18,2 

20.1 

W200 X 100 

12 700 

229 

14,50 

210.0 

23.7 

113 

987 

94.3 

366 

349 

53.7 

W200 X 86 

11000 

222 

13,00 

209.0 

20,6 

94.7 

853 

92.8 

31.4 

300 

53.4 

W200 X 71 

9100 

216 

10.20 

206.0 

17.4 

766 

709 

91.7 

25.4 

247 

52.8 

W200 X 59 

7580 

210 

9,14 

205.0 

14.2 

612 

583 

89.9 

20,4 

199 

51.9 

W200 X 46 

5890 

203 

7.24 

203.0 

11.0 

455 

448 

87.9 

15.3 

151 

51.0 

W200 X 36 

4570 

201 

6.22 

165.0 

10.2 

34.4 

342 

86.8 

7.64 

92,6 

40.9 

W200 X 22 

2 860 

206 

6.22 

102.0 

8.0 

20.0 

194 

83.6 

1,42 

27.8 

22.3 

W150 X 37 

4730 

162 

8.13 

154.0 

11.6 

222 

274 

68.5 

7.07 

91.8 

38.7 

W150 X 30 

3790 

157 

6.60 

153.0 

9.3 

17.1 

218 

67,2 

5.54 

72.4 

38.2 

W150 X 22 

2860 

152 

5,84 

152.0 

6.6 

12.1 

159 

65.0 

3.87 

50.9 

36.8 

W150 X 24 

3060 

160 

6.60 

102.0 

10.3 

134 

168 

66.2 

183 

35.9 

24.5 

W150 X 18 

2 290 

153 

5.84 

102.0 

7.1 

9.19 

120 

63.3 

1.26 

24,7 

23.5 

W150 X 14 

1730 

150 

4.32 

100.0 

5.5 

684 

91.2 

62.9 

0.912 

18.2 

23.0 


B 
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Apéndice B Propi edades geométricas de perfiles estructurales 



Canales estándar estadounidenses o perfiles C Unidades SI 


Designación 

Área 

A 

Peralte 

d 

Grosor 
del alma 
tw 

Ala 

x-x 

Eje y-y 

anchura 

b f 

grosor 

tf 

1 

S 

r 

1 

S 

r 

mm X kg/m 

mm 2 

mm 

mm 

mm 

mm 

10 * mm 4 

10 ^ mm 3 

mm 

10 * mm 4 

10 3 mm 3 

mm 

C380 X 74 

9480 

381.0 

18.20 

94.4 

16.50 

168 

882 

133 

438 

61.8 

22.0 

C380 X 60 

7610 

381,0 

13.20 

89.4 

16.50 

145 

761 

138 

384 

55.1 

22.5 

C380 X 50 

6430 

381.0 

10.20 

86,4 

16,50 

131 

688 

143 

338 

50.9 

22.9 

C310 X 45 

5690 

305.0 

13.00 

80.5 

12.70 

67.4 

442 

109 

2.14 

33.8 

19,4 

C310 X 37 

4740 

305.0 

9.83 

77.4 

12,70 

59.9 

393 

112 

186 

30.9 

19.8 

C310 X 31 

3930 

305.0 

7.16 

74.7 

12,70 

53.7 

352 

117 

1.61 

28.3 

20.2 

C250 X 45 

5690 

254,0 

17.10 

77.0 

11.10 

42.9 

338 

86.8 

1.61 

27.1 

17.0 

C250 X 37 

4740 

254.0 

13.40 

73.3 

11.10 

38.0 

299 

89.5 

140 

24.3 

17.2 

C250 X 30 

3790 

254.0 

9.63 

69,6 

11.10 

32.8 

258 

93.0 

1.17 

21,6 

17.6 

C250 X 23 

2900 

254.0 

6.10 

66.0 

11.10 

28.1 

221 

98.4 

0.949 

19.0 

18.1 

C230 X 30 

3790 

229.0 

11.40 

67.3 

10.50 

25.3 

221 

81.7 

1 j01 

19,2 

16.3 

C230 X 22 

2850 

229,0 

7.24 

63.1 

10.50 

21.2 

185 

86.2 

0803 

16.7 

16.8 

C230 X 20 

2540 

229.0 

5.92 

61,8 

10.50 

19.9 

174 

88.5 

0.733 

15,8 

17.0 

C200 X 28 

3550 

203,0 

12.40 

64.2 

9,90 

18.3 

180 

71.8 

0824 

16.5 

15.2 

C200 X 20 

2610 

203.0 

7.70 

59.5 

9.90 

15.0 

148 

75.8 

0.637 

14.0 

15,6 

C200 X 17 

2180 

203.0 

5.59 

57.4 

9.90 

13.6 

'rt 

T—1 

79.0 

0349 

12.8 

15.9 

C180 X 22 

2790 

178,0 

10.60 

58.4 

9.30 

11.3 

127 

63.6 

0374 

12.8 

14.3 

080 X 18 

2320 

178.0 

7.98 

55.7 

9,30 

10.1 

113 

66.0 

0487 

11.5 

14.5 

080 x 15 

1850 

178.0 

5.33 

53.1 

9.30 

8.87 

99.7 

69.2 

0.403 

10.2 

14.8 

050 X 19 

2470 

152.0 

11.10 

54.8 

8.70 

7.24 

95.3 

54.1 

0437 

10.5 

13.3 

050 X 16 

1990 

152.0 

7.98 

51.7 

8.70 

6.33 

83.3 

56.4 

0360 

922 

13.5 

050 X 12 

1550 

152.0 

5.08 

48.8 

8.70 

5.45 

71.7 

59.3 

0288 

8.04 

13.6 

030 X 13 

1700 

127.0 

8.25 

47.9 

8.10 

3.70 

58.3 

46.7 

0263 

735 

12.4 

030 X 10 

1270 

127.0 

4.83 

44.5 

8.10 

3.12 

49.1 

49.6 

0.199 

6.18 

12.5 

C1Q0 X 11 

1370 

102.0 

8.15 

43.7 

7.50 

1.91 

37.5 

37.3 

0.180 

5.62 

11.5 

O 00 X 8 

1030 

102.0 

4.67 

40.2 

7,50 

1.60 

31.4 

39.4 

0.133 

4.65 

11.4 

C75 X 9 

1140 

76.2 

9.04 

40,5 

6.90 

0.862 

22.6 

27.5 

0,127 

439 

10.6 

C75 X 7 

948 

76.2 

6.55 

38.0 

6.90 

0.770 

20.2 

28.5 

0.103 

383 

10.4 

C75 X 6 

781 

76.2 

4.32 

35.8 

6.90 

0.691 

18.1 

29.8 

0.082 

332 

10.2 


B 

































ÁNGULOS QUE TIENEN PATAS IGUALES UNIDADES SI 
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y 



Ángulos que tienen patas iguales 

l 

Inklades SI 







Tamaño y grosor 

Masa 

por 

metro 

Area 

Eje x-5t 

Eje y-y 

Eje z-2 

1 

S 

r 

y 

1 

$ 

r 

X 

r 

mm 

Icg 

mm 5 

10 * mm 4 

10 * mm 3 

mm 

mm 

10 * mm 4 

10 * mm 3 

mm 

mm 

mm 

L2G3 X 203 X 25.4 

75.9 

9 680 

36.9 

258 

61.7 

60.1 

36.9 

258 

61.7 

60.1 

39,6 

L2Q3 X 203 X 19.0 

57.9 

7 380 

28.9 

199 

62.6 

57.8 

28.9 

199 

62.6 

57.8 

40.1 

L203 X 203 X 12.7 

39.3 

5 000 

20.2 

137 

63.6 

555 

20.2 

137 

63.6 

55.5 

40.4 

1152 X 152 X 25.4 

55.7 

7100 

14.6 

139 

453 

472 

14.6 

139 

45.3 

47.2 

29.7 

U52 x 152 x 19.0 

42.7 

5 440 

11.6 

108 

462 

45j0 

11.6 

108 

46.2 

45.0 

29.7 

1152 X 152 X 12.7 

29.2 

3 710 

8.22 

75.1 

47.1 

42.7 

8.22 

75.1 

47.1 

42.7 

30.0 

US2 X 152 X 9.5 

22.2 

2 810 

6.35 

57.4 

475 

41.5 

6.35 

57.4 

47.5 

41.5 

30.2 

1227 X 127 X 19.0 

35.1 

4480 

6.54 

73.9 

382 

38.7 

6.54 

73.9 

38.2 

38.7 

24.8 

1227 X 127 X 12.7 

24.1 

3 060 

4.68 

51.7 

39.1 

36.4 

4,68 

51.7 

39.1 

36.4 

25.0 

1227 X 127 X 9.5 

18.3 

2330 

3.64 

39.7 

395 

35.3 

3.64 

39.7 

39.5 

35.3 

25.1 

1202 X 102 X 19,0 

27.5 

3 510 

3.23 

46.4 

303 

32.4 

3.23 

46,4 

30.3 

32.4 

19.8 

1202 X 102 X 12.7 

19.0 

2 420 

2.34 

32.6 

31.1 

30.2 

2.34 

32.6 

31.1 

30.2 

19.9 

1202 X 102 X 9.5 

14.6 

1840 

1.84 

25.3 

31.6 

29.0 

1.84 

25.3 

31.6 

29.0 

20.0 

1202 X 102 X 6,4 

9.8 

1250 

1,28 

17.3 

32.0 

27.9 

128 

17.3 

32.0 

27.9 

20.2 

L89 X 89 X 12.7 

16.5 

2100 

1.52 

24.5 

26.9 

26.9 

1.52 

24,5 

26.9 

26.9 

17.3 

L89 X 89 X 9.5 

12.6 

1600 

1.20 

19.0 

27.4 

25.8 

1.20 

19,0 

27.4 

25.8 

17.4 

L89 x 89 X 6.4 

8.6 

1090 

0.840 

13.0 

27,8 

24.6 

0.840 

13.0 

27.8 

24,6 

17.6 

L76 X 76 X 12.7 

14.0 

1770 

0.915 

17.5 

22.7 

23.6 

0.915 

17.5 

22.7 

23.6 

14.8 

L76 X 76 x 9.5 

10.7 

1360 

0.726 

13.6 

23.1 

22.5 

0.726 

13.6 

23.1 

22.5 

14.9 

L76 X 76 X 6.4 

7.3 

927 

0.514 

9.39 

235 

21.3 

0.514 

9.39 

23.5 

21.3 

15,0 

L64 X 64 X 12.7 

11.5 

1450 

0.524 

12.1 

19,0 

20,6 

0.524 

12.1 

19.0 

20.6 

12.4 

L64 X 64 X 9,5 

8.8 

1120 

0.420 

9.46 

194 

19,5 

0.420 

9.46 

19,4 

19.5 

12.4 

L64 X 64 X 6.4 

6,1 

766 

0.300 

6.59 

19.8 

182 

0.300 

6,59 

19.8 

18.2 

12.5 

L51 X 51 X 9.5 

7.0 

877 

0.202 

5,82 

152 

162 

0202 

5,82 

15.2 

16.2 

9.88 

L51 X 51 X 6,4 

4,7 

605 

0.146 

4.09 

15.6 

15.1 

0.146 

4,09 

15.6 

15.1 

9.93 

L51 X 51 X 3.2 

2.5 

312 

0.080 

2.16 

16.0 

13.9 

0.080 

2.16 

16.0 

13.9 

10.1 


B 
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Pendientes y deflexiones de una viga simplemente apoyada 
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Pendientes y deflexiones de una viga simplemente apoyada 


Viga 


Pendiente 


Deflexión 


Curva elá&tlca 
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_ - PL s 
0 * 4 * - 2 El 


t^m 4 * 


-PL? 
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-wl? 
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” - - iL * + «■*> 
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Soluciones y respuestas parciales 
a los problemas fundamentales 


Capítulo 1 




Fl-1 

Toda la viga: 

— 0; 

60 - 10(2) - A y (2) = 0 

A y = 20 kN 



Segmento izquierdo: 

* EF, = 0; 

JV c =*0 


Resp. 


+ = 0; 

20 - V C m 0 

V c - 20 kN 

Resp. 


¡,+ S = 0; 

M c + 60 - 20(1) = 0 

Mc = ” 40 kN * m 

Resp. 

Fl-2 

Toda la viga: 

Í+ZM A = 0; 

B y (3) - 100(1.5)(0.75) - 200(1.5)(2.25) = 0 

B y = 262.5 N 




Segmento derecho: 

* SF, = 0; 

N c = 0 


Resp. 


+ t2F y = 0; 

V c + 262.5 - 200(1.5) = 0 

V c = 37.5 N 

Resp . 


i +SM C - 0; 

262.5(1.5) - 200(1.5)(0.75) - M c = 0 

M c ~ 169N*m 


Resp. 

Fl-3 

Toda la viga: 

* xf* = o; 

b* = o 




l+ZM A ~ 0; 

20(2)(1) — By(4) = 0 

B y = 10 kN 



Segmento derecho: 
**F X = 0: 

JV c = 0 


Resp. 


+ tSF y = 0; 

V c - 10 = 0 

V c = 10 kN 

Resp. 


i+2M c = 0; 

-M c - 10(2) = 0 

M c = -30 kN - m 

Resp. 

Fl-4 

Toda la viga: 

■i 




i+SJWj = 0; 

-(10)(3)(2) + 10(3)(4.5) - 6) = 0 

Ay = 27,5 kN 



Segmento izquierdo: 
ZF X = 0; 

jv c = o 


Resp. 


+ t XFy = 0: 

27.5 - 10(3) -V c ~ 0 

Vc = -2.5 kN 

Resp. 


i+SA/ c = 0; 

M c + 10(3)(1,5) — 27,5(3) = 0 

M c = 37.5 kN ■ m 

Resp. 

Fl-5 

Toda la viga: 

* ZF X = 0; 

Í +SjIí s = 0; 

A x = 0 

300(6)(3) - |(300)(3)(1) - A y (6) = 0 

Ay - 825 Ib 



Segmento izquierdo: 

■i XF x = 0; 

jv c = o 


Resp. 


+ ÍSF y = 0¡ 

825 - 300(3) - V c = 0 

Vc ” “75 Ib 

Resp. 


= 0; 

M c + 300(3)(1.5)-825(3) = 0 

Mc = 1125 Ib ‘pie 

Resp. 
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Fl -6 Toda la viga: 
i+SA/^ = 0 ; 

= 0 ; 

+ |SF y - 0 ; 

Segmento izquierdo: 
^'ZF X - 0 ; 

+ ÍSF, = 0; 
i,+YM c = 0 ; 


*ai>(f)w - 5(6)(3) = 0 
37.5(|) - A x - 0 
A y + 37.5(|) - 5(6) = 0 

N c — 30 = 0 

7.5 - 5(2) - V c = 0 

M c + 5(2)(1) - 7.5(2) - 0 


J7 hd = 37.5 kN 
A x = 30 kN 
A y - 7.5 kN 

N c = 30 kN 
V c =-25 kN 
Aí c = 5kN-m 


Resp. 

Resp. 

Resp. 


Fl-7 Viga: 

EAÍ A ' 0; Tcd = 2iv 
- 0\T ab = w 


Barra AR\ 
a = 300(10*) 

w ~ 3 N/m 
Barra CD: 

o- = J 300(10?) 
w = 2.25 N/m 


w 

io ; 


2w_ 
15 ; 


Resp. 


Fl -8 A = it( O.l 2 - 0.08 2 ) = 36(10“V m 2 

P 300(10*) 

g- =¡ -—‘ ^ -“— í= 26.5 MPa Resp. 

A 3.6(10“ V P 

Fl-9 A = 3[4(1)] - 12 in 2 
P 15 

^ = 1-25 ksi Resp. 


Fl-11 

A a = A c = Jo.5 2 ) - 0,Q625r¡r pulg 2 , A B ~ ^(l 2 ) 

= 0.25-ít pulg 2 

ira = - 7 ^ - 7777 - = -7.6* ksi = 7.64 ksi (C) Resp. 

^ = ^ = 55ásí = w ' 2k!i ' T » 

EL-tZ 

F ÁD - 30(9,81) N = 490,5 N 


+1 SF y = 0; 

^ c (|) ^ 490.5 = 0 

F ac - 817.5 N 

*3¡*z“0i 

; S17.5(j) - - 0 

F ab = 654N 


Am = j(0.008 2 ) » 16(10“ V m 2 

(<^»w= 77 = ló(irv = 13,0 MPi ** 


FUI© 


Considere que la sección transversal está formada 
por un rectángulo y dos triángulos. 


XjM 
y ~ "s ~A 


015[(0.3)(0.12)] + (0.1) 


-(0.16)(0.3) 


03(0.12) + -<p,16)(03) 


= 0.13 m = 130 mm 


Resp, 


^"pargm 


P_ 

A 


600(10?) 

0.06 


= 10 MPa 


Resp. 


Fl-13 Anillo C: 

+ f= 0; 2F eos60°-200(9.81) = 0 F = 1962N 

F 1962 

150(ltf)= — 

d = 0.00408 m = 4.08 mm 

Use d = 5 mm Resp. 



812 


Soluciones y respuestas parciales a los problemas fundamentales 


Fl-14 


Fl-15 


Fl-16 


Fl-17 


Fl-18 


Fl-19 


Todo el bastidor: 

YF y *= 0; A y - 6001b 
'ZM b = 0; A x = 8001b 


F a = V (600) 2 + (800) 2 = 1000 Ib 
, , FJ2 1000/2 

(r*V- - — = 1 ( 655 ? = 19,2 


Doble cortante: 

EF, = 0; 4V-10 = 0 V =25 kip 

A = = 014062577 pulg 2 

V 2.5 

Tpn>m " A “ 0.14062577 ~ 5,66 ksi 


■ftesp. 


Chitante simple: 

SF, = 0; F-3K=0 V = y 

A = ^(0.004 2 ) = 4<10 _í )t 7 m 2 


(Tpr^W = T ; 60(10^) - 


P 

3 


A' 4(10-V 

P = 2.262(1Q 3 ) N = 2.26 kN Jfcsp. 

EF* = 0 : 1 ^-FoOS 60 ° = 0 v= 0.5 P 

* = (^) (0 ■ 02S) - 1 ■ 4 ^ 1<r3 > ,,,, 
i/ neo 

«ocio- 1 ) = 


('Tpnoin)! 


pWpcm, - A , 1,4434(1o _í ) 

P »1.732(10 3 ) N = 1.73 kN Jfe,sp. 

^ fuer za resultan te sobre el pasador es 
F = V30 2 + 40? = 50 kN. 

Aquí se tiene doble cortante: 

F 50 

V = — = — = 25kN 
2 2 

A = jtO.03 2 ) = 0.225(10“ 3 )t 7 m 2 
V 25(10 3 ) 

T j -- — = -i—= 35,4 MPa Resp. 

p ™" 1 A 0.225(10“ 3 )7r F 


■^EF J . = 0; 30-W = 0 N = 30kN 

APa 
30(10*) 


oy 250 

- — = 166.67 MPa 

AT, 

A’ 


<r,*™ = —; 166.67(10*) 


4 


¿f = 15.14 mm 


Resp. 


Fl-20 

EF X - 0; A^ H - 30=0 N AB »30kip 

EF* = 0; A flC - 15 -15 -30 = 0 A sc = 60kip 
_ oy 50 . 

^ptra! — F S — 1 5 — 


Segmento AB\ 
N ab . 


' penn 


33.33 - 


30 


1 AS 


Ai(0.5) 
fti = 1 . 8 pulg 


Segmento BC\ 
Niic 


r perm 


33.33 = 


60 




A 2 (0.5) 
h 2 = 3.6 pulg 


Use hi = lgpulg y h = 3^ pulg 


Resp. 


Fl-21 N = P 


OY 250 


P«m p£ 


= 125 MPa 


A r = ^-(0.04 2 ) = 1.2566(10-*) m 2 

A^ = 2(0.06 - 0.03) (0,05) = 3(10 -3 ) m 2 
La barra fallará primero. 

= X = 1.2566(10"*) 

P = 157.08(10*) N = 157 kN Resp. 


Fl -22 ■^EF I = 0; 80-2V = 0 V = 40kN 


TfjjLa 100 


'pCnn p£_ 

^ Y.. 

rperm “ j^\ 


2.5 


= 40 MPa 


40(10 tí ) = 


40(10*) 

-d 1 

4 


íf = 003568 m -35.68 mm 
Use d = 36 mm Resp. 


Fl-23 V = P 


_ £wi t, _ i £0 _ 

f* 1 ” 1 F.S. ” 2.5 48 MP 

Area del plano cortante para la cabeza del perno 
y la placa: 

A fr = 7 rdt = t 7(0.04)(0.075) = 0.0037rm 2 
A p = 77 di = 77(0.08)(0.03) = 0002477 m 2 


Use d = 16 mm 
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Gomo el área del plano cortante para la placa 
es más pequeña, 

TfNOT1 = " 00024^ 

P = 361.91 (10 a ) N = 362 kN Resp. 


Fl-24 


L+SJW fl = 0; -(300)(9)(6) - 6V(9) = 0 V = 150 Ib 




ípcrm fS 

= V 

rperm ^ ¡ 


. 150 

g (103) = —- 

-d 2 

4 

d = ai545 pulg 


Use d - — pulg 


Resp. 


Capítulo 2 

F2-1 


&c 0.2 
600 400’ 


ÍCD - 


<5 C = 03 irim 
0,3 


-en 


300 


= 0001 mm/mm 


Resp. 


¥ 2*2 

/002 ü \ 

8 = lwr íd = 03491 (10 -3 ) rad 

& B = 8L ab = 03491 (10“ 3 )(Ó00) = 03094 mm 
= 8L aC = 0t3491(10 _3 )(1200) = 0.4189 mm 
_ *b 

ítfD ~ "7~ 

- ^ 
íce - 7 

J-CE 


— j~ = 0524(10 3 ) mm/mm 

400 

Resp. 

0 4189 

¿ftA - = 0,698(10 3 ) mm/mm 

0ÍJ0 

Resp. 


F2*3 

a = Jo = a005rad 
(rAy = í-8 


^- = 0.01333 rad 


ir (n , 
= « " 0 

= 0.005 - 0,01333 
■ -0.00833 rad 


Jíesp. 


F2-4 

Lbc~ V300? + 4002 = 500 mm 

tjrc" V(300 - 3) 2 + (400 + 5) 2 = 502.2290 mm 

a = ¿ = 0007407 rad 
405 

, v Lffc-Lnc 332.2290 - 500 


- 0.00446 mm/mm 

Resp. 

, » ít f /ir \ 


— y-(j +■)--« 


= —000741 rad 

Resp. 


F2-5 

L 4C = Vl C d + ¿LD 2 = V300 2 + 300 2 = 424.2641 mm 
L ac = + ¿7o- 2 = V306 2 +~296 2 = 425.7370 mm 

5 = “"(ÍS) 9 " 2Bn "(Ís) " L6W0rad 

-L^ 425.7370 - 424,2641 

U * c)prom 424,2641 

= 000347 mm/mm 

(y E ) xy = J~ 8 = §~ 1 - 6040 = “00332 rad 


Resp. 

Resp. 


Capítulo 3 


F3-1 

El material que tiene propiedades unifor¬ 
mes en toda su extensión. 

Resp. 

F3-2 

El límite proporcional es A 

Resp. 


El esfuerzo último es D. 

Resp. 

F3-3 

La pendiente inicial del diagrama rr-e 

Resp. 

F3-4 

Verdadero. 

Resp. 

F3-5 

Falso, Use el área de la sección transversal 
y la longitud originales. 

Resp. 

F3-Ó 

Falso. Por lo general disminuirá. 

Resp. 

E3-7 

_ tr _ P 
€ E AE 

PL 100(10P)(0.100) 

S ~ tL ~ AE ~ ^(0.015) 2 200(10 9 ) 



= 0.283 mm 

Resp. 

F3-8 

o- P 

* E AE 



z i PL . 

S = tL = AÉ' 

„„„„ (10 000) (8) 

0003 = 

12E 



E = Z22(10^)psi 

Resp. 
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FJ-9 


F3-10 


F3-11 


R-12 


P 

AE 
PL 
AE 
= 3.06 mui 


t = — = 


S= f L = 


6(10 3 )4 


; (0.01 ) 2 lootio 5 ) 


Resp. 


cr = 


lOOtlO 3 ) 


= 318.31 MPa 


A *(0.02 2 ) 

Cómo <x < cry = 450MPa, La ley de Hooke 
es aplicable. 

oy 450(10*) 

E = “ =--—¿ = 200 GPa 

€ V 0.00225 

<r 318.31(10*) 

* = E = 200(10’) = 00015,2 mm/mm 

& = cL = 0,001592(50) = 0.0796 mm Resp. 

P 150H0 3 ) 

rr = — = — W = 477.46 MPa 
A f(0.02 2 ) 

Como cr > <j-y= 450 MPa, aplicable. 

A partir de La geometría del diagrama de 
esfuerzo-deformació ti, 

g - 0,00225 _ 477.46 - 450 
0.03 - 0.00225 500 - 450 

€ = 0.017493 

Glande se retira la carga, la deformación se 
recupera a lo largo de una Línea paralela 
a la línea elástica original. 

í r Y 450(10*) 


Aquí E as 


= 200 GPa. 


fy 0.00225 
La recuperación elástica es 
o- 477.46(10*) 

= 0.002387 mm/mm 


ir E 


200 ( 10 ?) 


g, = g - g, = 0.017493 - 0002387 
= 001511 mm/mm 
S p = c p L = 001511(50) = 0.755 mm 


Resp. 


0.2 


íbc = ” = 06667(10~ 3 ) mm/mm 

I^BC -"JLt 

o-se = Eeac = 200(10 9 )[0.6667(10 -3 )] 

= 133.33 MPa 

Como cr se < <ry = 250 MPa, la ley de Hooke 
es válida. 

'*-35 m33(I06) = ém 

F bc = 942,48 N 

(+SM, = 0; 94248(0.4) - P(0.6) = 0 

P = 628.31 N = 628 N Resp. 


F3-13 


_ P _ 10(10 3 ) 
A~ *(0.015 f 


= 56.59 MPa 


^long ~ 




£ 70(10 w ) 

íim= "Peipn* = -035(0,808(10 -3 )) 

= -0.283(10“ 3 ) 

Sd - (-0.283(10 -3 ))(15 mm) = -424(10" 3 ) mm 

Jíesp. 


F3-14 


50(10?) 
f(0.02?) 
1.40 


159.15 MPa 


P 

Cr = A 

= T = ~ 0.002333 mm/mm 

L 600 

O- 159.15(10*) 

£ = Z = ^ó¿3r = 68 ' 2GPa 


Resp. 


d' - d 


19.9837 - 20 


v - — 


C = 


= -0815(10 3 ) mm/mm 
-0815(10 _í ) 

g, ' 0.002333 = a3493 ^ 0349 

-£— -68,21-_ 25 3 GPí| 

2(1 + v) 2(1 + 0.3493) Resp 


F3-15 


« - ^ = 0.003333 rad 

TT 7T / W \ 

y= 2~ a ^2 "(2 ~ a ) 

- a - 0.003333 rad 

t = Cy = [26(10 9 )](0.003333) = 8667 MPa 

V P 

t — —¡ 8667(10*) =- 

A' K * 0,15(0.02) 


P = 260 kN 


Resp. 


F3-16 


002 rad 


a ~ — = 0.02 rad 

ir ir (ir \ 

r» j-«-j-(j-«J = a = 

Cuando P se retira, la deformación cortante se 
recupera a lo largo de una línea paralela a la 
línea elástica original. 

y t - y y = 0.005 rad 

y p - y ~ y, = 0.02 - 0,005 — 0,015 rad Resp. 


Capítulo 4 

F4-1 A = J(0,02 2 ) = 0.1(10”V m 2 

Se = ¿{40(10 1 )(400) + [-60(10 3 )(600)]) 

-20(10*) N-mm 
AE 

= —0,318 ttim Resp. 
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F4-2 


F4-3 


F44 


F4-5 


- A cd = —( 0 . 02 2 ) - ftl ( 10 -V m 2 

4 

A k = ^(O.G4 2 - 0.03 2 ) = 0.175(10" 3 )tt m 2 
4 

[-10(10*)] (400) 

V [0.1 (10“ 3 V][68.9(10^)] 

[10(10 3 )] (400) 


[0.175(10“ 3 )tt][68.9(10 9 )] 

[-2Q(10 3 )](4Q0) 

[0.1 ( 10 3 )7t][ÓS.9 (10*)] 

= “0,449 mm 


Resp. 


A = ~(0.03*) 
S r = 


- 


0225(10“ 3 )tt m 


| -90(10 3 ) 


C 0,225(10“ 3 )tt[200(10 # )] 

- 2^30(10 3 ) (0.4) + [~90(10 3 )(0,ú)]J 


= -0772(10“ 3 ) m = -0772 mm 
PL [60(10 3 )](0.8) 


Resp, 


&Á / B AE 


[0.1(10“ 3 )'7t][ 200(10?)] 
= 0.7639(10“ 3 )m i 


— 




Ó0Í10 3 ) 


= 1.2(10“ 3 ) m i 


* 50(10*) 

+ J. 5^ = 8 ^ + 

S Á = 1,2(10“ 3 ) + 0.7639(10“ 3 ) 

= 1.9639(10" 3 ) m - 1.96 mm i Resp. 
A = ^(0.02 2 ) = 0.1(10“V m 2 

Carga intema P(x) - 30(10 3 )* 

‘P(x)dx 




AE 


/ ■O.9. 

o 


p 1 l(l(T 9 )*][73.1(ltf)] j o 
= 0,529(10 -3 ) m = 0,529 mm 
45(10 3 ) 


F4-6 Carga distribu ida ,P(jf) = 


0.9 


30(10 3 )jt dx 
Resp , 

Jt = 50(10?)* N/m 


Carga interna /■(*) = |(50(10 3 ))j(jt) = 25(10V 
r L P(x)dx 


-i; 


AE 


[0.1(10”V]P3.1(10 fl )]A 
0,265 mm 


i 


[25(l(íV]í/jr 

Resp. 


Capítulo 5 

F5-1 J = ^(0.Q4 4 ) = 1.28 (10“ V m 4 

T c 5(10 3 )(0.04) __ 

TA = Tmísi - " - -- 7 — = 49.7 MPa 

J 128(10“V Resp. 

TpB 5(10 3 X0.03) __ 

r a — —— -- z — = 37,3 MPa Resp. 

J 1.28(10^)17 


F5-2 J = |(0.06 4 - Ü.04 4 ) = 5.2(10“ 6 )tt m 4 
Tc 10(10^)(0.06) 

Tu = T mílt = — = -t— = 36.7 MPa 

J 5.2(10“V Resp. 

T Pa 10(10^(0,04) .. 

<r A = —— = . — = 24.5 MPa Resp. 


5.2(10“V 


F5-3 J Aa = ^(0.04 4 - 0.03 4 ) = 0875(KTV m 4 
J B c = |(0.Q4 4 ) = 128(10^)77 m 4 

(T ,, w= Z^.E<l». ai Mp a 


F5-4 


F5-5 


FS-6 


(Tflc)máx 


Jab 0875(10“V 

TbcCbc [6(H?)](0.<H) 
Jbc 1.28(10“V 

= 59.7 MPa 


Resp. 


Tab ~ O* _ ®0 N-m s Tcd — 0 


J = |(0.02 4 ) = 80(10"V m 4 

Tc 600(0.02) __ 

^-T'm S=v’ fl - 7MPa 


Resp. 


Jsc= ^(0.04 4 - 0.03 4 ) = 0875(10“V m 4 


(t ScÓmáJt 


TbcCbc 2100(0,04) 


Jbc 0.875(10“V 
= 30.6 MPa 


Resp. 


t = 5(103) N-m/m 

El par de torsión interno es T = 5(103)(0.3) = 
4000N-m 

J = |(0.04 4 ) = 1.28(10“ 6 )ir m 4 


T a c 4000(0.04) 

r A = ~~ = - ——-¡~ = 39.8 MPa 

J 128(10 “V 


Resp. 
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J = 1(0.03“) = 0.405(10“ V m 4 

* A/C ~ [0d405(10“ e )ir][75(10 # )] ^ 

+ lflO^U)) 

= - 0.00838 rad = -0.480° Reí 


J = —(0.02 4 ) = 80(10 _9 )ít m 4 
600(0.45) 

* B,A ~ [80(10" VF5(10’)] 
= 0.01432 rad = 0821° 


J = —(0.04“ - 0.03“) = 0.875(10 -& )'ít m 4 


El par de torsión interno es T(x) = —(25jc)(jf) 

__ - . _ -I . T . - * 




ibLab 3(10^)(0.9) 

JG [0.875(10“V][ 2 6(ltf)] 


= 003778 rad 
T b SUO 3 ) 

éa = — = — — 4- = 003333 rad 
k 90(10 3 ) 

4>Á = <I>B + 4>A¡B 

= 0.03333 + 0.03778 
= 0.07111 rad = 4.07° 


F5-10 J = -(0.02“) = 80(10“V m 4 


0,2 

* B/A ~ [80(10"V][75(10 9 )J t60 ° + f_300) 

+ 200 + 500] 

= 0.01061 rad = 0,608° 

F5-11 J = |(0.04 4 ) - Ij28(10 _6 )ír m 4 
t = SpO^N-m/m 

El par de torsión interno es StlO 1 )* N-m 

f L T(x)dx 
4>a¡B L JG 


<Í>AfB - / 

JO 


[i.28(i0"V]p5(itf’)] 
= OJ00531 rad = 0,304° 


/ spo 3 )**/* 

Jo 


E5-12 J = |(0.04“) = lj28(10 _ V m 4 

15(10-V , 

El par de torsión distribuido es t - ———(jr) 

0-6 

= 25(10 3 )jí N-m/rn 


= 12.5(10 3 )* 2 N-m 

Í L n*)dx . T k L k 

*** = l ~JG~ + ~7o~ 

- r ídóm 

-- , ir y . I / 12.5(10V^-r + 4500(0.4) 

[1.28(10" V]P5(10P)]LJo 


= 0008952 rad = 0513° 


Capítulo 6 

F6-1 +tS^ = 0; —V”9 = 0 V = -9kN Resp. 

i+SJlí D = 0; A/ + 9* = 0 M = |-9¿)kN-m 

Resp. 

F6-2 + TSTy = 0; -V - 2x = 0 V = [-2*] kip Resp. 

i+SAf o = 0; M + 2jr^|) - 18 = 0 

Ai = {18 — x 2 ) kip ■ pie Resp> 

F6-3 + - 0; -V ~ |(4*)(jf) = 0 

V=|-2^]kN Resp. 


SAÍ o = 0;A/+ -(4ar)(jr) 


«](§)-° 

- | -^jf 3 1 kN * m Resp, 


F6-4 0 í jt < 1,5 m 


+ t - 0; V = 0 Resp. 

i+EAfo = 0; Ai — 4 = 0 Af = 4kN-m 

Resp. 

1.5 m < jt < 3 m 

+ T£i> = 0; —K—9-Q V~ -9kN 

Resp. 

i+EAf o = 0; Af + 9 (jc — 1.5) — 4 = 0 

M = [17.5 - 9x] kN ■ m Reap. 

F6-5 (,+EAfn = 0; ¿ y (6)-30 = 0 4 y = 5kN 

+ TSíj, = 0; -V — 5 = 0 K=-5kN 

Resp. 

i+EAf o = 0; Af + 5i = 0 Ai = (-5*) kN ■ m 

Resp. 

F6-6 i+EAfj, = 0; A, (6) + 20 - 50 = 0 

A y ~ 5kN 

+ t2E y = 0; —V — 5 = 0 ^=-5kN 

Resp. 

1,+EAfo = 0 Af + 5jf — 50 = 0 

Aí= {50-5x]kN-m Resp. 
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F6-7 Diagrama de fuerza cortante. V ~ -4, je= 0. Pen¬ 
dente cero hasta x = 6. 

Diagrama de momento. Ai =0, x =0. Pendiente 
negativa constante hasta Ai = -16, x = 4“ 

Ai=8, x = 4 + . Pendiente negativa constante hasta 
Ai=0, je =6. 

F6-8 Diagrama de fuerza cortante. V = -6, x = 0. Pen¬ 
diente cero hasta je = 3. 

Diagrama de momento. Ai = 0, je = 0. Pendiente 
negativa constante hasta Ai = -9, x = 1.5", 

Ai = -21, jt = 1.5 + . Pendiente negativa constante 
hasta Ai =-30, x = 3. 


M =2250, Jt=9. Pendiente negativa constante, 
Ai = 0, Jt = 12. 

F6-14 Diagrama de fuerza cortante. V = 30, x = 0. 

Pendiente negativa constante. V = 0, x = 1.5, 

V = -50, jt = 4 _ . V = 20, jt = 4 + . Pendiente cero, 

V =20, jt =6. 

Diagrama de momento. Ai =0, jc= 0. Pendiente 
positiva decreciente hasta pendiente cero en 
jt = 1.5. Ai = 22.5, jt = 1.5. Pendiente negativa 
creciente, Ai = -40, jt =4, Pendiente positiva 
constante, Ai =0, jt = 6. 


F6*9 Diagrama de fuerza cortante. V = 0, Jt =0. Pen¬ 
diente cero hasta x = 1.5“, V = 4, *=1,5 + . 
Fundiente cero hasta jt =4.5“, V =0, jt =4.5+. 
Pendiente cero hasta V = 0, Jt = 6. 

Diagrama de momento. Ai =6, Jt=0. Pendiente 
oero hasta jt = 1,5. Ai = 6, x = 1,5. Pendiente 
positiva constante hasta jt = 4.5. Ai = 18, jt = 4.5. 
Pendiente cero hasta Ai = 18, jt = 6. 

Diagrama de fuerza cortante. V = 16.5, Jt = 0. 
Pendiente negativa constante hasta jt = 3, V = 0, 
jt = 2.75, V = -1.5, jt = 3. Pendiente negativa 
decreciente, V = -10.5, je=6. 

Diagrama de momento. Ai =0, jt =0. Pendiente 
positivadecreciente. Ai =22.7, jt =2.75. Pendiente 
negativa decreciente hasta Ai=0, jt =6. 

fi&-l 1 Diagrama de fuerza cortante. V = 0, Jt = 0. 

Pendiente negativa constante, V = ~6,x = 1.5", 

V =0, jt = 1,5 + . Pendiente cero hasta je=4.5, 

V =0, je =4,5. V = 6, jt =4,5 + . Pendiente negativa 
constante, V =0, x = 6. 

Diagrama de momento. Ai = 0, je= 0. Pendiente 
negativa creciente, Ai = -4.5, je =4.5. Pendien¬ 
te positiva decreciente, Ai =0, je =6. 


P6-15 / = 2 ^(0.02)(0.2?) + ¿(0.26)(0.02?) 

= 26.84(10“*) m 4 

Aic 20(1Q ? )(0.1) 

rrtnjji i , 745 hAPa 

/ 26.84(10”*) 


0.3 

F6-16 y = — = 0.1 m 


/= —(0.3)(0.3 3 ) = 0225(10“*) m 4 

Aic 50(10 , )(0.3 - 0.1) 

(ít^Oc- l ~ 0,225(10” 3 ) 

= 44,4 MPa (C) i 

.. Aív 50(10^1(0.1) 

(o-máO; = —r = - ; r = 22 2 Mp a (T) 

' / 0225(10”3) 1 j 


F6-17 I = ¿(0.2)(0.3 3 ) - ¿(0,18)(0.26 s ) 

= 0.18636(10” 3 ) m 4 

Aic 50(103)(0.15) .. „ 

“T aiséítio-’) ** MP ** 


FS-12 Diagrama de fuerza cortante. V = 15, je = 0. 

Pendiente negativa decreciente hasta pendiente 
cero en jt = 3. V = 0, je =0. Pendiente negativa 
creciente hasta V = -15, je = 6. 

Diagrama de momento. Ai = 0, je = 0, Pendiente 
positiva decreciente hasta pendiente cero en je = 3. 
Ai = 15, je = 3. Pendiente negativa creciente 
Ai = 0, je = 6, 


P6-18 

/ =2 ^(0.03)(0.4 3 ) +2 ^(0.14) (0.03 3 ) + 014(0.03)(0.15 2 ) 
= 0.50963(10“3) m 4 


Aic 


10(103)(0.2) 

050963(10”3) 


= 3j 92 MPa 


Resp. 


F6-13 Diagrama de fuerz a cortante. V = 1050, je = 0. 

Pendiente negativa constante. V =0, je =5.25, 

V - -150, je = 6. Pendiente cero. V — -150, je = 9 _ , 
V =-750, x = 9 + . Pendiente cero. V = -750, je = 12. 
Diagrama de momento. Ai = 0, je = 0. Pendiente 
positiva decreciente hasta je =5.25. Ai =2756, 
jt = 5.25. Pendiente positiva creciente hasta 
Ai =2700, je =6. Pendiente negativa constante, 


F6-19 

/= ¿í0.05)(0.4)3 + 2 ¿(0.025)(0,3)3 


= 037917(10-3) m 4 

My Á 5(1Q t )("0.15) 
' 4 l 0.37917(10-3) 


1,98 MPa (T) 
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flfr-20 My = 500) = 40 kN *m 
M t = So(|) = 30kN-m 


/y = ^<p.3)(0.2 3 ) = 0.2(10“ 3 )m 4 

^ = ¿<P.2)(0.3 3 ) = 0.45(10“ 3 )m 4 
M z y M y z 

* = ~T~ + ~f7 

[30(10 J )](-0.15) [40(lO*)](0,l) 

aA ~ 0.45 (10“ 3 ) + 0.2(10" 3 ) 

= 30MPa (T) 

[30(10?)] (0.15) [40(10^)](0.1) 

* a ~ 045(10” 3 ) + 0.2(10“ J ) 

= 10MPa(T) 
l z 

tana = — tanfl 


0,45(10“ 3 ) 1/4 


0.2(10“ 3 ) J\3 


« - 71.6” 


F6-21 El esfuerzo máximo ocurre enDoA 

(50cos30°)12(3) (50sen30°)12(2) 

(<r ” fe)D= + hm? 

= 40 A psi Resp. 


Capítulo 7 

F7-1 / = 2 ^(0.02)(0.2 3 ) + ^(0.26) (0.02 3 ) 

= 26.84(10“*) m 4 

Qa = 0.055(0.09)(0.02) = 99(10 -6 ) m 3 

V0a ioo(io?)[99(io-«)] 

7A ~ it ~ [26.84(10“*)] (0.02) 

= 18.4 MPa 


/=^(0.1)(0.3 3 ) + ^(0.2)(0.1 3 ) = 024167(10- 3 )m 4 
Qa = y'\A' i + y' 2^'2 


= ^-(0.05)j(0.05)(0.3) + 0.1(0.1)(0.1) 
= 1.375(10 -3 ) m 3 


Qb = y'yi'j = 01(0.1)(0.1) » 1(10- 3 ) m 3 

VQ 600(1Q 3 )[1375(10“ 3 )] . 

Tx It [024167(10“ 3 )](0.3) “ ' 

VQ 6Q0(10^)[1(10“ 3 )] . 

Ta It [0.24167(10“ ■')] (0.1) 8 


kip 

/=¿(3)(í 1 )=54pulg 4 

Qm ix = y'A' = 1.5(3)(3) = 13 5 pulg 3 

f , 45(10*X13.5) 

(Tjjn&Jabs “ ^ — 54(3) ~~ P® 1 


/ = 2 1( 0 .03)(0.4) 3 + 2 ~(0.14)(0.03) 3 


+ 0.14(0.03)(0.15 2 )J = 0.50963(10“ 3 ) m 4 

Qmtíx = 2 / 1 A.’ i + y' 2 A' 2 = 2(0.1)(0,2)(0.03) 
+ (0.15)(0.14)(0.03) = 1.83(10“ 3 ) m 3 
VQ 20(10 3 )[1.83(]0“ 3 )] „ mi 


It 050963(10“ 3 )[2(0.3)] 


= 1.20 MPa 


1 = h { ° m0Á) * + 2 ¿(°- 025 )( 0 * 3 ) í 

= 0.37917Í10 3 ) m 4 

= 2y\A\ + / 2 A' 2 = 2(0.075)(0.025)(0.15) 

+ (0.1)(0,05)(0.2) = 15625(10“ 3 ) m 3 
_ VQ mAx _ 2Q(10 > )[1.5625(10“ 3 )] 

Tmál It [0.37917(10“ 3 )] [2(0.025)] 

= 1.65 MPa Resp. 


^ = ^(0.3)(0.2 3 )=0.2(10“ 3 )m 4 
q = y A' = 0.05 (0.1) (0.3) = 1.5(10“ 3 ) m 3 
/ F\ 2[15(10 3 )] 30(10- 3 ) 


■<í) 


VQ 30(10?) _ SOtlO’Xl.StlO -3 )] 

q * ,m = / : s 0.2(10“ 3 ) 

s ~ 0,08 m = 80 mm Re, 
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/ = ~(0.3)(0.2 3 ) = 0.2(10“ 3 ) m 4 
q = y' A' = 0.05(0,1 )(0,3) = 1.5 (10“ 3 ) m 3 
ípem, = - 300(10*) N/m 




300,!^ - ^(l»" 3 )] 
300(1 °^ )_ 0 . 2 ( 10 “ 3 ) 


V = 40(10 1 ) N = 40 kN /top. 


/ = ^(P.2)(0.34 3 )-^(0.19)(0.28 3 ) 

= 013075(10“ 3 ) m 4 

q = y 'A’ = 0.16(0.02)(0,2) = 0.64(10 -3 ) m 3 


<t)= 


2[30(10 3 )] 00(10^) 


VQ 60(10*) 300(10 3 )[0.64.(10 -3 )] 

ípef ™ I ’ J 03075(10“ 3 ) 

í = 0,09609 m = 96,1 mm 
Use s = 96 mm /íesp, 


1 = 2 “(0,025)(0.3 3 ) + 2 ~(0.05)(0.2 3 ) + 0.05(0.2)(0.l5*) 
= 062917(10“ 3 ) m 4 

q = / A ' = 0.15(0,2)(0,05) = 1.5(10“ 3 ) m 3 
JF\ 2[8(10 3 )] 16(10- 3 ) 

~ 2 {i) = ~- T~ 

VQ 16(10^) 20(10 3 )[1.5(10" 3 )] 

I ’ j 0.ffi917(10 -3 ) 

s = 03356 m = 335.56 mm 
Use s = 335 mm Resp. 

F7-10 I = ¿(1)(6 3 ) + 4[1(0.5)(4 3 ) + 0.5(4)(3 2 ) 

= 100.67 pulg 4 

Q=y'A' = 3(4)(0.5) = 6 pulg 3 
F_ 6 
~ s ~ s 

YO, 6 15(6) 

q?erm I 1 s 100.67 


$ = &711 pulg 


Capítulo 8 

F8-1 + T » (Fr)i\ -500 - 300 - P 

P = -800 kN 

SJW, = 0; 300(0.05) - 500(0.1) = M x 

M x = -35 kN ■ m 

= 0; 300(0.1) - 500(0.1) = M y 

M y ~ -20 kN - m 
A = 03(0.3) = 009 m 2 

h-h m ¿CO-3)(0.3?) = 0.675(10" 3 )m 4 

-800(10*) pOflO^KO.lS) [35(10 3 )](0.15) 

0.09 + 0.675(10“ 3 ) + 0.675(10“ 3 ) 

= 3.3333 M Pa = 3.33 MPa (T) Resp. 

-800(10*) [20(10 3 )](0.15) _ p5(10?>|(0.15) 

<ra ~ 0.09 + 0675(10“ 3 ) 0.675(10“*) 

- -12.22 MPa “ 12,2 M Pa (C) Resp. 

F8-2 + TSF,~0¡ V- 400 = 0 A r = 4(X>kN 

i í +1M A = 0; -Ai - 400(0.5) = 0 M = -200 kN ■ m 

/ - ¿(0.1)(0.3 3 ) - 0.225(10“ 3 ) m 4 
Qa = y'A' - 0.1(0,1)(0.1) » 1(10“ 3 ) m 3 

A/y [200(10 3 )](-q05) 

VA ~ l 0225(10"*) 

= -44,44 MPa = 44.4 MPa (C) Resp. 

VQ 400(10 3 )[1(10“ 3 )] 


// 0225(10“ *)(0.1) 


=17,8 MPa Resp. 


Use s = pulg 

O 


La reacción izquierda es 20 kN. 

Segmento izquierdo: 

+ t£í> = 0[ 20 — V = 0 ^=20 kN 

M-20(0.5) = 0 Af = 10kN-m 

/ = ¿(0.1)(0.2*) - 1(0.09)(0.18 3 ) 

= 22,9267 (10 _í )m 4 

Qa = /iA\ + y' 2 A> 2 = 0.07(0.04) (0.01) 

+ 0,095(0,1) (0,01) = 0.123(10“*) m 3 
My¿ [10(1Q 3 )](0,05) 

CFA l 22.9267(lO - * 5 ) 

= -21.81 MPa = 218 MPa (C) Resp. 

VQa 20(10 3 )[0.123(10~ 3 )] 

Tá ~ lí ~ [22.9267(10“ é )] (0.01) 

= 107 MPa Resp. 
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ra-4 


F8-5 


ra-6 


En la sección a través del eje ce n tro ida 1: 
N = P 
V = 0 

M = (2 + 1)P = 3P 
P Me 
<r= A + ~ 


30 = 


(3P)(1) 


2(0.5) ¿(0.5)(2) 3 

P = 3 kip 

En la sección a través de B: 

N = 500 Ib, V = 400 Ib 
M = 400(10) = 4000 Ib -pulg 
Carga axial: 

P 500 

ff * = I = í(3) = ^ 67pSÍ(T) 

Carga cortante: 

VQ 400[(1.5)(3)(1)] 

T * y * [Á(3)(4) í ]3 ' P 


Resp. 


Momento flexionante: 

My 4000(1) 
<rjC " 1 “¿(3)(4) 3 = 


250 psi (C) 


Así 

er x = 41.667 - 250 = 208 psi (C) 

CTy = 0 

T xy = 37.5 psi 


Resp. 

Resp. 

Resp. 


Segmento superior: 

2F y = 0; V y + 1000 = 0 V y = - 1000 N 

2F* = 0; V x - 1500 = 0 V, = 1500 N 

= 0: T t ~ 1500(0.4) = 0 T t - 600 N ■ m 
2Aí y = 0; — 1500(0.2) - 0 M y - 300 N ■ m 

2M # = 0; M x — 1000(0.2) = 0 M x = 200 N ■ m 

I y -I x ~ J(0,02 j ) - 40(10“ V m 4 

J = |(0.Ü2 4 ) = 80(10“ V m 4 


ÍQyU = 


4(0,02) 

'TT 

_i 

3 TT 

_ 2 




M x y . 

— + i 

*x J y 

= 47.7 MFa (T) 


53333(10“ e ) m 3 


200(0) 300(0.02) 


40(10“V 


40(10“V 

Resp. 


[(tívÍtIx = 


T x c 600(0,02) 
J “ 80(10"V 


= 47.746 MPa 


F8-7 


[( t íjOkU ~ 


Vy(Q y ) Á 1Ü00[5.3333(10“ 6 )] 


V [40(10“ 9 )fr](0.04) 

= 1.061 MPa 

Al combinar estas dos componentes del esfuerzo 
cortante, 

{r zy ) A = 47.746 + 1.061 = 48.8 MPa Resp. 


Segmento derecho: 

V £ — 6 = 0 


v z = 6kN 
T y = 18 kN ■ m 


SF, = 0; 

YM y = 0; Ty — 6(0.3) = 0 
2 M x = 0; M x - 6(0.3) =0 M x = 1.8 kN ■ m 

l x = J(0.05 4 - 0.04 4 ) = 0.9225(10“ V m 4 

J = f (0.05 4 - 0.04 4 ) = 1.845(10" V 

(QzU - yíM - yíM 


4(0.05) 


TT 


a- A = 

^ JE 

[( T yz)r]A ™ 


3» 

= 40.6667(10“ 6 ) m 3 
M x z 1.8(10 3 ) 


4(0.04) 


3 m 


0 


f(0.04 2 ) 


09225(10"V 
V _ [1.8(1 0 3 )](0.05) 

J ~ 1.845(10"V 
VAQ Z ) Á 6( ltf 5 ) [40.6667(lO 6 )] 


Resp. 


= 15.53 MPa 


te [0.9225(lQ" 6 )ir](0.02) 

= 4.210 MPa 

Al combinar estas dos componentes del esfuerzo 
cortante, 

{T yi ) A = 15.53 - 4,210 = 113 MPa Resp. 

F8-8 Segmento izquierdo: 

ZF t = Q\ V £ -900-300 = 0 V t = 1200N 

2Af y = 0; Ty + 300(0.1) - 900(0.1) = 0 T y = óON-m 

T.M X = 0; M x + (900 + 300)0.3 = 0 M x = -360N ■ m 

I x = ^(0.025 4 - 0.02 4 ) = 5765625(10"V m 4 

J = |(0.025 4 - 0.02 4 ) = 0.U53125(10"V m 4 
{QyU = 0 


a -a = 


M x y (360) (0.025) 


[(Tij-Ha - 
[(' r yi)y]4 


I, 57.65625(10"V 
T ypA 60(0.025) 


= 49.7 MPa Resp. 


VziQzU 

te 


0.1153125(10“V 
= 0 


414 MPa 


Resp. 

Resp. 
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Capítulo 9 


F9-1 0 = 120° c x — 500 kPa o- y = 0 r xy = 0 


Aplique las ecuaciones 9-1,9-2. 

oy = 125 kPa Resp. 

T^yf = 217 kPa Resp. 

F9-2 0 = -45° (r x — 0 <r y = - 400 kPa 

= -300 kPa 

Aplique las ecuaciones 9-1,9-3,9-2. 
oy - 100 kPa Resp. 

fj y < = -500 kPa Resp. 

Tyy = 200 kPa Resp. 


F9-3 tr x = 80 MPa <r y - 0 r xy = 30 MPa 
Aplique las ecuaciones 9-5,9-4. 
ítj = 90 MPa ít 2 = -10 MPa líes/». 

8 p = 18,43° y 108,43° 

A partir de la ecuación 9-1, 

+ ^^cos2(18.43°) 

+ 30 seo 2(18.43°) 

= 90 MPa — íti 
A sí, 

= 18.4° y {6 p h = 108° Resp. 


F9-4 o* = 100 kPa o-y = 700 kPa 
= -400 kPa 

Aplique las ecuaciones 9-7,9-8. 

Tmíü ene)piatw — 500 kPa Resp. 

<Tpigm= 400 kPa Resp. 


F9-5 En la sección transversal a través de B: 

N- 4kN V = 2kN 
M = 2(2) - 4 kN- m 

P Me 4(10*) 4(10^(0,03) 

<Tf> A + I 0.03(0.06) + 1(0.03)(0.06)* 

= 224 MPa (T) 

Observe que t& - Opuesto que Q = 0. 

Así 

o - ] — 224 MPa Resp. 

<T2 = 0 


F9-Ó A y = R y = 12 kN 
Segmento AC: 

V c = 0 M c = 2* kN ■ m 
t c - 0 (puesto que V c = 0) 

<r c = 0 (puesto que C está en el eje neutro) 

0 "i = 0"2 ~ 0 Resp. 


F9-7 




0* + ÍTy 500 + 0 


= 250 kPa 


Las coordenadas del centro C del círculo 
y el punto de referencia A son 

A (500,0) C(250,0) 

R = CA = 500 - 250 = 250 kPa 
e - 120° (antihorario).Gire la línea radial CA 
en sentido antihorario 20 = 240° hacia las coor¬ 
denadas del punto P(oy, T*y). 

a = 240° - 180° = 60° 

oy = 250 " 250 eos 60° = 125 kPa Resp. 

Tyy = 250 sen 60° = 217 kPa Resp. 


F9-8 


(T X + <Ty 


80 + 0 


= 40kPa 


v prprn 2 2 

Las coordenadas del centro C del círculo 
y el punto de referencia A son 

j4(80, 30) C(40,0) 

R = CA = V(80 - 40) 2 + 30? = 50MPa 
tr, = 40 + 50 = 90 MPa 
£r 2 = 40-j0= -lOMPa 

8»^ * ft7S 
(d p )i ” 18,4° (antihorario) 


Resp. 

Resp. 


Resp. 


F9-9 


1 = |(0.04 4 - 0.Q3 4 ) = 0.875(10“V m 4 


Te _ 4(10*)(0,04) 
J ~ 0875(10 _í )rr 


= 58.21 MPa 


oy - <Ty - 0 y T xy = -58,21 MPa 
_o^+a> 

*Tprotn 2 — O 

Las coordenadas del punto de referencia A 
y el centro C del círculo son 

v4(0, —58.21) C(0,0) 

R = CA = 5821 MPa 

o-i = 0 + 58.21 = 582 MPa Resp. 

0-2 = 0 — 58.21 = -58.2 MPa Resp. 


F9-10 

+ f YF y = 0; V — 30 = 0 V = 30 kN 

i+SMo = 0; —Ai — 30(0.3) = 0 Af = -9kN-m 
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/ = :¿¿(0.05)(0.15 3 ) = 14.0625(10“*) m 4 

Qa = y' A' = 0,05(0.05)(0,05) = 0.125(10 -3 ) m 3 

My A [-9(10 3 )](0.025) 

<Ta~- —— -- z — = 16 MPa (T) 

I 14.0625(10“*) 

VQa 30(10 í )[0.125(10- 3 )] 

t a = —— =-t -™ 5.333 MPa 

It 14.0625(10“*)(0.05) 

cr x ~ 16 MPa, tr f = 0 y r xv - —5.333 MPa 


cr x + a- y 


16 + 0 


= 8 MPa 


Las coordenadas del punto de referencia A 
y del centro Cdel círculo son 

A (16, —5.333) C(8,0) 

R = CA = V(16 - 8) 2 + (-S333) 2 = 9.615 MPa 
<n = 8 +9.615 = 17.6 MPa 
<r 2 = 8 - 9,615 = -1.61 MPa 


Capítulo 11 


V mix = 12 kN Ai mí,, - 18 kN ■ m 


mifac r 


r p*rm ^ 


Use a — 140 mtn 


10 ( 10 6 ) = 


18 (l(f 3 )(a) 


a = 0.1392 m = 139,2 mm 
Resp. 


/ = -(0.14 4 ) = 02561(10 -3 ) m 4 

= —“(0.14) (0,14) = 1.372(10 -3 ) m 3 

12(10 3 )[1.372(10“ 3 )] 
T(niH It [02561 (10“ 3 )](0.14) 

= 0.439 MPa < r penn = 1 MPa (OK) 


F9-11 

(+2M fl = 0; 60(1) -^(1.5) = 0 J 4 y = 40kN 

+ ?2F y = 0; 40 — V = 0 V = 40 kN 

(,+24/0 = 0; Af-40(0.5) = 0 Ai = 20kN ‘tn 

/ = " ¿(OjWXO.ÍS 3 ) = 22.9267(10“*) m 4 

Qa = y'A' = 0.095(0.01)(0.1) = 95(10“*) m 3 

My A [20(10 3 )](0.09) 

u A =-— ---—— - -78,51 MPa 

I 22.9267(10“*) 

= 78.51 MPa (C) 


VQa 40(10 3 )[95(10“*)] 

ta = —;— -7-= 1657 MPa 

It [22.9267(10“*)](0.01) 

<r x - -78.51 MPa, <r f - 0 y - -16.57 MPa 


o - * + <r y -78,51 + 0 


Mmix = 12kip"pie 


7T/ <A 4 _ t rd 4 
4\2/ ” 64 


^ mía C t 
1 ' 


Use d = 4- pulg 


12 ( 12 ) 


d = 419 pulg 


I = £-(4,25“) = 16.015 pulg 4 
64 


^cdAjc = 


3(6.397) 

It 16.015(4,25) 
0,282 ksi < Tperm = 10 ksi (OK) 


j(4.25 2 )J = 6,397 pulg 3 
3(6.397) 


= -39.26 MPa 


Las coordenadas del punto de referencia A 
y del centro Cdel círculo son 

j4(—78.51, —16,57) C(-39.26,0) 

R = CA = V[-78.51 - (-39.26)] 2 + (-16.57) 2 
= 42.61 MPa 

^HidKenti^iAtiú — 42,6 MPa 


V mAx = 10 kN 


M mí , = 5kN -m 




12 ( 10 *) = 


a = 0.0355 m = 85.5 mtn 


Use a = 86 mm 
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/= |(0,086 4 ) = 36.4672(10 -6 ) m 4 
0.086 

= “y (0.086) (0,086) 

= 0.318028(10 -3 ) m 3 

_ ^ mj«Í2 m|x 10(1Q^)[0318028(10"*)] 

Tmix ” h ~ [36.4672(10 _É )] (0.086) 
= 101 MPa < Tp er[n = 15 MPa (OK) 


Seleccione W410 X 67 [S # = 1200(10 3 ) mm 3 ,íf = 410 mm, 
y = 8.76 mm], Resp. 

y _ 150(10?) 

Tmfa “ t w d ~ 000876(0.41) 

= 41.76 MPa < = 75 MPa (OK) 


Capítulo 12 


Fll-4 

^(nás ™ ^5 kip 

'=>)(*’) -f 


M m 4 x “ 675 kip ‘pie 




1 ' 


675(12) 


2 = 


(!) 


3 

A = 7.794 pulg 


a* = - !(!)w - f 


^mjjQcQ mfia f . - _ 
'Tnidi " i — 


Kf) 

y(4) 

A - 8.4375 pulg (controla) 


Use A = 8- pulg 


/íes/). 


FU-5 

- 25 kN 
/ = ¿(¿)(3¿) 3 = 2.25A 4 




M mAx - 20 kN ■ m 

20(10 3 )(1.5A) 


12 ( 10 É ) = 


^ / ‘ 2.25A 4 

b — 0.1036 m = 103.6 mira 

Use £ — 104 mm Resp. 

7 = 2.25(0.104 4 ) = 02632(10“ 3 ) m 4 
e m4í = 0.75(0.104)[1.5(0.104)(0.104)] = 1.2655(10 -3 ) m 3 
lUQrt, 25(10 , )[1.2655(10~ 3 )] 

7miI lí [0.2632(10" 3 )](0.104) 

■ 1156 MPa < Tpgnn = 1.5 MPa (OK). 


Fll-ó 

V^^UOkN 


>tíq 




Aí máí = 150kN-m 

15 °^^ = 0.001 m 3 - lOOOflO 3 ) mm 3 
150(10?*) 


JW(x) = 30kN-m 


F12-1 

- 0; 

tfv 

E, 4? = X 

El ^ = 30* + Cj 
dx 

EIv = + Ci# + C 2 

rftí 

Enx = 3m,— = 0. 
dx 

Cj = -90 kN ‘m 2 
Enx “ 3 m> tí = 0. 

C 2 = 135kN ‘in 3 

— = — (30* - 90) 
dx E/ 1 J 

V = -|r(15x 3 - 90x + 135) 

fií 

Para el extremo A, x = 0 

dv _ 90(10 3 ) 

tí A - ~r~ 

dx *= 0 


va - tf | í=0 = 


200(10*)[65,0( 10" 6 )] 
135(10^) 


= -0,00692 rad 


2Ü0(10 W )[65.0(10“ 6 )] 


Resp. 

- 0.01038 m - 104 mm 

Resp. 


F12-2 

i+ SM 0 = 0; M{x) = (—10x - 10) kN m 
éx 

EI—j = -10x - 10 
dx 

Elp- = -5/ - lOx + C, 

£/t> = -|x 3 - Sx 3 + Cix + C 2 

rftí 

Enx = 3m í —= 0. 
djr 

£7(0) = —5(3 2 ) - 10(3) + C x C, = 75 kN ■ m 2 

Enx = 3 m,v = 0. 

£/(0) = -|(3 3 ) - 5(3 ? ) + 75(3) + C 3 C 2 = -135kN -m 3 
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- -éii-SJ - 10* + 75) 


dv 
dx El 


1Í5 3 

’ = eÁT 3 * " 

Para el extremo A , x- 0 


5/ 4- 15x - 135 


dv 

6á = Tx 


= ^[-5(0) - 10(0) + 75] 

*=c 

75(10?) 

--— 7 - 7 — -— = 0.00577 rad 

200(10?)[65.0(1Q _6 )] 


ftesp. 




-|(0 3 ) - 5(0?) + 75(0) - 135 


135(10?) 


200 ( 10 19 )^ . 0 ( 10 “)] 


= -QG1038 m = -10,4 mtti 


nw 

1+3E M 0 *= 0; Af(*) = [ _ 2 * 2 " IOjcJ kN-m 

£/^ = --/ - lftí 
¿/ 2* W 

E& = -i,3 - 5/ + Ci 
rf* 2 

dv 

Enx - 3m> — - 0. 
dx 

E/(0) = -|(3 J ) - 5(3*) + C, 

s-¿í(-/- sx,+si ' 5 ) 

Para el extremo -A,* = 0 
a - = 58.5(10?) 

A dx x=0 200( 10 5 ) [65,0( 10“ é )] 


C, = 58.5 kN-m 2 


= 00045 rad fUsp. 


F12-4 
= 600 Ib 

i+S = 0; Aí(x) = (600r - 50* 2 ) Ib * pie 

j2 

£7^4 = úOOLr - 50/ 
dx 

£7— = 300/ - 16,667/ + C t 
dx 

Eív = 100/ - 4.1667/ + C lX + C 2 
En x - Q,v = 0. 

£7(0) - 100 (0 3 ) - 4*1667 (0 4 ) + C,(0) + C 2 C 2 = 0 

En x = 12 pies* v = Q t 

£/(0) = 100(12?) - 4il667(12 4 ) + Ci( 12) 

Ci = -7200 Ib ■ pie 2 

¿7 = ^(300/ - 16.667/ - 7200) 


V = ¿ 7 ( 100 / - 4*1667/ - 72Q0x) 
dv 

v mí¡1 ocurre donde — = 0 . 

300/ - 16.667/ - 7200 = 0 


x = 6 pie$ 

v = ¿ 7 [ 100 ( 6 3 ) - 4.1667(6 4 ) - 7200(6)] 

EL i 


-27 000(12 pulg/pie ) 3 


1.5(10^) 

= -0.576 pulg 




Resp. 


Resp. 


F12-5 

i+ ’S.Mp = 0; Af(jt) •> (40 - 5x) kN * m 
d 2 x 

£/4* = 40x - 2,5/ + c, 

dx 

Elv = 20/ - 0.8333/ + C ,x + C 2 
En* = 0,tí = 0. 

£/(0) - 20(0?) - 08333(0*) + C/0) + C 2 C 2 • 0 
Enx = 6m,ti =0. 

£J(0) = 20(/) - 08333(6*) + Cj(6) + 0 

Cj = -90 kN-m 2 


| = l/k-lS,’-90) 
v = ¿ 7 ( 20 / - 08333/ - 90*) 

ÍL i 

dv 

t» m |, ocurre donde r = 0 . 

dx 

4ür - 2.5/-90-0 
x = 2.7085 m 

• = ¿ 7 [20(2.7085 3 ) - 083333(2.7085 3 ) - 90(2.7085)] 


113.60(10?) 

200(10?)[39.9(10“ e )] 


-001424 m 


-14,2 mm 


Resp. 


M(x) = (l(k + 10 )kN-m 


F12-6 

i+EMp = 0; 
d 2 x 

El—i = 10 * + 10 

dx 

£/? = 5x 2 + 10* + C y 
dx 

dv 

Debido a la simetría — = Oenx = 3 m. 
dx 
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£7(0) = 5(3 2 ) + 10(3) + C, C, = -75 kN -m 2 
+ 10.-75] 

En jc = 0, 

dv -75(10*) 


dx 200(10 9 )(39.9(10“ É )) 


- -9.40(10“ 3 ) rad Resp. 


F12-7 

Cómo Bes un soporte fijo, e B - 0. 

Kf + 1 >>= 57 kN ' m1 

87(10*) 


200(10 a ) [65 (10 -e )] 
Ax = \t A /d = (1.5) 

144(10*) 


El 

= 0.00669 rad 


Resp. 


«a, 

EP ’ 


200(10 9 )[65(10 _í )] 


= OBI 108 m = 11.1 mm Resp. 


F12-S 

Cómo Bes un soporte fijo, 8 a = 0. 
45(10*) 


200(1Q*)[126(10“ 6 )] 
Ax “ ^x/J = 


000179 rad 


45 kN *m 2 
El 

Resp. 


61,667 kN-m 3 61.667(10*) 


> 


+ 0.6667 


0 >>] 


El 200( 10 W >[126( 10“ 

= 0.002447 m = 243 mm 

F12-9 

Como Bes un soporte fijo, 8 a = 0. 


Resp. 


~ I^x/jjI - 2 


60 

El 


( 1 ) 


90(10*) 


30 ... 90 kN • m 2 

+ - w~ 

0.00372 rad 


200 ( 10 9 )[ 121 ( 10 _í )] 

Ax = l/x/sl = 1.6667[|(~)(1)] + (1) 
110 kN-m 3 


Resp. 


30 , 
—( 2 ) 
EP } 


El 

110 ( 10 *) 


200 ( 10°)[121 ( lO - *)] 


0.004545 m = 455 mm Resp. 


63 kip ■ pie 2 


El 


F12-10 

Como Bes un soporte fijo, d B = 0 . 

s - - - Ki) ro+ Ki?) (3) - 

63(12 2 ) 

=-\—-— = 0.00128 rad 

29(10* )(245) 

^ -= 4KM)< 6 >] - < 3 - 3 - 25 ^[Kw) <3) 

263.25 kip • pie 3 263.25(12*) 


Resp. 


El 


29(10* )(245) 


= 0.0640 pulg Resp. 


Ft2-U 

Debido a la simetría, la pendiente en el segmento medio 
de la viga (punto C) es cero, es decir 8 C = 0. 


imíj = A c = \t A¡c \ = (2)[|(H)(3)] + 1.5 
135 kN ■ m 3 


JO 

El 


(3) 


El 

135(10*) 


200(10* )[42,8(10 -6 )] 


= 0.0158 m = 15.8 mm I 


Resp. 


FI2-12 

Í4 




( 6 ) + 3 


10 

El 


( 6 ) 


360 

El 


8 a ~ 


líx/fli 


360 

El 

6 


60 

El 


La deflexión máxima ocurre en el punto C donde la 
pendiente de la curva elástica es cero. 

8b - 8 B /c 

El \E1 J 2\E1 J 
2.5x 2 + lQr - 60 = 0 
x = 3.2915 m 
Amíj = I ta/ó ~ 

|(3.2915){ ^- ( -^— j -](3.2915)} + |(3.2915)[^(3.2915) 
113.60 kN-m 3 


El 

113.60(10*) 


2Ü0(10*)[39,9(10 _É )] 


- 001424 m - 14.2 mm i Resp. 
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(¡12-13 


OfOl 


Px\„ 40(4 2 ) U93.33, 

—( 3¿ ~*) = -zk-pw" 4 ]= 


6 Er y 6 El 

PL i B y {$) 21,33fi y 

(fjíJj = = 3£/ = £/ 

(+ T)v B " 0 = (v B )i + (v B ) 2 
0 - 149333 + 21>33B / 


r 


El 


El 


B y = 70 kN 


Resp. 

(va)i ” 

48 El ~ 6 

-i 2F X = 0 ; 

A x — 0 

Resp. 

(+ t) 

v B = 0 = (t 

+ tSF y - 0 ; 
i í +XM A - 0 ; 

70 - 40-A y = 0 = 30 kN 

70(4) - 40(6) - Af* = 0 

Resp. 


II 

O 


M a = 40 kN - m 

Resp. 


n 

B >- 2 L 


+ fSF y = Q; Ay + 22.14 — 10(6) = 0 A y = 37.9 kN 

Resp. 

i+ EJ M Á = 0 ; M Á + 22.14(6) - 10(6)(3) = 0 

Mji = 47,2 kN * iti Resp. 

F12-1Ó 

# , M 0 L „ , „ M 0 L 2 

<*■>■ ■ ^ --itr* 

S..Í2L1 3 ñ.L 3 

■T 


Resp. 


FL2-14 

Para usar las tablas de deflexión, considere a la carga 
como una superposición de una carga uniforme distri¬ 
buida menos una carga triangular. 

(Vs)l = lÉ 4 (Ví ° 2 = ^7 T (Vb)j = 1ÍT T 


B 


(¡12-15 

(fs)t = 

( v b)j = 


wL* 


[10(10?)](S*) 


% EÍ 8[200(10 9 )] [65.0( 10 _e )] 

ByL? B y [tf) 


= 012461 m i 
- 5,5385(10 _6 )B y T 


3 El 3[200(10*)] [65.0( 10“ é )] 

(+ I) tr B = (v B ), + (v s ) 2 

0.002 = 0.124(i 1 - 5,5385(10 _6 )B y 

B y = 22.14(103) N - 22.1 kN Resp. 

= 0 A x - 0 Resp. 


F12-17 


Pbx 
6 EIL 
1533.3kN*m 3 


50(4)(6), 


(•.). = - * ~ x 2 ) = SSl* - 4 2 - ó 2 ) 


6 £/( 12 ) % 


El 


i 


B ~ 

0 = 

0 = (v fl )i + (Vs ) 2 + (v b ) 3 

1 VqL* WqL 4 B yL? 

8EI + 30E/ + 3 El 


(va)j ~ 

(+T) 

f — 

IIwqL 

Resp. 


•y ~ 

40 


0 ; 

O 

II 

H 

Resp. 


0 ; 

11 WqL 1 

40 " 2 H, ° L = 0 


F12-18 


9h/o¿ 

A >~~4xr 

Resp. 

(Va)i = 

0 ; 

iih/ 0 ¿ , i n 
+ 2 (í) - 

l) = o 

(v a)i 



Resp. 

(■ t) 


B y L 3 S y (12 3 ) 36ñ y 

48£/ “ 48£/ ST 


T 


_ 1533.3kN-m a + 36 B y 


El 

By = 42.6 kN 


El 


Resp. 


ís * l = _ mam =02m9i 

384£/ 384[20O( 10 # )] [65.0(10” 6 )] 

B y L 3 B y {lf) 

4SEI ~ 48[200(10*)][65.0(10“ í )] ~ 2,7692(10 ^ 

Va = (v fl ), + (v fl ) 2 
0005 = 020769 - 2.7692(10 _ 6 )B y 
B y = 73.19(10 3 ) N = 73.2 kN 


Resp. 


Capítulo 13 

F13-1 

n ¿El 7r 2 (29(10 1 ))(f(0.5) 4 ) 

P = TT7TT- = -- = 22.5 klp 


{KLf 


<r = -r = 


22,5 

ir(0.5) 


[05 (50)] 2 

2 ~ 28.6 ksi < CTy 


Resp. 

(OK) 
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F13-2 


¿El ^( 1 . 6 )( 10 1 )[^( 4 )( 2 ) 3 ] 


[ 1 ( 12 )( 12)] 2 


= 203 kip 


F13-3 

Rara el pandeo respecto al eje x, K x - 1 y l x = 12 m, 
p ** EI * ít 2 [ 200 ( 10 9 )][87 , 3 ( 1 Q~*)] 

tías )] 2 = U7(0 


= 1197 ( 10 *) N 


Rara el pandeo respecto al eje je, L - 6 m y K y =í 
ir 2 EI y 7 r 2 [ 200 ( 10 s )][ 18 . 8 ( 10 " e )] 

* ’ {K^f ~ [1(6J] 2 

= 1031 ( 10 *) N (controla) 


1031 ( 10 *) 


jerm - ps 


= 515 kN 


P„ 1 . 031 ( 1 ^) 

o-c =-j = = !3930 MPa < o-y = 250 MPa 


A = ít(( 0 . 025) 2 - ( 0 . 015 ) 2 ) = 1257 ( 10 -3 ) m 2 

/ = iir(( 0 . 025) 4 - ( 0 . 015 ) 4 ) - 267 . 04 ( 10 “ 9 ) m 4 
4 

„ JEI tt 2 ( 200 ( 10 4 )) ( 267 . 04 ) ( 10 ” *) _ 

— $m 2 — =M3kN **■ 

<r = ^ = -r^ft =67,1 MPa < 250MP (OK) 

A 1257(10 3 ) 


+ = 0; - P = 0 F ab = 16667 P (T) 

■i YF X = 0; 16667- F AC = 0 


F ÁC = 1 . 3333 R (C) 


^ - JÍ2 2 ) ^ ir pulg 2 /-5< 1 4 )-Jpulg 4 
P a = i^cíF-S.) = 13333 / 5 ( 2 ) = 2 . 6667 P 


n _ » 

41 {KLf 


^(ÍO- 1 )] ~\ 
2 . 6667 P ~ [1(4)(12JJ2 

P - 3659 kip = 36.6 kip 
P* 2 . 6667 ( 36 . 59 ) 


— 31.06 ksi < cry = 36 k$i 


i+SM* - 0 ; M 6 )( 3 ) - P BC (6) = 0 íbc = 3 * 


A = —( 0 . 05 2 ) - 0 . 625 ( 10 -3 >77 m 2 I = -( 0 . 025 4 ) 

= 97.65625(10“V m 4 

P a = ^c(F.S.) = 3 ^( 2 ) = 6 w 
_ 

~ {KLf 

i 7 2 [ 200 (ltf , )][ 97 . 65625 ( 10 - , )ir] 

6H '“ [ 1 ( 3)] 2 

w = 11 . 215 ( 10 3 ) N/m = 11.2 kN/m Resp. 

P CI 6 [ 11 . 215 ( 10^)1 

q~cr — ^ - - 3427 MPa < rry = 250 M Pa 

A a« 2 S( 10 -V (Verificado) 
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Capítulo 1 

1-1. (a) F a - 13.8 kip, (b) = 34.9 kN 

1-2. T c = ZSON-m.T'o^ 0 
1-3. T b = 150 Ib ‘pie, 7c = 500 Ib ■ pie 
1-5. 9,00(4) - .4,(12) = 0, A y = 3.00 kip, 

5, = 6,00 kip, Na = 0 , Kd = 0750 kip, 

M a s= 13,5 kip-pie, jVe = 0, V B = -9,00 kip, 
M E = -24.0 kip‘pie 
1 - 6 . JV C = -30.0 kN, V c = -8.00 kN, 

M c - 600 kN-m 

1-7. P = 0.533 kN, N c - -2.00 kN, 

V c = -0.533 kN, M c = 0400 kN * m 

1-9. B y = 3.00 kN, N D = 0, V D = -1.875 kN, 

M d = 3.94 kN-m 

1-10. N A - 0, V A - 450 Ib, M, = -1.125 kip -pi£ 

N b = 0, V fi = 850 Ib, Aí fl = -6,325 kip *p(e 

V c = 0 , N c = - 1.20 kip, M c = -8,125 kip *pie 
1 -11. V A = 77.3 Ib, N Á = 20,7 Ib, M A = 14,5 Ib • pulg 
1-13. N b = -0.4 kip, V» - 0960 kip, 

-M fi - 0.16(2) - 08(4.25) + 04(1.5) = 0, 

M b ■ -3.12 kip-pie 
1-14. N c = -04 kip, V c = 108 kip, 

M c = -618 kip - pie, N a = 0 V D = U5 kip, 
Ma - -15.7 kip -pie 

1-15. V c - 60N, N c = 0, M c = 0.9 N -m 

1-17. N B = 5303 kN, N a -„ = -375 kN, 

V a - a - 125 kN, = 3.75 kN -m, 

= -1.77 kN, Vfr-t = 3.54 kN, 

M b -¡, = 3.75 kN * m 

1-18. JV C = -80 Lb, V c = 0 t M c = -480 Ib -pulg 
1-19. N c - 0, Vc = 4.50 kip, Mc = 31.5 kip ■ pie 
1 - 21 . JV a _ a - 779 N, V a -„ = 450 N, 

900(0.2) - M a _ a = 0, M„_ 0 = 180 N-m 
1-22. N c = 9.81 kN, V c = 0, M c = 0 
1-23. Nú = -2.71 kN, V H = -20.6 kN, 

M tí = -4.12 kN-m 

1-25. {V B ) X = 105 Ib, (V»), - 0, (JVa), = 0, 

(M s ) x = 0, (M s ) y - 105(7.5) = 0; 

(M B ) y = 788 Ib * pie, (7^ - 105(0.5) « 0; 
(Ts), = 52,5 Ib-pie 


1-26. (V c ) x = “250 N, (iVeíj, - 0, 

(V c ) z = -240N, 

(M c ), = -108 N -m, 

(7 c ) y = 0, (M c ) í = -138 N *m 

1-27. {N b ) x = 0, [V B ) y = 0, (V fl ), = 70.6 N, 

{T B ) X = 9.42 N -m, (M B ) y = 6.23 N -m, 

(Ma), = 0 

1-29. Poos 8 - N a = 0 , N a - Pcos 8, 

V A - Psen 8 = 0, V A = Psen e, 

M Á - P[r(l - cose)] ■= 0, 

M a - Pr(l - cose) 

1-3L er = 182 MPa 

1-33. V = Pcose, N - Psen e, 

p p 

<r = •—sen 2 e, T prvm = sen 20 

1-34. era = 13.3 MPa (C), a E = 70.7 MPa (T) 

1-35. Nodo A: ct aB = 10.7 ksi (T), 
a AE = 853 ksi (C), 

Nodo E\ a E a = 8-53 ksi (C), 

(Tes 480 ksi (T) 

Nodo B\ ¿rae = 23-5 ksi (T), 
írao = 18.7 ksi (C) 

1-37. dF = 7.5(10^) x V7 dx, 

P = 40 MN, d = 2,40 m 
1-38. tr = 66,7 psi, r = 115 psi 
1-39. Aproen 5 MPa 

1-41. D y = 650 Ib, E x = 500 Ib, E y = 350 Ib, 

C y = 1501b, B y = 1501b, 

F b -F c = 594.241b, 
ira),™™ = 12.1 ksi 

1-42. (r^pnjn, = 6,62 ksi, (r^pipn. = 6,22 ksi 

1-43. (Tfijpron, = 13.2 ksi, (t É’Jprcwn = 12.4 ksi 

1-45. NbdoBl <r AB = - 7 ^ = T7 = 417 PSi (C), 

A Añ 1-5 
¿rae = 469 psi (T) 

Nbdoj4: a A c = 833 psi (T) 

1-46. tr = 339 MPa 
1-47. t a = 138 MPa 
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1-49. A x = 9.5263P, A y = 5.5P, F A = IIP, 

P = 3.70 kN 

1-50. (tra-a)p r0 nj = 66.7 kPa, (Vq— a ) pTOm = U5 kPa 

1-51. P = 4kip, (Tq-q)^ = 250 psi 
1-53. V b = P/4, V p = P/4, P = 9.05 kN 
1-54. = 56.6 MPa, (ír pr ^)t = 31.8 MPa 

1-55. (íTp^nJxa = US MPa, (t^Jac = 58.8 MPa 
1-57. V - 12.19 kip, JV - 15.603 kip, 

Plano inclinado: <r' = 62.6 ksi, - 48,9 k$i, 
Sección transversal: a = 101 ksi, T proM = 0 
1-58. P = 68.3 kN 
1-59. £T ™ 3.125 ksi, Tprfln, ” 1.80 ksi 
1-61* A x » 1.732P, A y = P, F A = 2P, 

P = 15.3 kN 

1-62. (t^)^ = 3.71 ksi 

1-63. (t fi)prom = 1.59 ksi 

1-65. V = 636.40 N, = 509 kPa 
1-66. P = 62.5 kN 

1-67. a - —^-(2¿r - jí 3 ) 

2a A % * 

1-69. A = 7.069 pulg 3 , JV = 720 Ib, o- = 102 psi 



1-71. CTq_q = 139 ksi, = 600 psi 

1-73. A = 2.74 pulg, A = 2^pulg 
1-74. d = 5.71 mm 

1-75. d = 13.5 mm 

1-77. Limitación cortante, t = 167 mm, 

Limitación de tensión, b = 33.3 mm 
1 

1-78. a = 6 - pulg 
1-79. d A = 27.6 mm 

1-81* V = 1.696 kip, P = 3.39 kip, N = 2827 kip, 
P = 3.26 kip 

1-82. d B ü = 7.00 mm, = 650 mm, 
dac = 600 mm 
1-83. P = 4.43 kN 

1-85. T = 1178.10 Ib, P 4 s » 1442.9 Ib, IV - 431 Ib 

1-86. d = 1^7 pulg 

1-87. P = 90 kN, A = 619(10 -3 ) m 3 , 

P mkt = 155 kN 


1-89. 2L0(10*) = ^|^,d = fpulg, 

4¿l O 

, 5(10*) 3 

1-90. da = 7.08 mm, d c = 6.29 mm 
1-91. (F.S.) b » 2.24, (F.S.Jc = 213 

1-93. atorra = 13.26 ksi, (F.S.)j, an . a = 271, 

Aparadores 11.79 ksi, (LS.^j^j — 1.53 
1-94. w = 0530 kip/pie 
1-95. a A > = 130 mm, a# = 300 mm 

1-97. F cd = 670 kN, F^ = 8.30 kN, 
dAB - 602 mm, d C a = 5.41 mm 
1-98. A - 1.74 pulg 

1-99. P = 55.0 kN 

1-101. JV„-q = 259.81 kN, V a -, = 150 kN, 

= 7.16 MPa, (Tq-q)^ = 413 MPa 
1-102. a, = 208 MPa, (T prom ) a = 472 MPa, 

(TprvnOf, = 45.5 MPa 

1 1 13 

1-103. / = ^pulg, d A = 1- pulg, da = ^pulg 

1-105. F = 3678.75 N, Tprom = 61.3 MPa 
1-106, íTq-q = 200 kPa, Tq-q = 115 kPa 

1- 107. írjo = 298 MPa, ít í0 = 7.07 MPa, 

Tprom = 5.09 MPa 

Capítulo 2 

2- 1. € - 0.167 pulg/pulg 
2-2 f = 0,0472 pulg/pulg 

2-3. ( CE = 000250 mm/mm, cao = 0.00107 mm/mm 
2-5. ¿a - 4mm, (e prom )a/) = 0.00267 mm/mm, 
(fpíwJcB = 0-005 mm/mm 
24Í. y = 0.197 rad 
2-7. € uvg - 0.0689 pulg/pulg 
2-9. AB = 500 mm, AB' = 501.75 mm, 

A D = 438 mm 

2-10. {y xy )A = 0.206 rad, (y JV ) e = -0.206 rad 
2-11* (fpramjAfi = -0.0889 mm/mm, 

(fjmraiJaD - -(U875 mm/mm 
2-13. AD’ a 400,01125 mm, AB' = 300.00667, 

D'B' = 496.6014 mm, DB = 500 mm, 
eos = -0.00680 mm/mm, 
e¿o = 00281(10“*) mm/mm 
2-14. x = -0.192 pulg, y = -0218 pulg 
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t AB = 0152 pulg/pulg, e AC - 0.0274 pulg/pulg 


¿OB' = LV1 + (Irascos 1 8 + 2t CB $en 2 fl)> 
(tus — e^flC0$ 2 S + ec&sen 2 fl 
(%)„ - 11.6(10-:*) rad, 

[y A ) xy = -11.6(10" 3 ) rad 
<7c),y - -ll,6(10“ 3 )rad, 

(yo),, - 11.6(10 -3 ) rad 

Lb> d = 0.6155 m, = 0.0258 mm/mm 

{y A ) xy = 524(10 -3 ) rad 

£ AC ~ 16.7(10" 3 ) mm/mm, 

eso = 11.3(10" 3 ) mm/mm 

A'B' = 5.08416 m, AB = 5.00 m, 

t AB = 16.8(10 -3 ) mm ijüm 

(v™ )ac - 0.0112 mm/mm, 

(Ve™ )cd = 0.125 mm/mm, 

(7*^)^ = 0.245 rad, 

(ípromjBfi ” 0.0635 mm/mm 
(Vph )/io = 0,132 mm/mm, 

Uprom )cf = -0.0687 mm/mm 


€ = 0,05 cose, A L = 

AL = 0.100 pie 
AL = 0.16 pie 
íprom = 0,479 pi^ píe 


(p.05 cose)(2 de), 


*AB~ 1 + 


2 (t)fl seo e - u A eos 8) I 5 


«asen 8 u A oos 8 


Capítulo 3 


1.31 ~ 0 
00004 - 0 


= 3.275(10*) ksi 


E = 55,3(10*) ksi, u r = 9.96 pttLfi ‘ lb 

pulg 3 


= 85.0 


pulg * Ib 


pulg-’ 

(u,) apaa = 117 MJ/m 3 

E = 8.83(10’) ksi 

A = 0209 pulg 2 , P = 1.62 kip 

tr = 150 ksi, e = 0035 pulg/pulg, 8 = 0,228 pulg 

E = 30.0(10*)ksi, P Y = U.8 kip, P m = 19,6kip 

Recuperación elástica = 0003 pulg/pu|g 

AL = 0,094 pulg 


u = 11.43 ksi, e = 0.000400 pulg/pulg, 

E = 28.6(10 3 ) ksi 
&D15 = 0.0632 pulg 
P = 5701b 

cr p t = 44 ksi, try - 60 ksi, E = ll.OflO 3 ) ksi 

m ' * 88 lÜi?' 1(l ™— ' ‘■ 50(1 ° í) 

<j = 2.22 MPa 

u AB = 31.83 MPa ,«xa = 0.009885 mm/mm, 
er C a = 7.958 MPa, £ C d = 0002471 mm/mm, 
a = 0.708° 

P - 11.3 kN 

Con base en el diagrama de esfuerzo-deformación, 
el copolimero cumplirá con los requisitos de esfuerzo 
y deformación. 

o- = 1.697 MPa, 

5 = 0.126 mm, A d — —0.00377 mm 

(a) 8 = -0.577(10" 3 ) pulg 

(b) d' = 0,5000673 pulg 
v = 0.300 

eions = -0.0002667, e, a , = 0.0000880, v = 0.330, 
h' = 2000176 pulg 

£ y = -00150 pulg/pulg, £ x = 000540 pulg/pulg, 
y xy = “ft00524r^d 
P = 53.0 kip, E = 28.6(10*) ksi 
T„ om = 4166.67 Pa, y = 002083 rad, 

8 = 0.833 mm 

2 bhC 

= 431(10*) ksi 

E = 5,5 psi, u, = 19.25 psi, u, = 11 psi 
5 = -00173 mm, d' = 20.0016 mm 
x = 1.53 m, d’ A ■ 30.008 mm 
r = 148,89 kPa, G = 1.481 MPa, S k = 3.02 mm 
e DE - 0.00116pulg/pulg, W = 1121b, 
esc = 0.00193 pulg/pulg 
ej, = 0,00227 mm/mm, 
e, - 0.000884 mm/mm 


Capítulo 4 

-5.00(10 3 ) (8) 

A f(0.4 2 - 0.3 2 J200(10’) 
4-2. S AID = 0.766(10 -3 ) pulg 

4-3. S D ~ 0.850 mm 

4-5. 8 A = 6.14 mm 


= - 564(10" *) mm 
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4-6. 

3^ = 00128 pulg 

4-47. 

T ab = 361 Ib, T A . r = 289 Ib 

4-7. 

S P = 00350 pulg i 

4-49. 

y = 3 - 0025*, F A = 409 kip, F a = 2.91 kip 

4-9. 

S c = 00055172 pulg, S A = 00110344 pulg, 

4-50. 

x = 28.9 pulg, P = 60.4 kip 


S F/E = 0.0020690 pulg, = 00036782 pulg, 

4-54 

- 27.2 kip, = 9,06 kip 


3 P ¡= 0.0113 pulg 

4-53. 

F ac ■ 1.822 kip, F¡¿ = 3644 kip, 

4-10. 

8 = 000878° 


0 ^^ = 9.28 ksi, a¿i = 1.16 ksi 

4-11. 

3, ■ 0.0260 pulg 

4-54. 

8 = 698° 


1 f L , yL 2 pl 

4-55. 

ítbe = 96.3 MPa, a A a = 79.6 MPa, 

4-13. 

s ~ÁiL ír^ + PM*- ^ 


<r CF = 113 MPa 

4-14. 

&a/b ~ -0864 Din 

4-57. 

F ca = 614.73 Ib, Fbc = 45469 Ib, 8 = 00633° 

4-15. 

í^/s — —1.03 mm 

4-58. 

F a - 379 kN, F b - 9.64 kN, F c = 11.6 kN 

4-17. 

3 = -0,4310(10“ 1 V, P = 46.4 kip 

4-59. 

- 1.14(10“*)° 

4-18. 

S F = 0.0230 pulg i 

4-64 

Suponga falla de AB y EF. F = 42 300 N, 

4-19. 

8 = 0439(10“*) rad 


Suponga falla de CD : f CD = 81000 N, 

4-21. 

S D = 01374 Din, íx/s = 03958 Din, 


w = 45,9 kN/m 


3¿> = 05332 mm, S tot = 33.9 nn 

4-62. 

a» = 13.4 MPa, a BC = 9.55 MPa 

4-22. 

IV - 9.69 kN 

4-63. 

8 = 0.00365° 

4-25. 

3 = 0360 mm 

4-65. 

0.02 = 3, + 8 b , P = 1.16 kN 


yL 2 

4-66. 

a — 0.120 mm 

4-26. 

8 = —— 

6E 

t - P (i ,-a#/*) 

4-67. 

1P P P 

4-27. 

aAB ~ 12A ,írci> ~ 3 A ,trEF ~ 124 


4-69. 

0 = A t ~ 3, F = 420 kN 

4-29. 

A - irr 2 = TT(r 0 cOS 8) 2 = irrlco$ 2 8 t 

4-70. 

F = 0509 kip 


y = r(¡ sen 8\ dy = r 0 COS 8 d8. 

4-74 

F = 116 kip 


Cuando y = ~: 8 = 14.48°, 

„ 0.511P 

4-73. 

0 = 8 t - 8 f , F = 19.144, a = 19.1 ksi 


4-74. 

F = 760 kip 


" ' tt^qE 

4-75. 

3 = 0.348 pulg, F = 19.5 kip 
aAE 

4-30. 

pt¡ = 250kN/m, 3 = 293 mm 

4-77. 

0 - A t-S p ,F = —(T* - T a ) 

4-31. 

(r w = 3.14 ksi, <r í(H1 = 0.455 k$i 

4-78. 

F b - 183 kN, F A = 383 kN 

4-33. 

P^ 5747 kN,^ = 22.53 kN, 

4-79. 

P = 188 kN 


a K = 48,8 MPa, <r wt i = 5.85 MPa 

4-84 

620.136 = 75^ + 48^ D , 

4-34. 

ír br = 0341 ksi, ít*. = 0654 ksi 


Fad = 654 kip, F ac = F ab = 409 kip 

4-35. 

d - 2.39 pulg 

4-82. 

S A = 0,0407 pulg T 

4-37. 

F a = 107.89 kN, 8 a¡b = 0335 mm 

4-83. 

F ac = 10.0 Ib, Fjj) = 1361b 

4-38. 

= 1,66 ksi, íT^jn = 0.240 ksi, 

4-85. 

F = 107442.47 N, T = 172° C 


3 = 0.0055 pulg 

4-86. 

ir, = 40.1 MPa, a b = 29.5 MPa 

4-39. 

4* = 18.2pulg 2 ,3 = 000545 pulg 

4-87. 

Vmta. ~ 190 MPa 

4-41. 

ÍU = 36.552 P^ 

4*89. 

K = 2.45, w = 249 pulg 


cr wn = 8.42 MPa k <r x = 673 MPa 

4-90. 

P = 77.1 kN, 3 = 0.429 mm 

4-42. 

d = 24.6 mm 

4-94 

P = 121 kip 

4-43. 

= 26,5 MPa s vef = 33.8 MPa 

4-93. 

Esfuerzo normal máximo en el fílete: K = 1.4, 

4-45. 

F b = 10.17 (10*) N, F ( = 29.83 (10*) N, 
a b = 32.4 MPa, a, = 345 MPa 


Esfuerzo normal máximo en el orificio: K - 2.65 

* 88.3 MPa 

4-46. 

F d = 20.4 kN, = 180 kN 

4-94. 

P = 15 kip, K = 1.60 
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4-95. 

4-97. 

4-98. 

4-99. 

4-101. 


4-102. 

4-103. 

4-105. 


4-106. 

4-107. 

4-109. 

4-110. 

4-111. 

4-113. 

4-114. 
4-115. 
4-117. 
4-118. 

4-119. 


P = 16.8 kip, K = 1,29 

P¿ = 156.91 kip, P M = 143.09 kip, 

(Tac = 36.0 ksi, <r a i = 19.8 ksi 
5c = 0.432 pulg 
w = 21.9 kN/m, 6 C = 4,24 mm 
F CÍ¡ = 1800 N, Fas = 3600 N, 

= 3.14 kN, F CD = 2.72 kN, 

5cd = 0324 mm, á¿ B = 0649 mm 
(a) P = 2.62 kN, (b) P = 3.14 kN 

tjvL 

P = <r y A{2co$8 + 1),S A = 

-C COS o 

<r CF - 250 MPa (T), F C p = 122 718.46 N, 
F be = 91 844.61 N, Fab = 15436.93 N, 
(<r C A = 17.7 MPa (C), 

(. tras) r - 532 MPa (T), 

(<r,u>), = 35.5 MPa (C) 
a A = 53.33 ksi, 5 = 8.69 pulg 
w = 10.9 kip/pie 

(F¿)y = 5655 kN, 146.9 kN, 
d B = 17.8 mm 

(a) S 0 = 0.375 pulg 

(b) 8o = 6.40 pulg 

P = 126 kip, AS = 0.00720 pulg «- 

1 f L v'Ü 

i = (T AsfW-g- 

F b - 2.13 kip, F a = 2.14 kip 
P = 485 kip 

P = 46,4 kip, uab — 145 ksi 
P = 55.5 kN, S B/A = 0.0918 mm 
3 EiLiTi ~ 7-j)(^ - ¿r,) 
d(5E 2 + Ei) 


Capítulo 5 

5-L (a) T = 7.95 kip ■ pulg, (b) T = 638 kip - pulg 

6.381(0.5) OM1 . 

' r P= 0.5 pulj - | ((} 75 4 _ 8 '°° kS ' 

5-2. (a) r' - 0.841í-, (b) r' = QMlr 

5-3. T fl = 6j04 MPa, t a = 6.04 MPa 
5-5. T m *, = 26,7 MPa 

5-6. (Tflc)mA* = 5.07 ksi, = 3.62 ksi 

5-7. (t Ep)mia ~ o, - 2.17 ksi 

5-9. J = 2.545(10 -6 ) m J , 

T m Ja = 11.9 MPa 


5-10. 

5-1L 

5-13. 

5-14. 

5-15. 

5-17. 

5-18. 

5-19. 

5-21. 


5-22. 

5-25. 

5-26. 

5-27. 

5-29. 


2r* 

n ~R<e 

t a b - 7.82 ksi, 7se ■ 2136 ksi 
F = 600N,r¿ = 30.0 N-m, 

(tejObiíi — 5.66 MPa, (tcdJdiíx = 8.91 MPa 
(Tmíx)flbs ~ 10.2 MPa 
d = 33 mm 

T Á = 9601b* pulg, J = 0,03125írpulg J , 
TmA* ~ 489 ksi 
T m íx = 7.33 ksi 

(Tmíx)^» = 41.4 MPa, (TmíJflC ! 82.8 MPa 
Tab = (2000a; - 1200) N *m, 
d = 0.9 m, r mill = 0, 
d = 0, t Tr.fr. = 42.4 MPa 
d = 57 mm 

= 260.42 Ib ‘pie, Tmix = 359 ksi 

aihs 

T 

TmAl “ 2*r?k 

(i tab W = 23.9 MPa, (tbcUc = 15.9 MPa 

1 2 T a + /¿Z, 

7"ji + = 0, T b = - 


_ (2T a + S Á L)r 0 

Tmix , j j, 

“ *í) 

530. c = (2.98 je) mm 

WL (r^ B ) mfa = 1.04 MPa, (tbc)^ = *11 MPa 

533. P = 1100 pie* lb/s, 

T = 280.11 Ib-pulg, 

Tmix = 1.43 ksi 

534. d = -pulg 

535. ai = 21.7 rad/s 

537. P = 990 000 pie -lb/s, 

T = 6302.541b* pie, 

Tmix = 6.02 ksi 

538. d A = 12.4 mm, d B = 16.8 mm 

539. (r míI )cF = 12.5 MPa. 

(Tmíx)flc = 7.26 MPa 

5-4L T = 625 N *m, 

/ = 2.5 mm 

5-42. 6) = 17.7 rad/s 

1 

5-43. d = 2~pulg 

5-45. T = 525.21 Ib* piCi 

r¡ = 1.1460 pulg, 

/ = 0104 pulg 
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5-46. d = gpulg 

5-47. r m fc = 44.3 MPa, ~ H.9 D 

5-49. T AB = -85 N ‘iti, 

Tnc = —85 N ■ m, 

4>a¡d - 0.879 a 
5-50. - 283 ksi, 

<¡> = 443° 

5-51. d = 275 pulg 
5-53. 7" bc = “80 N * m, 

T cd — — 60N*m, 

T Da = -90 N - m, 

<}>,a = |5.74 a | 

5-54. = 1.01 a 

5-55. = 0.227 a 

5-57. TV, = 175.07 Ib-pie, T c = 109.42 Ib * pie, 

1 

7V> = 65,65Ib'pie, d - l^pulg 
5-58. ' 3.17 ksi, 

abs 

4>c¡d = 0.0661° 

«9. * U5 a 

MI. 4>e = 0.01778 rad, 

= 0,02667 rad, 

4>b = 1.53 a 
5-62. 4> a = 1.78° 

5-63. (tbcXhíi = 10.2 ksi, 

= 1.86 ksi, 

4> c = 2,66 a 

5-65. 4>b = 0.001852 rad, 

4>c¡b = —0.0001119 rad, 

4> c = 0.113 a 
5-66. 4> Á = 2.66 a , 

4> c = 2.30 a 

5-67. <$> A = d>B + 4>a/b , 

<¡> c = <p a + 4 >c/b, 

T, = 219 kN-m, 

T 2 = 3.28 kN ■ m 
5-69. 4>b = 0.01194 rad. 

4> c = 0.008952 rad, 

4>e = 120 ° 

5-70. ¿d - 1.42 a 

5-73. J(x) - ~(L + x)\ 

. _ TTL 
* 12itt*G 


5-74. 


5-75. 

5-77. 


5-78. 

5-79. 

5-81. 


542 


5-83. 

5-85. 

5-86. 

5-87. 

5-89. 

5-90. 

5-91. 

5-93. 


4 pd 

t Q = 

4 PLd 

* 3it j*G 

2¿(<qL + 37V) 

* Mr* ~ rt)G 
T a = 200 N*m, 

T b = 100 N*m, 

(T^c)m*[ = 8.15 MPa, 

(Tc&)m 4 x — 4.07 MPa 
t a c ■ 9,77 MPa 

Tjic = 29.3 ksi 
T a = 1.498 kN-m, 

T a = 0.502 kN ■ en, 
t C d = 24,9 MPa 
4> c - 0.116 a . 

395 psi, 

(7W)-*. = 34.3(10-®) rad, 

(^tir)injx 96.1 psi, 

(ifctW = 17.2(10-®) rad 
(Tsc)mix — 1.47 ksi, 

— 1.96 k$i, 

4 > = 0338° 

T r = (300* - 2.5x 1 ) Ib * pulg, 4>b = 1.75°, 
r = 13.3 ksi 

mA* 

Afra 

T b = 222 N-m, 

7^ = 55.6 N-m 
4>e = 1 . 66 ° 

F = 4.412 kip, 

T e = 4412 kip * pie, 

T a = 12.79 kip*pie, 

<¡> B = 0955° 

(TBdW ■ 4.35 ksi, 

(iUcW = 2.17 ksi 
r mál - 550 ksi 

abe 

m = “5(¿ + *) 4 . 
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5-94. 


5-95. 


5-97. 


5-9$, 


5-99. 


5-101. 


5-102. 


5-105. 

5-105, 

5-106. 

5-107. 

5-109. 


5-110. 

5-111. 

5-113. 


5-114. 

5-115. 


- 7t(>L 

B n . 



3íq L 
4 


= 525 psi, 
(i>w = 713 psi, 
<t> c = 0.0582 a , 

4> r = 0.0657° 

< \ -HI 

lTm4lj,f ird*' 


(Tot¿¡c)c ” 


1ST 
1 irk 2 ef t * 


Factor de incremento del esfuerzo cortante ~ 


k 2 


(tbcW - 0.955 MPa, 

(r>ic)ni 4 x = 1.59 MPa, 

4>b¡a = 0207° 

(tucW = 0.955 MPa, 

(Uc)^ = 1.59 MPa, 

4> b¡c - 1 0,0643° | 

Para el segmento AB,T = 3180.86 N-m, 
Para el segmento BC, T = 11366,94 N * m, 
T = 2,80 kN - m 


T fl = 32 Ib ‘pie, 

Ta = 48 ib ‘pie, 

4> c = 0.0925° 

(?^)a = 308 MPa 
T = 1663.2 Ib-pulg, F — 1041b 
T mia = 231 ksi, 

S F = 0.0803 pulg 
t = 0.104 pulg 
A m = 1.4498 pulg 1 , 

A a ' = 2.4002 pulg 2 . 

Factor = 1,66 

H factor de incremento = 2,85 
<7<v "■ ^ *?<;/ 

A m = 7959.50 pulg 2 , 

f = ¿pu!g, 

<!> = 00536° 

$ = 5134 kip * pie 
(v™)* = 15.6 MPa, 

= 10.4 MPa 


5-117. 


5-118. 

5-119. 

5 - 121 . 


5 - 122 . 

5-123. 

5-125. 

5-127. 

5-129. 


5-130. 

5-131. 

5-133. 

5-134. 


5-135. 

5-137. 


5-138. 

5-139. 

5-141. 


5-142. 

5-145. 


A m = 1.8927 m 2 , 

T = 473 MN* m, 

4> = 0.428°/m 
r FPm = H9 MPa, 

<t> = 0.407°/m 

(rprom)^ (rprom)fi 357 kPa 
K = 1.28, 
r = 7.98 din, 

No, no es posible. 

P = 101 kW 
(iw)/ = 50.6 MPa 
K = 1.40, t = 0.075 pulg 
T = 2,71 kip ■ pie, 

T P = 2.79 kip - pie 
T = 20.8 kN * m, 

4> « 34.4°, 

C = 40GPa, 

V = 0.3875 rad, 

4> r = 12 . 2 ° 

T = 14,4 kip - pie 
Ty = 12.6 kN-m, 

Tp = 16.8 kN*m 
T = 110 Ib-pie 

Tp - -ti ry(c* - c, 3 ), 


T c = 9.3 kN ■ m, 7^ = 5.70 kN ■ m 
p y - 0,00625 m, 

T, = 8(10V 

r 2 = 4<10 9 )p + 25(10*), 

T = 3.27 kN-m, 

4> = 34.4° 

T = 39.2 kip-pie,^ = 0.413° 

T = 41.2 kip • pie, en 3 pulg, r = 2.44 ksi, 
en 1.5 pulg, r = -378 ksi 
Elástico, T¡ = 9256.95 N- m, T c = 5743.05 N ■ m, 
T f > (Ty) t , Elástico, T ( = 7,39 kN m, 

T c = 761 kN 
197 

TmíI ~ 12irr 3 

r a = 0.0625 m, r¡ = 00575 m, 

Ec. 5-7: = 88.27 MPa, 

Ec.5-18: r FPm = 88.42 MPa, 

Ec.5-15: <}> = 4495°, 

Ec.5-20: 4> = 4503° 
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5-146. 

T = 331 N-m 

633. 

w - 40.0 Ib/pie, 

5-147. 

t = 8 mm 


V = 30,0 Ib, 

5-149. 

T = 71.5 N-m,-^ = 23.3 MPa 


Ai = 15.01b *pie 

5-150. 

t miix = 82.0 M Pa 

634. 

x = 3", V = - 11 . 5 , Ai - -21 

5-151. 

F = 26.2 N, ¿ = 1.86“ 

635. 

V = 200N, Ai = (200x) N-m, 

Capítulo Ó 


V ■ j-^x 2 + 500J N, 

6-1. 

x = 0.25", V = -24, Ai = -6 


f 100 ^ 1 

6-2. 



Ai = j-—x 3 + 500x - 6001 N -m 

6-3. 

x - 3", V = -2000, Ai ■ -6000 

637. 

x » 45, V = 0, Ai = 169 

6-5. 

x = 2+, V = 8 , Ai = -39 

638. 

A y = 9375 kip, A x = 0 

6-6. 

Jr = 1.5, V = 0, Ai = 9, x = 4", 


23 5 


V' = -20, Ai = -16 

639. 

x = i,V = -->,L,AÍ = --*L 3 

6-7. 

x = 4", V = - 6 , M = -24 

641, 

x - 4", V - -2.8, Ai - -2.4 

6-9. 

x = 4*, V = -3.33, A/ = 46.7 

642. 

x - 1, V = 0, Ai = 2.50 

6-10. 

x = 1.5", V = 150, Ai ^ 225 

643. 

x = 14, V = 0, Ai = 24 

6-11. 

x = 6 ", V — -800, Ai = -4800 

645. 

x = 0.6301, V = 0, Ai = 0.0394 h , qL 2 , 

613. 

x = 3a", V = -/*, Ai = -Pa 


„ W<¡Lx IVflX 4 

614. 

x = 14 + y = H 5 ( m = -3875 


M - 12 nú 

617. 

x = 6 , V - -900, Ai = -3000, 

646. 

x = 0, V - 2 h'o1/-it, Ai = ~w^L?jTt 


V = (-300 - 16.67x 2 ) Ib, 

Ai = f-300x - 5.556x 3 ) Ib - pie 

647. 

ír míI - 120 MPa, 
ífjnfa = 50 MPa 

618. 

V = |30.0 - 2x] kip, 

Ai — j-x 5 + 30.0x - 216) kip - pie, 

V = 8.00 kip 

649. 

J = 3.40 pulg, 

Isa = 91.73 pulg 4 , 

(trjmix 55 3.72 k$i, (cr c ) mAl = 1.78 k$i 


Ai *= (8.00x - 120) kip - pie 

650. 

<r A = 681 MPa, 

619. 

x = 5", V = - 10 , Ai = -25 


ír a = 101 MPa, 

621. 

x = 0.75, V = 0, Ai - 0,5625, 


a-c = 414 MPa 


= 7.5 kN, 

651. 

Ai = 771 N-m 


A y - 15 kN 

653. 

1 = 91.14583(10"*) m 4 , 

622. 

x = 3",V = - 10 , Ai = -18 


Ai = 36.5 kN - m, * 40.0 MPa 

623. 

x = L, V - -wL, Ai = 0 

654 

ír m fe = 206 MPa 

625. 

x = L,V = 0, Ai = 0 

655. 

F = 456 kN 

627. 

x - (L/3)", V - -wqL/ 18, 

Ai = -0.00617 h^ 2 

657. 

I = 17.8133(10"*) m 4 , 
tr m fa = 49.4 MPa 

629. 

x = 411, V = 0, Ai = 25.7, 
en x = 4108 m, Ai = 25.67 kN ■ m, 

658. 

KaJt = 23.8 k$i (T), 

(^) c = 20 . 0 ksi(Q 


en x = 45 m, Ai = 25.31 kN • m 

659. 

Ai = 101 kip - pie 

630. 

x = 2,54, V = 0, Ai - 346 

661. 

y = 9.3043 pulg, i = 1093,07 pulg 4 , 

631. 

V = ^(3¿ - 4x), 

Ai = ^(-12n 2 + 18Lx - 71 3 ), 


(r a = 20544 ksi, ítd = 02978 ksi, 
{F r ) c = 11.8 kip 


662. 

o-a = 621 MPa (C), 

<r B = 5.17 MPa (T) 


r (£ - *) 2 ,« = “ *) 3 

663. 

a = 1.68r 
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6-65. 1 ~ 1863 pulg 4 , (Tmi, = 193 psi, a ~ 155 psi 

646. F fí = 313 kip 

667. a m(a = 158 MPa 

6-69. 4 = ft21645(10“ 3 ) m 4 , 

4 = 036135(10 -3 ) m 4 , 

= 74.7 MPa 

6-70. ír mA![ = 22.1 ksi 

6-71. = 12,2 ksi 

6-73. 1 = 152.344 pulg 4 , ír mfo = 10.0 ksi 

6-74. ír mA¡[ = 21.1 ksi 

6-75. ^Tpcnsi = 52.8 MPa 

6-77. 7 = 152.344 pulg 4 , * = 1.65 kip/pie 

6-78. ¿r mA¡[ = 66.8 ksi 

6-79. <r m ía - 15.6 ksi 

661. w =• 375 kip/pie, a^ = 1,25 ksi 

662. f = 5^pulg 

663. <r m *t = 129 MPa 

665. 6 = 53.1 mm 


666 . 

667. 

669. 

6-90. 

6-91. 

6-93. 

6-94. 

6-95. 

6-97. 

6-9®. 

6-99. 

6 - 101 . 

6 - 102 . 

6-103. 

6-105. 

6-106. 

6-107. 


«Tmjfcc ' 19.1 ksi 
d = 2 pulg 

iV/ m 4! = 7.50 kN ■ m, a = 66.9 mm 
23 ^ 0 L 3 
36 bh 2 

<r mAl = 119 MPa 

y = 0.012848 m, / = 079925(10“ 6 ) m\ 
= 0711 (10 _í ) mm/mm 
d ' 116 mm 
= 199 mm 

M miI = 2P t P= 119 Ib 
a m & = 7.59 ksi 
<r mfa = 5.60 ksi 

/ = 204.84375 pulg 4 , a máx = 19.8 ksi 
ay = 13.3 ksi, a A = 11.8 ksi 
¿ü = 11.25 kN/m 

a mia = 147 psi 

hVE, 

c ~ VF t + VE r ' 

3 M ( Ve, + Vea 

(<r " fe) ' bt?\ VF f ) 


6-109* M y = —14 É 14 kip‘pie, M z — “-14,14 kip ‘pies 
Jj. = 736pulg 4 , I z = 1584 pulg 4 , 
ffiníi = 2.01 ksi (T), a m(pL = 2.01 ksi (C), 
a = 65.1“ 

6-110. M = 119 kip - pie 
6-111. y = 57.4 mm, a Á - 1.30 MPa (C), 
tr fl = 0587 MPa (T), 
a = -3.74“ 

6-114. a A = 8.95 ksi 
6-115. ay = 7.81 ksi 

6-117. M z = -1039.23 N * m, M y = -600.0 N * m, 

4 = 28.44583(10“*) m 4 , 

/ y = 13,34583(10 -6 ) m J , a A » 7j60 MPa (T) 
6-118. £TJÍ = 131 MPa (C), a = -66.5“ 

6-119. M = 1186 kN - m 

6-121. M^ x « 427.2 N• m, a mAx = 161 MPa 

6-122. a A - 293 kPa (C) 

6-123. a a = 293 kPa (C) 

6-125. ^ = 1.155 pulg, y' A = -2828 pulg, 
er„ = 21.0 ksi (C) 

6-126. a a = 21.0 ksi 
6-127. h = 41.3 mm, 

M = 6.60 kN-m 

6-129. M^ x = 253125 kip - pie, jf = 2,3030pulg, 

/ = 30.8991 pulg 4 , (o- mA J* = 22.6ksi, 

(fmAxJel = 133 ksi 
6-130. w = 0875 kip/pie 
6-131. (<r m 4i)«f =851 ksi, (a mix ) w = 0558 ksi 
6-133. y = 2.5247 pulg, h va - 854170 pulg 4 , 

M — 16.4 kip • pie 
6-134. - 20.1 MPa 

6-135. (tr a c) m 4* = 1.40 ksi, (cr w ) m ^ = 77.0 psi 
6-137. y = 0.1882 m, / = 18.08(10"*) m 4 , 

(<r m O* = 154MPa. (a mAx )¿ = 171 MPa 
6-138. d = SI mm, M = 98.6kN-m 
6-139. (c-m^pye = 153 ksi 
frl41, Mmé x = 40 kip - pie, = 23562 pulg 2 , 

h' - 5517 pulg, 1 = 1358.78 pulg 4 , 

(ífora)™*. = 1-95 ksi, (íTjJmfe = 18.3 ksi 
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6-142. 

6-145. 

6-146. 

6-147. 

6-149. 


6 - 150 . 

6 - 151 . 

6 - 153 . 

6 - 154 . 

6 - 155 . 

6 - 157 . 

6 - 158 . 

6 - 159 . 

6 - 161 . 

6 - 162 . 

6 - 163 . 

6 - 165 . 


6 - 166 . 

6-167. 

6-169. 

6-170. 

6 - 171 . 

6-173. 

6-174. 

6-175. 

6-177. 

6 - 178 . 

6-179. 

6 - 181 . 

6-182. 

6 - 183 . 


M ~ 97.5 kip ■ pie 

fdA 

A = 00028125* m 1 , / — « 0.053049301 m, 
M = 14.0 kN - m A * 


P = 55,2 kN 
(*r ™A = 451 MPa, 

{<r mix ) f = -5.44 MPa 
2 A = 0.00425 m 2 , F = 05150m, 

2 / — = 8348614(10“ 3 ) m, 

JA r 

tr c = 2.66 MPa (T) 

(c m £c), = 204 psi (T), (ít m fa) c = 120 psi (C) 
cr A = 10.6 ksi (T), tra = 12.7 ksi (C) 

F = 1235 m, 2 / — = 6.479051 (10” 3 ) m, 

JA r 

A = 0008 m 2 , er B = 26.2 MPa (C) 

<r, = 2.01 MPa (T) 

P = 3.09 N 

K = 2.60, M = 15.0kip-pie 
- 12.0 ksi 
r = 500 mm 
K = 1.92, P = 122 Ib 
= 29.5 ksi 
L = 950 mm 

l t = 82,78333(10^) m 4 , M p = 211,25 kN -m, 
0"superior ^"inferior 43,5 MPa 

3A r 4fr(ft - t) + t(h ~ 2jf 
~ 2 [, bh 3 - (b - t){k ~ 2íf. 

A = 1.71 

M p = 289 062,5 N -m, 7 = 91,14583(10“*) m 4 , 
^Slljjírior U" inferior — 67.1 MPft 

k = 1.17 
k = 1.70 

i x = 26.8(10“*) m 4 , Mp » 0QQ042oy, 

M y » 0.000268(7^, k ■ 1.57 
<7r = £7 b = 142 MPa 
A = 1.71 


Mj/ = 87.830-v-, M p = 121.33ov, A = 1.38 

. _ ~ *?> 

3ír(r 4 - rf) 

A = 2 

. _ 2, .. _ llatf 

d jh,M ÍTy- 

(a) wa = 18.0 kip/pie, (b) w<¡ = 22.8 kip/pie 
(a) P = 37.3 kip, (b) P = 45.5 kip 


6-185. <r ~ 50c rd - 3500(10 f>)d = 0, M = 94.7 N ■ m 

6-186. (a) M = 35.0 kip-píe, (b) M = 59.8 kip - pie 

6-187. M - 251 N -m 

6-189. o - = 82 ksi, M = 73,5 kip * pie 

6-190. Fr = 5,88 kN 

6-191. (ír m *.), = 3.43 MPa (T), 

= 1.62 MPa (C) 

6-193. n = 18.182,7 = 0.130578(10“ 3 ) m 4 , 

M = 14.9 kN-m 
6-194. M *s 26.4kN*m 

6-195. (a) (T mál = 0410 MPa, (b) ír mál = 0410 MPa 

6-197. j — = 0.012908358 m, A = 6.25(10“ 3 ) m 2 , 
Ja r 

<r Á = 225 kPa (C), er B = 265 kPa (T) 

6-198. V = 20 - 2*, M = -jt 2 + 20* - 166 
6-199. * - 0.6“, V = -233, M = -50 

6M , , rfu 

6- 201. o- = — (eos <9 + sen <9), — = 0, 

0 = 45°, a = 45“ 

Capítulo 7 

7J, 7 = 0.2501(10“ 3 ) m 4 , Q A = 064(10“ 3 ) m 3 , 

r A <= 256 MPa 

7- 2. = 346 MPa 

7-3. V w = 19.0 kN 

7-5. v = 3.30 pulg, I\ A - 390.60pulg 4 , 

Q = 65.34 - 6/ V f = 3.82 kip 
7-6. t a = 1.99 MPa, t b = 1-65 MPa 
7-7. Tma, = 462 MPa 

7-9. y = 1.1667 pulg, 7 = 6.75 pulg 4 , V - 32.1 kip 
7-10. = 448 ksi 

7-11. ^ = 100 kN 

7-13. y = 0.080196 m, 7 = 48646(10“*) m 4 , 

Tmii = 422 MPa 
7-14. V = 190 kN 

4 

7-15. El factor ■ - 
7-17. 7 = 0,175275(10“ 3 ) m 4 , 

Q m&1 = 1.09125(10“ 3 ) m 3 , 

= 37.4 MPa 
7-18. V = 723 kN 
7-19. (t/W* 924 MPa, 

(Onris = 37.4 MPa 
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7-21. 

7-22. 

7-23. 

7-25. 


7-26. 

7-27. 

7-33. 

7-34. 

7-35. 

7-37. 

7-38. 

7-39. 

7-41. 


7-42. 

7*43. 

7-45. 

7-47. 

7-50. 

7-51. 

7*53. 

7-54. 

7-55. 

7-57. 

7-58. 

7-59. 

7-61. 


7-62. 

7-63. 

7-65. 


i = 4tt pulg 4 , Q = |(4 - r A = 2.39 ksi 

Tfl • 4.41 MPa 
T m ^ - 485 MPa 

Ve = -13.75 kN, / = 27.0(10“®) m 4 , 

= 0.216(10“ 3 ) m 3 , T m&x = 367 MPa 

Tmt = 280 pSi 

Te = 1.43 ksi, Td “ 117 ksi 
1 = 32jQpulg 4 , 0 - 12,0 pulg 4 , F = 675 Ib 

V = 1.35 kip 

V = 1.80 kip, s = 2- pulg 

O 

f NA = 93.25 pulg 4 , Q = 10.125 pulg 3 , V = 34.5 kip 
t* = 352 MPa 
F = 12.5 kN 

I NA - 2902 pulg 4 , 0 = 168 pulg 2 , 

= 208.5 pulg 3 , 

P = 691 kip 

V = 8.82 kip, í = 1-fpulg 

O 

(TcalvoV™ = 119 MPa 

I Na = 72.0(10“®) m 4 , Q = 0.450(10 -3 ) m 3 , 

P = 660 kN 

s = 8.66 pulg, s' = 121 pulg 

q Á - 228 kN/m ,q B = 462 kN/m 

qc = 0, qa = 601 kN/m 

I NA = 12527(10“®) m 4 , Q c = 0.5375(10“ 3 ) m 3 , 


q c = 38.6 kN/m 

q Á = 139 kN/m, q ñ = 1.25 kN/m 
q m ia = 163 kN/m 
y = 3.70946 pulg, / = 145.98 pulg 4 , 
= 414 Ib/pulg 
q A = 215 kN/m 
q m e* = 732 kN/m 
y = 28362 pulg, / = 92.569 pulg 4 , 
q A = 196 lb/pulg, ía = 452 lb/pulg, 
<7m&c " 641 lb/pulg 



= 3 (¿g - fcj) 

e A + 6(¿i + bj) 



& = y (a + 2 jc), e = 



7-66. 

7-67. 

7-69. 


7-70. 

7-71. 

7-73. 


2V3 

e = - 

3 

e - 0 

Fe = F(A) + 2V(A), 

/ - ^(2A 3 + 6AA 2 - (A - 2A,) 3 ), 

¿(áA,* 2 + 3A 2 A ~ 8A?) 

* - 2A 3 + 6W1 2 - (A - 2Ai) 3 

4r (sen a — a eos er) 

2 a — sen 2 a 

Vas = 9.96 kip 

V = 0.08798 m, 


f NÁ = 86.93913(10“®) m 4 , 

Qa = 0, Q c = 016424(10“ 3 ) m 3 , 
Í 4 = 0, ís = 121 kN/m, 
q c = 3.78 kN/m 
7-74. V = 410 kip 

7-75. V = 749 Ib 

Capítulo 8 


8-1. 

8-2. 

8-3, 

8~S, 

8 - 6 . 

8-7. 


8-9. 


8 - 10 . 

8 - 11 . 

8-13. 

8-14. 

8-15. 


8-17. 


8-18. 

8-19. 


t = 18.8 mm 
r 0 ~ 75.5 pulg 

Cuso (a): en = 1.04 ksi, er 2 = 0 
Oso (b): er, = 1j 04 ksi, er 2 = 520 psi 
er = 133 MPa, F¿ = 35.56(10^N, 

<r b = 228 MPa 

t ~ 26.7 mm,« = 820pernos 

(a) er, = 127 MPa, (b) er', = 79.1 MPa, 

(c) (v,*), = 322 MPa 

t c = 40 mm, í 9 = 20 mm, 

(%„ = 122.72(10 3 ) N,= 308 pernos 
s = 33.3 pulg 

GVj = 432 psi, = 8.80 ksi 
S F - S T = 0, <r c = 2.69 ksi 


*9- 


P r ¡ 


E ( r o ~ r l) 

F(r; ~ r 3 ) 


p = 


T \ 

<Tf¡l 

1 

ti - n 

- pr i 

^4 - 

7 

í + 1' 

H/f íS 


P r 

7 

cr w = 

t + t’ 

wt 

d = 

66.7 mm 



er¿ = 66.7 MPa (C), <r R = 33.3 MPa (T) 
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8 - 21 , 

8 - 22 . 

8-23. 

8-25. 


8-26. 

8-27. 

8-29. 


8-30. 

8-31. 

8*33. 


8-34. 

8-35. 

8-37. 


8-38. 

8-39. 

8-41. 

8-42. 

8-43. 

8-45. 

8-46. 

8-47. 

8-49. 


8-50. 

8-51. 

8-53. 

8-54. 


P Me 

Va = ~a + ~T = m MPa> * B = 625 MPa 

cr mfa = 1.07 MPa 
- 1.07 MPa 

N = 606.218 Ib, V = 150 Ib, 

M = 175 Ib * plilg, 
cr B = 5,35 ksi, t b = 0 

w = 79.7 mm 
P = 109 kN 

A = 0375 pulg 2 , Q a = 00234375 pulg 3 , 

/ = 0,0078125 pulg 4 , 

<r A - 533 psi (T), cr B sa 1067 psi (C), 
ta = 600 psi, r B = 0 
o-* « 504 kPa (C), Ta = 14.9 kPa 
d = 66.7 mm 


/ = 1.0667(10“ •*) pulg 4 , f?» = 0, 

Q c = 4(10“ 3 ) pulg 3 , as = 5.56 ksi (T), 
tb = 0, cr c = 62.5 psi (C), re — 162 psi 
cr u = 0, Td - 667 psi, (Te = 23.3 ksi (T), t e = 0 
(Ta - “9,41 ksi, r a = 0, cr B = 2,69 ksi, 
t b = 0869 ksi 

A = ZSjr(10 “ í )= 0.15625ir(10“*) m 4 , 

J = 0.3125rr(10“ 5 ) m 4 , cr B = 1.53 MPa (C), 
r B = lOOMPa 
T = 216 kip 
T - 216 kip 

A = 9.00 (10“ 3 ) m 2 ,1 = 82.8 (10“*) m, 

Qb = 0, cr s = 0522MPa (C), t b = 0 
cr = 17.9 MPa (C),r = 1,06 MPa 
cr = 23.9 MPa (C),r = 0.796 MPa 
A = 13,0 pulg 2 , l y = 13.5 pulg 4 , f z = 540 pulg 4 , 

a a = 1.00 ksi (C), cr B = 3.00 ksi (C) 

1.33P P 

(C),cr mín -^(T) 


3a 2 


_ 0.36SP _ 0.07967* . 

^ ^inín ^ (v 

R = 0080889 m, N = -24525 N, 

M = 142463 N-m, 

cr¿ = 89.1 MPa (C), cr B = 793 kPa (T) 
(<r,W = 8.37 ksi, (tr c ) m i* = “6.95 ksi 
6e y + 18í z < 5a 
A = 13.5 m 2 , I x = 22.78125 m 4 , 

/„ - 10.125 m 4 , y = 0.75 - 1.5* 


cr^ = 9.88 kPa (T), cr B 
cr c = 128 kPa (C), cr u = 


= 49.4kPa (C), 
69.1 kPa (C) 


8-55. 

8-57. 


8-58. 

8-59. 

8-61, 


8-62, 

8-63. 

8-65. 


8 - 66 , 

8-67. 

8-69. 


8-70. 

8-71, 

8-73. 


8-74, 

8-75. 

8-77. 

8-78. 

8-79. 

8-81. 

8-82. 

8-83. 

8-85. 

8 - 86 . 


cr 4 = 13.9 MPa (T), r A = "0.318 MPa 
N y = 800 Ib, V z = -6001b, 

V x = -500 Ib, T y = -7200 Ib - pulg, 

M x = 4800 Ib • pulg, cr = 17.6 ksi (T), 
r = 4.84 ksi 

cr = 586 ksi (C), r ~ 480 ksi 
cr mfa = 71.0 MPa (C) 

A m 0.7854 pulg 2 , J = 0.098175 pulg 4 , 

/ - 0.049087 pulg 4 , (Q a ) x = 0, 

(Qa) z = 0.08333 pulg 3 , cr^ = 16.2 ksi (T), 
r Á = -284 ksi 

cr B - 7,80 ksi (T), t a = 3.40 ksi 
cr c = 15.6 ksi (T), crfi = 124 ksi (T), 

Td ~ 62.4 ksi, Te - -52,4 k$i 


T = -519.62 Ib-pulg, M y = 250 Ib-pulg, 

M z m -413.01 Ib*pulg, l y - I z = 053689pulg 4 , 
J - 1.07379 pulg 4 , {Q y ) A - 0, 

(QJa = 0.38542 pulg 3 , 

<r A = 695 psi (T) t r A = 327 psi 
<r a = 466 psi (C), Tfi = 422 psi 


cr = 


-j-tf + lSe y y), 


h_ 
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/ = 0.1256637 (10“*) m 4 , 

A = 1.256637 (10“ 3 ) m 2 , Q B = 0, 
< t b = -21.7 MPa. t b = 0 
Ta = 0, a a = 302 ksi (C) 
cr B = 0, t b = 0.377 ksi 


R = 1.74103 pulg, e = 0.0089746 pulg, 

1 = 0,9765625(10“ 3 )tt pulg 4 , Q B = 0.0104167 pulg 3 , 
cr = 162 psi (T), r - 384 psi 
<r A = -21.3 psi N <r a = -12,2 psi 
<r E = 8(E kPa, t e = 69.8 kPa 

fdA 

/-* 0.035774 pulg, A = 0.049087 pulg 2 , 

Ja r 

= 49.0 ksi (T), (cr f ) mto = 40.8 ksi (C) 

(cr ( ) mAl = 28.8 ksi (T), (cr f ) m&1 = 24.0 ksi (C) 
cr máx = 236 psi (C) 
p = 12(10*) MPa, F = 30(10?)*, 

P = 94,2 kN 

cr mál = 44.0 ksi (T) 

cr] - 7.07 MPa, cr 2 - 0 

p = 3.60 MPa, F b = 6.3617(10 É ) N, 

n = 113 pernos 

cr, = 50.0MPa, cr 2 ■ 25.0 MPa, F b = 133 kN 
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Capítulo 9 

9-2. oy = -3,48 ksi, Tyy ~ 463 ksi 
9-3. ay = -678 psi, -ryy — 41.5 psi 
9-5. (r x - —650 psi, (T y - 400 psi, r xy = 0, 0 =; 30°, 
oy = -388 psi, iyy = 455 psi 
9*6. oy = 49.7 MPa, = -34.8 MPa 

9-7. oy = 49.7 MPa, iyy = -34.8 MPa 

9-9. 6 - +135°, o-, = 80 MPa, 

(Ty = 0, T Jty = 45 MPa, 
oy = -5 MPa, Ty y < ~ 40 MPa 
9-10. oy = “2.71 ksi, Tyy = 417 ksi 

ML oy - -271 k$i,-]yy - 417 ksi 

9-13. 0 = -60°, tr, = 200 psi, 

(Ty ■ -350 psi, T xy ■ 75 psi, 
oy = -277 psi, oy = 127 p$i,iyy = 201 psi 
9-14. (a) o - j = 421 ksi, £r 2 = -342 ksi, 

a Pi = 19.3°, 0^ = -70.7° 

(b) = 19,2 ksi, (Tp^m = -15 ksi, 

en el plano 

0, = -25.7°, 64.3° 

9 - 15 . o-) » -19.0 MPa,£r 2 » -121 MPa, 

{0 p h = 39.3° (6 p h = -50.7°, 

TmA* = 51.0 MPa, 8, = -5.65°, 84.3° 

en d plano 

9-17. cr f = 125 MPa, <r y = -75 MPa, 

= -50 MPa, 

ÍT, = 137 MPa, er 2 = -86.8 MPa, 

(^)i = -13.3°, (0,) 2 = 76.7°, 

Tmic = 112 MPa, CTprpn, = 25 MPa 

en d plano 

9 - 18 . (r x = —193 MPa, tTj, = -357 M Pa, 

T X y = 102 MPa 

9 - 19 . íTj = 224 MPa, er 2 = -642 MPa, 

(0,), = -61.8°, (8 p h = 28.2°, 

TmAx = 144 MPa, fl, = -16.8°, 732°, 

en el plano 

ÍTpron, = 80 MPa 

9 - 21 , <r x = 51.9ffi ksi, 7 xy = 30 ksi, 

(T\ = 80.1 ksi, ít 2 = 19.9 ksi 
9-22. cr, = 493 MPa, <r 2 - -111 MPa, 

(fl,), - 78.1°, {8 p h = -11.9° 

9-23. 1 m 0.45(10“*) m 4 , Q Á = 1.6875(10“*) m*, 

oy = 0507 MPa,Tj.y = 0.958 MPa 


9-25. N = 400N,M - 100 N-m, 

A = 0.1(10“V m 2 ,/ = 2.5(10^)it m 4 , 

er] = 0, ít 2 = -126 MPa, 

Trnáx = 63.Q MPa, ÍTprotn = “63.0 MPa 

en d plano 

9-26. o - ] = 29.8 ksi, tr 2 = 0, 

TmAx » 14,9 ksi, 8, = -45°, 45°, 

en d plano 

^prgm " 1^,9 k$i 

9-27* (Tj = 0, cr 7 ~ -22,9 ksi, 

Tuiix = n.5 ksi, 6, = 45 a , 135 a , 

en el plano 

(Jprtm, = -11.5 ksi 

9-29. V = 70.5 kN, M = 39.15 kN -m, 

/ = 49.175(10" 6 ) m 4 ,G^ = 0255(10“*) m* 
o-, -= 64.9 MPa, ít 2 = -5.15 MPa, 

(fl,), = 15.7°, (8 p ) 2 = -74.3° 

9-30. PUnto A\ ín = 1,50 ksi, ít 2 = -0,0235 ksi. 
Punto B\ trj = 0.0723 ksi, ít 2 = -0.683 ksi 
MI. eri = 6.38 MPa,<r 2 = -0.360 MPa, 

(0,), = 13.4°, (0p) 2 = 103° 

9*33. / = 03125(10“*) m 4 , Q Á = 0, 

0a = 9.375(10“*) 

U] = 0, ít 2 = -192 M Pa, 
éT] ~ 24.0, ít 2 ‘ -24,0 MPa, 

8 pt - -15.0°, 0^ - 45.0° 

934. o-] = 0, <x 2 - -1.34 ksi, 

Tmáx = 668 psi, 0, = 45°, -45“ 

en d plano 

935. Tnrfx = 5 kPa, íTp^ = 0 

en d plano 


A = 


1 

d 4 , Oa = 0, 


4 / 

2PI 

\ 

£Tj - 

7TÍÍ 2 \ 

d 

- FJ,(T2 = 0, 



2 / 

'2PL \ 

T más 
en d plano 

wd 2 1 

, ¿ j 


938. T*y = -47.5 kPa 

939. (r x » 82.3 kPa 

941. y = 0.0991 m, / = 7.4862(1Q“ É ) m 4 , 

A = 3.75(10“*) m 2 , 

o-, = 21.2 MPa, o- 2 = -0.380 MPa, 8 p = -7.63° 

942. íT] = 2,97 ksi, er 2 = -412 ksi, 

t míii — 355 ksi 

en d plano 

943. tr, = 1.27 MPa, <r 2 = -624 MPa, 

(0p), = 81.9°, (d p ) 2 = -8.11° 
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9-45. V = 2kip, M = 13 kip ‘pie. 

/ = 86.6667 pulg 4 , Q a = 0, - 270 ksi, 

Cn d plflHfl 

a- prom - -2.70 ksi, 8, - 45°, -45° 

9-46. cri = 219 psi, cr 2 = -219 psi, 

Wi » 45°, (0,) 2 = -45“ 

9-47. tr, = 550 MPa, cr 2 = -0611 MPa 
949. / z = 0,350(10 -3 ) m 4 , / y = 68.75(10“ É ) m 4 , 

(QA)y - 0. (Ti - 0, ÍTJ = -77,4 MPa, 

TmÁJt = 38.7 MPa 

cnelplflpo 

9-50* ctj = 0 3 £t 2 = ^20kPa f Tmás = lOkPa 

en d plano 

9-51. oy = -388 psi. r*y - 455 psi 

9*53. R = 19,21 ksi, 

(Ti = 421 ksi, cr 2 = -342 ksi, - 19.3°, 

Trnix = 19.2 ksi, íTpn^m = ~15 ksi, fl j2 = 64.3 

en d plano 

9-54. tr, = 53.0 MPa, cr 2 = -68,0 MPa, 

8 p , = 14.9° en sentido antihorario, 

= 60,5 MPa, íTprom = ~7,50 MPa, 

Cn d plffruTi 

8 ,i = 30.1“ en sentido horario 
9-55. oy = -19.9 ksi, -íyy = 7.70 ksi. 

<Jy as 9.89 ksi 

9-58. oy = -421 MPa, r x y = -354 MPa, 
oy = 421 MPa 

9-59. oy = 499 ksi. íyy = -1,46 ksi. 

CTy = -3,99 ksi 

94S1, ír^ - -155 MPa, R = 569,23 MPa, 
oy = -299 MPa, íyy = 551 MPa. 

CTy = -11.1 MPa 

9-62. oy ■ 0,250 ksi, íyy = 103 ksi, oy = -3.25 ksi 
943. írpn,^ = 7.50 ksi 

(a) o - ] ' 16.5 ksi.cr 2 = -151 ksi, 

8 pi = 16.8° ( Horario ) 

(b) Tota* - -9,01 ksi. 

en el pía no 

fl, = 28.2° (Antihorarb) 

945. « = 192.094, cr, = 342 psi. 

cr 2 = -42,1 psi, 8 p = 19.3 a , 

O -prom = 150 psi, T mfc c = 192 pSi, 

en el plano 

8, = -25.7 a 


946. (a) cr, = 88.1 MPa, 

cr 2 - -13,1 MPa 
(b) Tmíx = 50.6 MPa, 

en d plano 

^prom = 37.5 MPa, 

0; = 427 ü 

947. (a) cr, = 646 MPa, 

cr 2 - -496 MPa, 

8 p¡ = 30,6° (Antihorario) 

(b) Trnüx = 571 MPa, 

en d plano 

0, = 14.4 a (Horario) 

949, ay - 11.0 kPa, 
íyy = -22,6 kPa 
9-70. oy = -12.5 kPa, 
íyy = 21.7 kPa 

9-71, cr, = 68.6 psi, cr 2 = -206 psi 
9-73. A = 18.0 pulg 3 ,1 = 54.0 pulg 4 , Q Á = 10.125 pulg 
cr, = 1.50 ksi, cr 2 = -0.0235 ksi 
9-74 cr, = 0.0723 ksi, cr 2 = -0.683 ksi 
9-75. cr, = 438 ksi, cr 2 = -120 ksi, 

TmAx ” 2.79 ksi 

en d plano 

9-77. cr, = cr 2 = 480 ksi 

9-78. oy = 500 MPa, iyy = 167 MPa 

9-79. r = 0.2222 MPa, cr prom = 05556 MPa, 

R = 0.5984 MPa, 
oy = 470 kPa, 

T x y - 592 kPa 

941. hf = 900 N, V = 900 N, A-/ = 675 N - m, 

A = 1.4(10 -3 ) m 3 , / = 1.7367(10 -í ) m 4 
cr, = 9.18 MPa, cr 2 = -0.104 MPa, 

(0 p )i = 6,08° (Antihorario) 

9-82. cr, = 32.5 MPa,cr 2 = -0.118 MPa, 

(8 p )\ = 3.44“ (Antihorario) 

9-83. cr, = 7.52 MPa, cr 2 = 0, 

TmAx = 3.76 MPa, 

en d plano 

Q s ™ 45 a (Antihorario) 

9-85* <r mfn = -300 psi, cr^ = 0 S cr mÍJt = 400 psi 
9-86* o-, = Q> £r 2 ™ 137 MPa, 

<r$ = -46,8 MPa, 

T máx = 91,8 MPa 

ato 

9-87. oy fa = 158 psi, cr min = -822 psi, 

ÍTint " 0 psi, T míx = 83.2 psi 

ate 
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9-89. <r, - 222 MPa, er 2 = 0 M Pa, 

<r$ = —102 MPa, 

Trnto = 162 MPa 

flbs 

<MW* o - ) = 6.73 ksi s <T 2 ~ 0, <r$ = “423 ksi, 

^mA* 548 ksi 

abe 

9-93* <r m fr = 100 MPa, ét^ = 30 MPa, cr^ ™ 0, 
T más ^ 50MPa 

abe 

9-94. = 532 psi, £r lnt = 0, a m ¡ u = -926 psi, 

Tmí* = 755 psi 

abe 

9-95. o- m ¿* = 10.9 ksi, íTi nt ^"niíiL 0, 

T m i* = 5.46 ksi 

abs 

9-97. P = 0900(10*) N -m/s, T 0 ■ Ó0.0(10 3 ) N ■ m, 
A = 0.015625^ m 2 , J - 03835(10” 3 ) m\ 

TmAx = 23.2 MPa 

end plano 


9*98. íT] ~ 119 psi, ít 2 = ~119 psi 
9-99. o - ) ™ 329 psi, <r 2 = -72,1 psi 



ÍM02. av = -63.3 MPa, r*y = 35.7 MPa 
M03. ít, = 3.29 MPa, 
a -2 = -4.30 MPa, 

(0,) 2 = 41.1“ (Horario) 

9-105. Q c = 31.25(10“*) m 3 , / = 2.0833(10”*) m J , 

r = 26.4 kPa, o-i = 26.4kPa,tr 2 = -26.4 kPa, 
8 = -45 ü “ 8 = 45° 

u pi J ^ 

9- 106* ov = “22,9 kPa.T^y = “13.2 kPa 

Capítulo 10 

10- 2. ty = 248(10”*), yyy = -233(10“*), 

ty = -348(10“*) 

10-3. P = 111 hp 

10-5. (a) C] = 441(10“*), t 2 = -641(10“*), 

8 pi = -24.8°, Aya = 65.2“ 

(b) y^ x = 1.08(10“ 3 ), 

en d plano 

v™ = -100(10“*) 


10-6. €y = 145(10“*), yyy = 583(10“*), 

€y = 155(10“*) 

10-7. t x , = 215(10 ~\yyy = -248(10“*), 
e y . - 185(10“*) 

10-9. t! = 188(10“*), t 2 = -128(10“*), 

(«,)i = -9.22“, (0,) 2 - 80.8“, 

y mi* - 316(10“*), 

tu d plano 

0, = 35.8“, -54.2“, t^, = 30(10“*) 

10-10. í, = 103(10“*), tj, = 46.7(10“*), 
y,y = 718(10“*) 

10-11. ei = -79.3(10“*), íj « -221(10“*), 

(«,)l = 22.5“, (0 p h = -67.5“, 

ymto » 141(10“*), 0, = -22.5“, 67.5“, 

en d plano 

V<™ - -150(10“*) 

10-13. t, = 17.7(10”*), t 2 = -318(10“*), 

(<g, = 76.7“, (0„) 2 = -13.3“, 

y mA( = 335(10“*), 0, = 31.7“, 122“, 

end plano 

= “150(10“*) 

10-14. (a) t, = 368(10”*), t 2 = 182(10”*), 

B pi = -52.8°, 8 p2 = 37.2“ 

(b) = 187(10“*) 

end plano 

8, = -7.76“, 82.2“, = 275(10“*) 

10-17. /í = 167.71(10"*), t, = 138(10“*), 

€ 2 = ~ 198(10”*), 8 p = 13.3“ 

10-18. (y xy ) m4 * - 335(10“*) t pr(rai - -30(10“*), 

end plano 

8 ! = -31.7 a 

10-19. v = -309(10“*), = -541(10“*), 

y,y - -423(10“*) 

10-21. (a) R = 93.408, ti = 368(10“*), 

t 2 = 182(10”*), 8 pl = -52.8“ ,0^,2 = 37.2“ 

(b) y mi* - 187(10“*), 

en el pJano 

8, = -7.76“, 82,2“, tp^ = 275(10“*) 
10-22. (a) ti ■ 773(10"*), t 2 = 76.8(10“*) 

(b) y mi* , = 696(10“*) 

end plano 

(C) y mi* - 773(10-*) 

abe 
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10-23. 

10-25. 


10-26. 


10-27. 


10-33. 

10-34. 

10-35. 

M-37. 

10-38. 

10-39. 


10-41. 


10*42, 

10-43. 

10-45. 

10-46. 


(a) «, = 192(10"®), *2 = -152(10“®) 

- 344(10“®) 

jibs en ti plaHO 

€, = 308(10“®), €2 = -108(10-®), 

(e p ) 2 = 8.05“ (Horario), R = 208.17(10“®), 

y mfa - 416(10“®), - 100(10"®), 

ene] I»Ih( no 

8, = 36.9° (Antihorario) 

*, = 451(10“®), e 2 = -451(10“®), 

(e F ), = 2&,2 a (Antihorario), 

TmAx ' 902(10“®) ípron, = 0, 

eneiplBiuj 

fl, = 16.8° (í/orarío) 

f ¡ - 339(10“®), f2 = -489(10“®), 

(0^,)] = 32.5“ (Antihorario), 
y miI = 828(10“®), 

en el plflnfl 

- -75(10“®), 

0, = 12.5“ (Horario) 
ít 3 = 0, o - ] = 102 ksi, erj = 7.38 ksi 
= 41.1(10“®) 

tttis 

= 30.5(10“®), = e m in = -10.7(10“®) 

(a) K y = 333 ksi, 

(b) K t = 5.13(10’) ksi 

«.* = 546(10“®), * m = 364(10“®), 
e m£ a = -910(10“®) 


p = 3.43 MPa, 

Tjnífli 0, 

en el plAno 

r m ¿x= 85.7 MPa 

abs 


12 My _ 12 vMy 
' l ~ bh* ' ty " EbS? ' 


— 

A¿cí> = 


3vM 
2£« ' 
6 pM 
í/r 2 


** - 235(10“’), í y = -0.972(10“ 3 ), 
í, - -2.44(10“’) 


P = 3901b 

/ A = 0.206 pulg 

a i = 837 ksi, o 2 = 6.26 ksi 


10-47. e, = 833(10"®), «2 " 168(10"®), 
e 3 = -763(10“®) 

10-49. f x = 0.3125(10“’), y f y = 025(10“’), er, = 0, 
a x = 15.5 ksi (C), a y = 16.8 ksi (C) 

10-50. w y = -184 kN/ m, w x - 723 kN/ m 

10-51. £ = 67.7 GPa, v = 0.335, 

G = 25.0 GPa 

10-53. 0 = a x - 0.350-j, - 0.35o-* + 26.2, 

0 = a-y “ 0.35ít £ - OJSét* + 26.2, 

0 ~ <r z - 035<r x - 035tr y + 620, 

<r x = a-y = “70.0 k$i s <r s = -552 ksi 
10-54* í, = t y = 0, í z = 5.44(10- 3 ) 

E 

10*57* E t f — - -= 

1 - v 

10-58* k = 1.35 

10-59* crj + trj - o-jfCTy + 3rJ y = o - ? 

3300 

10-6L *> = 80 it rad/s, T = ^ Ib * pulg, 

d = 0833 pulg 
10-62. d = 0794 pulg 
10-63. 4 = 1.88 pulg 
450 

10-65. <r = - r , a = 1.78 pulg 
10-66. T e = + T 2 

10-67. = ^AÍ J + 

10-69. ít, = 50 + 19723 = 247 MPa, 

<r 2 = 50 - 19723 = -147 MPa, 

Sí. 

10-70. M t = VA/ 2 + T 2 

10-71, No. 

10-73. o- = -9.549 ksi, r = 30.56 ksi, 

Sf. 

10-74, No. 

10-75. F.S. = 1,43 

10-77. (Ti = 7.314 ksi, er 2 = -15,314 ksi, 

F.S. = 1.59 
10-78. F.S. = 1.80 
10-79. 0-2 = 38.9 ksi 

10-81, o -2 — o" x — 121 ksi 
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10-82. a-y = 94.3 ksi 
10-83. o-y = 91,0 k$i 

10-85. ít i = 8.8489 ksi, <r 2 = -10.8489 ksi, 
oy = 19.7 ksi 
1 

10-86. (a) p = ~try 
(b) * = 

10-89. (T„ ix ) k = 8626.287, = 9947.187, 

o-, = 9947.187, tr 2 = -9947.187, 

7 = 838 kN*m 
10*90. 7 = 9,67 kN - m 
10-91. d = 1.50 pulg 
10-93. íT^n, = 166.67(10*) Pa, 

(a) t = 22.5 mm 

(b) t — 19.5 mm 

10-95. (a) ei = 482(10“*), e 2 = 168(10“*) 

(b) = 313(10“*) 

CU ci plano 

(c) = 482(10“*) 

abs 

10-97. 0-1 = 350.42 MPa, tr 2 = -65.42 MPa, No. 
10-98. = ^(JO-*), 

(a) a = 880(10“*), e 2 = -713(10^*), 

Q p = 54.8 ü ( Horario ) 

(b) y mfe , = -1593(10“*), 

en til plano 

flj = 9,78 ü (Horario) 

10-99. 7 = 736 N ■ m 

10*101. e, = 996(10“*), e 2 = 374(10“*), 

(0 p )i = 15.8° (/Jofario), 

TmA* = -622(10“*), = 685(10“*), 

en d plano 

0, = 29,2° (Antihorario) 

10-102. t x > = 480(10“*), y*y = 23,2(10“*), 

€y = 120(10“*) 

10-103. Vom- 300(10“*), ti - 480(10“*), 

t 2 = 120(10“*), (0,), = 28,2° (Horario), 
y™*, = -361(10“*), 

en el plano 

0, = 16.8° (Antihorario) 


Capítulo 11 

ll-L I x = 0.16276b 4 , Qnb = 01953125b 3 , 
b = 211 mm, h = 264 mm 
11-2, Use W12 X 22 
11-3. Useb = 4.25 pulg 
11-5. 15.0 pulg 3 , 

Use W12 x 16 


11 - 6 . 


11-7. 

11-9. 

11 - 10 . 

11 - 11 . 

11-13. 


11-14. 

11-15. 

11-17. 

11-18. 

11-19. 

11 - 21 , 


11 - 22 . 


11-23. 


11-25. 


11-26. 

11-27. 

11-29. 


11-30. 


11-31. 

11-33. 


Elelemento >tñ:Use W10 X 12, 

El elemento BC\ Use W6 x 9 
w = 6.12 kN/m 

S re q = 2945 pulg 3 , 

T m fa = 2,67 ksi, 

Use W12 X 26 
Use W14 X 43 
P = 2,49 kN 
= 32.73 pulg 3 , 

Use W12 X 26 
Use W14 x 30 
b = 15.5 pulg 

S = 65.23 pulg 3 , ír m & = 265 ksi. No, la viga falla 
debido al criterio del esfuerzo flexionante. 
d = 11.4 mm 


dj = 13,0 mm 
íTjtíi - 17.46 ksi, Sí. 


Useb 


1 

9-pulg 


w = 3.02 kN/m, 
í« = 16.7 mm, 

Smd = 50.2 mm 
h - 0643 pulg, 

Sí, la vigueta soportará la carga con seguridad. 
Use W14 x 22 
w = 108 kN/m 

P = 83.33b 2 , b = 7.20 pulg, 

P - 4,32 kip 

-3 . . .3 


Uses 


3-pulg, s' = 5-pulg, 


s" = 11^ pulg, Sí, puede soportar la carga, 


^TnA* 


3 PL 


bor 1 3 PL 

S - — x, tr --r. El esfuerzo flexionante 

3 i, 2bot 2 

es constante a través del segmento. 
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11-34. 

11-35. 


* . Api A ^JV 
„ OlSS^oL 2 

3Í" Mg 


12-9. 


11-37. tr 


pcrm 


b^íf/6 


. 4 = rf 0> /| 


11-38. 

11-39. 

11-41. 

11-42. 

11-43. 

11-45. 

11-46. 

11-47. 

11-49. 

11-50. 

11-51. 


i 2 

Use d - 20 mm 
7 - lOON-m^c - 001421, 

Use d = 29 mm 
7 = 100 N - m, Use d = 33 mm 
1 

Use d = 1-pulg 
4 

M — 496,1 N * m, c — 00176 m„ Use d = 36 mm 
d = 34,3 mm 
Use d = 21 mm 

Ai = 1274.75 N- tn, Use d = 44mm 
Use d = 41 mm 
Use W10 x 12 


bh\ 


wl¿ 

4bhl 


U-53. S = ^(2jr+ L) 2 ,ír miI = 

11^54. Use J = 21 mm 
11-55. Use d ~ 19 mm 


Capítulo 12 

12-L a- mía = ~E = 100 MPa 

12-2. ít = 582 MPa 
12-3. IV = 113 Ib 

12-5. Aí(jf]) = -~x u M(x 2 ) « ~Px 2t 

*• = iéí ( " xi + L ’ X A 

(~ 4 ^ + IL'x? - 3L 3 ) 


12-6. w, 


*3 = 


24E/ 
PX 2 
\2EI 
P 


12 £1 
PL 3 

Omine - g £/ 
12- 7 - 0 mAl = ^ 


("Jrj + L 2 ), 

(2jt| - 9Ljp 3 + ÍOL 2 ^ - 3L 3 ), 




12 - 10 . 


12 - 11 . 


•' = eñÚ A “ (LÍ “ ^ )jCl )’ 

Oj = - ( 1l2 + ¿Vi 1- ^L) 

= «oL 
m¿a 3E/ 1 

V3M 0 L 2 
Ota* - 27E¡ 

p 

O] = ^J (jrí - 5a 2 xi), 

+ 9<j*2 - 19arx 7 


■ 2 “ + 3^), 


12-13. 

12-14. 

12-15. 


12-17. 


JU s= -1 

2 18£/ 

0484 Pa 3 , 

— . EÍ 1 

3 PL 2 _ - Pl? 

0A ~ 8 El ,Vc ~ 6EI 

3 PL 3 , 
t ' m4!I " 256Í/ 1 

Pab P . , . 

e * = ¿Bi< v ' = m l - J * +M ‘ +b)x ' 

— a 2 (2a + 3¿)], 

- P<lXi ¿ j. lv _ 

^ 2£/ ^ * 3 * 8 £/ 

Míi 

M(jr,) = “JCi, Aí(xj) = M 0s 

M$L M 0 . ,2 v 

6a = T¿T’^' Vi = 6ÉIZ ( '* í ~ Lxí) ' 
t* = + 7 ¿2 ). 

7M.iL 2 

"c-w r 

0.0160 MoL 2 , 00160 M 0 L 

®míi 'i^raíi 

**= 6S7 

M(jCl) = = --JÍ2 2 , 

llivL 4 , 

Vc 384EI 1 

= 000466 rad, t) mAl = 0369 


12-19. 

12 - 21 . 

12 - 22 . 
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12-23. 

12.25. 


12-26. 


12-27. 

12-29. 

12-36. 

12-31. 

12-33. 

12-34. 

12-35. 

12-37. 

12-38. 


Qmia 


H'ci' 3 


| kN ■ m, 


4 5EÍ 

M(x) = ^36* - 4* 3 ^ 1 
540kN*m 2 v 

V = ~t [ó* 3 - ~rx^ - 540* ) kN ‘in 3 , 
El \ 60 / 

2074 kN * m 3 




El 


-i 


- ~ 


wa' 

6EI' 


V] = (—ATÍ + 4tf*Í - 


1h = 
Vs = 


wa 

UEI 

w 


(-4jf 2 + a), 
(-4 L + a) 


24 El 

S A = 00611 rad, v A = -352 pulg 
bh 3 , . 2y£_ 

h 2 E 1 




12£ 3 
i - l£- 

^L-0 h 2 E 


■(¥> 

7¿ 3 


7 

a* = 


3r 2 £’ 


^ ljf=0 ~ 6r 2 £ 


" 


6r 2 

PL 3 


2E/„ 

-(f>— 


PL J 

32£/ c 




3P¿ 

Inbt 2 


v mi x = -364 rara 

M = 180* - 150{* - 0.25) - 60<jc - 0.5} 

- 150{* - 0,75), Ve = Ve - -0501 rara, 
V D = -0698 rara, v E = -0501 rara 

v = [-1.67* 3 - 6.67 (x - 20) 3 + 

18.3 * - 40 3 + 4000*] Ib*pulg 3 


12-39. 


12-41. 


V = —[4.1667* 3 - 5{x - 2) 3 

- Z5(x - 4} 3 - 93.333*], 
v mix = 13,3 rara ¿ 

M=M 0 ^x-j) -M^*-|¿^ 

” - M.K* ■ t) ! 

- 3^* - |- Lx , 




12-42. d A = 


5AV. 2 
72 El 
PL 1 
9 El’ 

P 


Vnj&c 


3* 3 - 3 /* - ¿y 

18£/L \ 3/ 

_3 (*"5 t ) - 2i ’4 

23PÍ. 3 , 


648 £/ 


12^3. , = -| 


6.25* 3 - 33,7S* 2 - -r* 5 
t 


+ i(* - 1.5) 5 + ¿<* - 1.5) 4 
v m(a = 12.9 rara i 

12-45. M = 24.6* - 1.5* 2 + 1.5{* -4} 2 - 50{*-7)> 
279 kN*m 2 


a* = — 

®l*=7 m _ — 
1 


12-46. t> = — | 
£/ 


£/ 

835 kN • m 3 
£/ 

10, 


3.75* 3 - -j(x - 1.5) 3 


- 0.625{* - 3) 4 + ™<¡* - 3} 5 - 77.625* 
ti m ¿* = 11.0 rara i 

12-47. 8 b = -0.705°, V B - -51.7 rara 
12-49. M = 2400* - 600{* - 9) 

- 250* 2 + 250{* - 6) J , 

1 


ti = 


400* 3 - 100<* - 9} 3 


El 


- ~x ú + ~(x - 6) 4 - 23625* 
6 o 


- 1.76 pulg i 
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12-50. 


m 

12-53. 

12-54. 

12-55. 

12-57. 

12-58. 

12-59. 

12-61. 


£ = ¿{0.100* 2 - 0.333* 3 

+ 0.333 (je - 5) 3 + 8.90 (x - 5} 2 
+ 9.58} kN-m 2 , 

v = -¿7Í0.0333jf 3 - 0.0833*“ 

B í 

+ 0.833{* - 5)“ + 2.97{* - 5) 2 
+ 9.58*} kN-m 5 

v = -|-[-0.25*“ + 0,208{* - 1.5) 3 

B í 

+ 0,25{* - 1.5)“ + 4.625{* - 4.5} 3 
+ 25.1* - 36.4]kN-m 3 
302 kip - pie 2 


ve 


El 

3110 kip-pie 3 

Yl 


V = — [-0,00556** + 12.9(* - 9} 3 

+ 0.00556<* - 9) s 
- 256* + 2637] kip-píe 3 


e c = 


3937.5 

El 


V ¿C = 


50 625 
El 


_ I l_ 5PL 2 

6 ° ~ “ SEÍ ’ 

. i | _ 1PL? . 

6 Vñ¡A 16£/ 
120 kip-pie 2 / 

6 A = - 7T, - A-, 


El 


tW = v c 


1080 kip ‘pie 


El 

ji 


i 


240 kip-pie ^ 

= CT ' t 


t»c = 


El 

1080 kip - pie 3 


e C¡A ~ 


El 

A/oí, 


2 El 


’i 


M ti L 
2EI ’ 


AmAx — \( b ¡ c \ 


A/q¿ 2 

8£í 


12-62. 

12-63. 


12 - 66 . 

12-67. 

12-69. 

12-70. 

12-71, 

12-73. 


12-78. 

12-79. 

12-81. 




Ac = “6 EL'* 

6 a = aOOS79 rad 

i i Vb/a] 

12-65* = \íc/a\ -- 

a 

v5 

x = ~r°' ‘ “ a858i 

4/»í, 2 

8 . ~ - 

* 81£í 






5Pa 2 




19PtP , 
= “6^"^ 


- Ha/c ~ 2 El 

PL? Pl? PL 2 

A/ 1 —■ , fl. — , 0. — 

C 12£í A 24 El’ B 12 El 

_ 0.00802Pí 3 

^ ~ £/ 

Aíoa 2 


5A/oa 2 
^ ~~ 6£í 1 

_ lis/*! _ 5 Mffi 
° A ~ L 12 El' 


’ ic/A 6 El' 


12-74. 

12-75. 

12-77. 


A c - 




-k 


■C/A\ 


1 

2* 8/a 


3048 kip-pie 3 , 

Yi ^ 


4EÍ 1 




5Pt? 


2Pa 3 


El 


6a/c 2 El' tB/c 

, _ 13^ 3 fl = , fl i _ SPa 2 

A/c 3 El ' A ' A¡c ' 2E1 * 

A¿ = |ía/cI ” kfi/d = 

5PL 2 3 PL 3 

Hmlx ~ 16E¡ , - 16Ef 

6 A - 5PI¿ 

ü 16£/’ Ac 384EÍ 

I . I 


- : 


- \(c/a\ a 

v5 , , vSMoa 2 

JE 3 fl » A d \tAjD\ 27£7 1 

a = 0.865L 


\ ( b/a\ A/ 0 a 
“ 6£/’ 
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12 -$ 2 , 
12 -$ 3 . 

12 -$ 5 . 

12 -$ 6 . 

12-87. 

12 -$ 9 . 


12-90. 

12-91. 

12-93. 


12-94, 

12-95. 

12-97, 

12-9$. 

12-99. 

12 - 101 . 


8 b = 000778rad = 0.981 pulg I 


8 C = —(12P + wa). 


(64P + lwa)\ 


Ac MEI 
8 B = |0sr/c| = 0.00160 rad, 
Ac = Va¡c\ ~ 0.0371 pulg 1 
e A = 0175° 

A c = 0.895 pulg J- 

(fl c ), = (0 B )i = 


. _ wa* . 
3£/’ * 3£/ ** 


= — > (A c )2 = — 1, 
k cn 6£/ * ° 8 El 

(A c ) 3 = (0 B ) 3 (a) = A, 




IVA 


3 El 

A 


&c 6Ef' Ac 8 El ^ 

_ Wü3 A - ^ I 

A ~ 6EE A ° ~ 12ÉI 1 
8 b = 000722 rad, A c = 13.3 mm i 

(Ac)i~J. 

4 >W ' ¿§7< l2 - ^ 

80 

(A c )2 = -^¿,A c = 1.90 pulg 

* _ 72 _ 36 

A EI ,6a El 
A c = 23.2 m i 

Pl? PL 3 /*_L 2 

Afl “ 24 £7’ ^ Aj ^’ “ 24£Í’ 8 ~ 4 le' 

pi 3 / 1 i \ 

* A ^ 2 ~~ SJC’ Aa ~ PL \nÉl + 8JC) 
Pa\Zb + a) 


A j = 


3 El 


1053 Ib *pulg 2 

A El 

\ _ 4000Ib-pulg 3 | 

tA/0,,- — 1 


y^k*. 


El 
PcO$8 L 3 

^7 


J 


Psen 8 L? 
3 Eí v * 


^ = l* tan 0, y mí ¡< = 0.736pulg, 

y mía / y 

= 309 pulg 


12-102. Use W14 X 34 

3M 0 3M 0 

12-103. A y = ^,B y = M b = 


M. 


12-105* M(x\) = Cjjfi* A/(jc 2 ) - CyJtj - Px 2 + 


PL 


8 


12-106. M a = = T 

12-107. M a = “(L - a), Aí fi = ^ (L - a) 

12-109. M(x) = Cyr + B y (* - 10} - f (x - 10} 2 > 

B y = 144 kip, C y = 107 kip ¿ p j4 y = 10.7 kip 

12-110. A x = 0, C y = ~£, P y - A y = ^ 

7w , L m^L 5i+L 

12-111. A x = 0, A y = C y ~ P y = 


16’ 


8 


12-113. M. 


^--T L 

~" 2 ~~ 1 > 


* - 8(Aj£ 2L, 3 + 3£i/iLj) 

12-114. A, = 0, P c = 112 kN > 

A y = 34.0 kN, P y = 34.0 kN 

... , _ n „ _ 3Af 0 3JW 0 _ Aí 0 

12-115. A, - 0 ,B y - —, A^ — f - — 


12-117. = 


-P(L - a) J (2L + a) 
6E1 * 

A y L? PÍI - y. I 2 ! 


(^/b)2 « = 

a = 0414L 


P(L - af(2L + a) 
2L 3 


3 M 0 3M 0 3AÍ 0 

12-11$. A y = ^,C y ^,P^-^,C^0 

12-119. P. ( = 0, P y = C y ^f,A y ^ 


12-121. v B ’ 


16 

366.67 N-m 3 


32 


L 


El 

1.3333P y m 3 

- —sj— f. 

fi y » 550 N, A y = 125 N, C y = 125 N 

7P 3P PL 

12-122. P y 5= —, A y = —, M a = 

12-123. C x = 0, fi y = 30.75 kip, 

A y = 2.625 kip, C y ■ 14.625 kip 
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247 5 kN -m 3 . 

12-125. C x = 0, iv p h = (v p h = —-i, 


Oa)y = 


36 B y 
~EI~ 


El 

t.flf, = 13.75 kN, 


A y - C y = 3.125 kN 

3 A/ ü Afn 

12-126. 4, = 0, fi y = A y = ^,Af Á = ^ 


12-127. Cjf = 0, C y = - 


12-129. (A„)' 

= 


- a - Tá^Ll x - 
~ 8 F 1/1 " A 2 E 2 ' a ~ 3E,/,’ 

3i v^jFjL 4 

8[3 F,/,^ + v4 2 £ 2 LÍJ 
m 3PJ 

r"* t 


PL 3PL 

12-130. Ma = — M 0 . —, ff x « 0, B y - P 


(PL 2E1 \ 

12-131. M = |^-- —«), A mÁI = 

m/ 0 (L - a) 4 F(L - a) 3 


PL 3 aL 
192F/ + 4 


12-133. A 


8F/ 


3F/ 


«. . L _ 

12-134. A x = 0, F fi = 220 kN, 

A y » C y = 70.1 kN 

12-135. ñ y = 634 Ib, vl y = 243 Ib, C y = 76.8 Ib 
12-137. M = -180* + 277.5 {* - 12} - 70 (x - 24), 
V = -¿7[-30jí 3 + 46.25<jr - 12 } 3 

ÍL i 

- 11.7{jt - 24 } 3 + 38 70Ot - 412 560] 

12-138. t»i = Jy(4,44jtf - 640jfj)lb‘pulg 3 , 

1 

Vi = — (-4.44j^ + 640jT2)lb*pulg 3 

til 

12-139. A c = 190 pulg I 


12-141. A fl = A c = 


YIE1 


. A flfl - Aqq - 


4fi y L 3 


_ 7 V 3 

Aflc = A ca = lg£/! B y = C y = lj} , 


9£/ ' 
llw¿ 




. _ 2»i __ 2 haL _ 

^ | -Dy — ^ I -Ojf " 0 

„ , ü j W'O^ 2 „ _ W'OÍ' 2 

12-142, ( M,- — 

12-143. ^ i 

£í«o 


. 6400Ib-pie 3 % 32000)*?^ 

12.145. A d =- — ( A c)i =- Y} 

, 27000 Ib‘pie 3 , , , , 

( ¿ c )2 =- Yl -^ A c = 0.644 pulg J. 




12.146. VW miI = 


7i 2 b/yíu í r 

108g 


Capítulo 13 

13-1. 


i- „ „ ií-fl ^ JfcL 

F = 2P0, F, = —, P a = — 


13-2. 


13-3. 


F -í* 

a L 


13-5. A = 1.10(10“ 3 ) m 2 , 

/* = I y = 0184167(10“*) m 4 , P* = 22.7 kN 


13-6. P^ = 46,4 kN 

13-7. P^ = 158 kip 

13-9. P^ = 33.17 kip, F.S. = 2.21 

13-10. Pd = 271 kip 

13-11. P cr = 20.4 kip 

13-13. / = 086167(10“*) m 4 , P p = 272 kN 
13-14, d = 8,43 plilg, Pd = 245 kip 
13-15* L = 15.1 pies 
13-17. A = 8.00pulg 2 ,4 = 10.667 pulg 4 , 

I y = 26667 piilg 4 , Pd = 2.92 kip 
13-18. Pd = 5.97 kip 
13-19. P ** 29.9 kN 
13-21. P c = 1886.92 kip, No. 

13-22. F.S. = 2.19 
13-23, P = 475 kip 

13-25. A = 8,85pulg J ,7 y = 19.6 pulg 4 , P = 62,3 kip 

13-26. P = 2.42 kip 

13-27. w - 5,55 kN/m 

13-29. Fsc = 20 kip, P^ = 178,9 kip, 

eje jt-jc: F.S. — 8.94, eje F.S. = 3.98 
13-30. P » 23,9 kip 

13-31. w = 32.5 kip/pie 

13-33, F^ = 15 kN, A = 3.2(10“ 3 ) m 2 , 

I y « 04267(10“*) m 4 , P c = 33.69 kN, 

F.S. - 2.25 
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13-34. 

13-35. 

13-37. 

13-38. 

13-39. 

13-4L 


13-42. 


13-43. 

13-45. 

13-46. 

13-47. 

13-49. 


13-50. 

13-51. 

13J3. 

13-54. 

13-55. 

13-57. 

13^8. 

13J9. 

13-61. 

13-62. 

13-63. 

13-65. 

13-66. 

13-67. 


P = 46.5 kN 
P = 110 kN 

Fas = 26.8014r«, A * 0.625(10" 3 >r m 2 , 
I = 97.65625(10~®)irm 4 , m = 7.06 kg 
P = 457 kip 
P = 234 kip 


M(j 0 = |(x 2 - Lx) - Pv, 



M(x) = R'{L - jc) - Pv 
P = 26.5 kip 

P = 5.87 kN, = 42.1 mm 
A = 0,61575(10“ 3 ) m 2 , 

/ = 64.1152(10"®) m 4 ,P mfe = P* = 18.98 kN, 
P = 6.75 kN 
P = 20.1 kN 
P = 73.5 kip 

Per = 98,70 kN, Ppen,, = 49.35 kN, 

Ppena = 26.3 kN 
cr m ¿ z - 130 MPa 
La columna es adecuada. 

£1 eje fuerte controla la cedencia. 

P^ = 89.0kN 

P (T = 199 kN, e - 175 mm 

<r mAx = 199 MPa, V mAx = 24.3 mm 

La columna es adecuada 

e = 0.15 m, P^ - 346.92kN, 

Ppcr m = 268 kN 
= 622 ksi 

(KL) X = (KL) y = 3m, P„ = 83.5 kN 
F.S. = 1.56 

La columna no falla por cedencia. 


13-69. 

13-70. 

13-71. 

13-73. 


13-75. 

13-77. 

13-78. 

13-79. 

13-81. 

13-82. 

13-83. 

13-85. 

13-86. 

13-87. 

13-89. 


(KL), = {KL) X = 210pulg, P = 18.3 kip 
E, = 14,6 (10 1 ) ksi 
P* = 110 kip 


^ <i97; ^w, MPai 


(~) 


KL P 

49.7 <-< 99.3: - » 200 MPa, 

r A 

KL P 1.974(10^) 

-> 99.3: — = —tttttt" MPa 

T A 




Pp. = 1323 kN 

£, = 200 GPa, E 2 » 150 GPa, 


r = 0.02 m, P^ = 2700 kN 
L = 3.56 m 
L = 10.9 pies 

o-j*™ = 11.28 ksi, Use W6 x 15 
Use W6 x 9 
Use W8 x 24 

a 105.26, [^yj ■ 111.80, 

Pp^, = 80.9 kip 
Sí. 

d - 1.42 pulg 

A = 00151 m 2 , I y = 90.025833(10“ é ) m 4 . 
La columna es adecuada. 


13-90. L = 4.46 m 
13-91. b = 0.704 pulg 

13-93. A = 5.55(10“ 3 ) m 2 , l x = 3186625(10"*) m 4 , 

I y = 25478(10“*) m 4 , P^ = 422 kN 

13-94. L = 3.08 m 
13-95. Pp^ = 108 kip 

13-97. A = 5.57pulg 2 ,/ = 31.7448pulg 4 , P penn = 129 kip 

13-98. Pp^ = 143 kip 

13-99. Pp^ = 109 kip 

13-101. = 0.4783 ksi, P^ = 8.61 kip 

13-102. L = 8.89 pies 
1 

13-103. Use a = 7-pulg 
KI 

13-105. — = 1.00L, L = 3.87 pies 
d 

13-106. P,*™ = 1.875 kip 
13-107. P = 7.83 kip 
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13-109. — = 69.231, («r,)p*™ = 16.510 ksi, 
T y 

P = 80.3 kip 
13-110. P = 79.4 kip 
13-111. P ~ 407 kip 


13-113. 


i?).— 


33 (controla), 


= 100.30, P - 8,60 kip 

13-114. P = 14,6 kip 

13-115. La col umna no es adecuada. 

13-117. A = 12 pulg 3 , I x = 166 pulg 4 , I y = 42.75 pulg 4 , 
P = 95.7 kip 
13-118. P = 98.6 kip 
13-119. P = 279 kip 

13-121. 4 = 24,0pulg 3 , I x = 72.0 pulg 4 , = 32.0pulg 4 , 
P = 98,0 kip 
13-122. P = 132 kip 
13-123. P = 248 kip 

13-125. ^ = 43.2 pulg, Sí. 
a 

13-126. P = 169 kip 
13-127. P = 344 kip 


13-129. S x = 0, B y = 


2M „ PL 

, M = -—gen 6 , 


y L se n 6 

„ PL „ 2fc 
M = T e,P a = T 

13-130. w = 463 kN/m 
13*131. P = 25,0 kip 

13-133. = 56.25, - 128.21 (controla), 

Sí. 

13-134. P,^ - 57.6 kip 
13-135. P^ = 839 kN 

13- 137. í - 0.06722 m, I y = 20.615278(10“ 6 ) m 4 , 

/, r 7,5125(10“ 4 ) m 4 , No. 

Capítulo 14 

ÍL 1 , , , , T 3 y 

14- 1 * y = 2£ + ^ " 2w W + 2C 

14-3. (UX = 3,28 J 


14-5. 

1445, 

14-7. 

14-9. 

14-10. 

14-11. 

14-13. 

14-14. 


N ab - 3kN, N bc = 7kN, N cd = -3 kN, 
U¡ = 0372 J 
(!/;)„ = 43.2 J 

P = 375 kN, (y), = 1.69 kJ 
T = 8.0kN■ m, T = 2.0kN-m, 

T = -10.0 kN ■ m, U¡ = 1491 

{Ui)l = ¿VG 
(£/,), = 0.0637 J 

i U i)y 3(1 

5 

AícL 


rHxf 


u 


14-15. [Ufo 


24 El 
F*Ü 
4ÜEI 


14-17. 

14-18. 

14-19. 

14-21. 

14-22. 

14-23. 

14-25. 

14-26. 

14-27. 

14-29. 

14-30. 

14-3L 

14-33. 

1434, 

14-35. 


M( x) •» ^9jc - yt^kN-m, (í/ ¿ ) b = 33,6 J 


(Ufo = 29,3 I 
„ P 2 rV3ir 


/G ^ 8 / 




p/ 

3P 3 L 3 


16£/ 8/G 


, 1.5 veces mayor que para una 


bh 3 E 
sección transversal 

, w , _ w 2 L? . . Ir _ iv 3 ! 5 

^ ' 40£/’ ^ * 4QEI 

F ad m 250 kip (T), F ab - 150 kip (C), 
F db = 250kip (C), Fac = 3.00 kip (T), 
(A^ = 0.0142 pulg 

, 2PL 

( ch aE 


2 PL 
>l£ 

1 


M„L 


= 2 

U¡ = 0726 pulg - kip, A c = 00145 pulg 
0 B = 000100 rad 
65625 

u i = -j¡-,U'=150d E , 

8 e - 3.15° 

A fl = 2,67 pulg 
A a = 11.7 mm 
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14-37. 


14-3*. 

14-39. 

14-41. 

14-42. 

14-43. 

14-45. 

14-46. 

14-47. 

14-49. 

14-50. 

14-5L 

14-53. 

14-54. 

14-55. 

14-57. 

14-58. 

14-59. 

14-61. 

14-62, 

14-63. 

14-65. 

14-66. 

14-67. 

14-69. 

14-70. 

14-71, 

14-73. 

14-74. 

14-75. 

14-77. 


T = PR eos 8, M = PR sen 8, 

16PR r 

o"mAjc ^3 [sen 8 ■+■ 1 ] 

64/iPfi 3 

d*G 

A c = 2,13 mm 

Ai, « -20(10?)*,, A/j = 60(10 3 )N-m, 

A b = 15.2 mm 

(a) V, = 452 kJ, (b) U¡ - 331 kJ 
d = 5.35 pulg 

A„ = 9,8139(10" É ) m, cr m4l = 359 MPa 
h - 69.6 mm 
cr mAl = 216 MPa 

A ac = 0,613125(10 -3 ) m,Jt = 160(10^) N/m, 
«Tm*! - 237 MPa, ¿ m 4 , x ■ 3.95 mm 
^mkn = 85-7 MPa 
h = 0.571 m 

£r w = 0.3123 MPa, L s= 325 mm 
= 207 MPa 
<r m fa = 43.6 ksi 

= 153.78 psi, rt = 195*08, A = 11.6 pies 
(A^W = 15.4 pulg 


h = 




3£c 




- 2 


W'Le 

n = 209.13, h = 2,23 m 
íTmix = 5.88 ksi 
A = 3.73 pulg 

Jc ¥¡gil ■ 1.7700 kip/pulg, n = 16.7 
ÍTmix = 47.8 M Pa 
h = 6.57 m 

k b = 49.3425(10*’) N/m, A¿ = 0.050342 m, 
v = 575 m/s 

A viga = 0.481 pulg, ír mA x = 10.1 ksi 
A míl = 23,3 mm, <r mil = 489 MPa 


llb-(A B )* = 


40533.33 Ib 2 -pulg 


AE 


(As)* = 0.699(10 _í ) pulg - 

(A B ) V = 00931 (10“ 3 ) pulg i 

A Ct ■ 20.4 mm 

, 1620 kip 2 ‘pulg 

1 kip * (A s )„ --—-, 

(A B )* = 00124 pulg i 


14-78. (A £ )„ = 0,00966 pulg 1 

14-79. A Bj = 0367 mm 

498.125(10 3 ) N 2 *m 
1440. 1N-(AJ V =-^-, 

(A¿)„ = 6.23 mm ] 

14-82. (A s ) v = 3.79 mm I 

14-83. A^ = 0.163 pulg 

174.28125(10?) 

14-85. 1 N * (A c ) v = V 


0.15(10- í )[200(10 9 )]' 
(A c ) v = 5.81 mm i 
14-86. (A c )„ = 341 mm I 
23 Pa* 

14-87. A c ~ 


14-89. A c = 


7AE] 

572.92 kN-m 3 
Ei 


Aí(*,) = 2.50*i, A/ (jcj) = xi 
w(*i) = 0.50*,, «(* 3 ) = * 2 , 

A c - 40.9 mm i 
144». 8 a = 0.00298 rad 
14-91. 8 b = 0.00595 rad 
14-93. Ai = 327.06*,, Ai = 654.12 + 47.06* 2 , 
m t = 1 - 01176*,, m 0 = 0.1176*,, 

8 a = 2.73° 

14-94. Q c = 589(10 -3 ) rad 

14-95. A a = TIA mm = 5.75(10“ 3 ) rad 

14-97. Ai, = Px, M 2 = Px 2 , 

*1 1 

m e ~ — t m B ~ 1, 
a 

e c - S -At 

c 6 El 

Pa 2 

14-98. 6 , = 

14-99. 8 Á = 0.00700 rad 

14-101. Aí(*,) = ^(11L*, - 12*?), Ai(* 2 ) = 77 
*»«(*]) = ~Y< ”*e(xú = 1 t 8 c = 


14 - m - 

14-103. A c = 0.557 pulg 1 
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14-105. 


14-106, 

14-107. 

14-109. 


14-110. 
14-1ÍL 


14-113. 


14-114. 

14-115. 
14-117. 
14-118. 
14-119. 

14-121. 


14-122. 

14-123. 

14-125. 

14-126. 

14-127. 


tV 2 

Af(x 2 ) = i va(a + jej) ~ — X 2 , Aí(jfi) = waxu 
">(x 2 ) = ~(*2 + = y, A» = 

_ WqL A 

c 120 El 

5wí)L? 

° Á ~ 192 E¡ 

AÍ(jc,) = (31.5xi - 6 x?)kN*m, 

M(x 2 ) = (22.5x 2 - 3x 2 )kN *m, 
m e {xi) = (1 - 0.1667xi) kN-m, 

^ 0 (^ 2 ) = (0.1667Jtj)kN *m, 
e Á = 0.00927 rad 
A c - 16.7 rom 1 


Flexión y cortante: 

J IV 1 / f r 

A 


-mm 

$ 


Sólo flexión: A > ~( 
960 \ 



M(*,) = "xi M{x 2 ) = 

wí(jri) = 0,m(x2) ” 1-0L - 1.0*^ 

, A v _ » >L 4 

( B ^ k 4£/ 

4 PL? 

Aj4 * _ 3 El 
A fl = 43.5 mm i 
A c = 17.9 mm i 
e A = 0.991 (10 -3 ) rad 
(A c )„ = 16.8 mm i 


M 0 

M = M = Mq, 


m = lx,wi = lx, A c = 


e B - 


A/oa 

JÉ7 


5M u a 2 
6 El 


A Bk = 0.00191 pulg 


1225.26(10 3 ) 
300(10 -í )(200)(10 9 ) 


= 20.4- mm 


Ar, = 4Ü8 mm 

■V 

{A s ) v = 00124 pulg i 


29.375(10 3 ) 


14-129. Afl = — -— 1 — --T- » 0367 mm 

* 400(lQ“ É )(200)(ltf*) 

14-130. A c = 0,0375 mm 

14-131. (A a )„ = 623 mm i 
21232 

14 - m 

14-134. A H( ^ 0.156 pulg 
23 Pa* 


14-135. A c = 
14-137. e A = 


24E/ 

41.667(10 3 ) 


200(10 9 ) [7Ü(10 _Í )] 
14-138. A ft = 1.54 pulg 
14-139. 8 A *> 2.73° 


= 0.00298 rad 


14-141. 8 C = 
14-142. 0 A = 


5Pa 2 
6 El 
P¿_ 

6 El 
5wL 4 
8 El 


14-143, (A c )„ = 

14-145. M = ~x, M = = Px t M = Px> 

_5M 0 a 2 
A c - 


14-146. U¡ = 


6 £J 


6 El 

14-147. tr mfa = 116 MPa 
14-149. Energía de deformación flexionante: 
1.176(10 fi ) 


m¡ = 


= 10.1 pie* Ib, 


29(10 É )(¿)(0.5)(0.2 3 ) 

Energía de deformación de la fuerza axial: 
(350) 2 (8) 


{Uo)l ~ 2(29)(ltf’)(f)(0,25 2 ) 
14-150. A¿ = 0.536 mm 
14-151. (í/¿), - 2,23 pulg*Ib 
236.25(10?) 


= 0344 pulg *lb 


14-153, A Ev = 

14-154. 8 b 
14-155. e¡¡ 


400(10 _É )(200) (10®) 


= 2,95 mm 


MfiL 

El 

McL 

El 


14-157. ír mfa = 10.5 ksi 
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190-191 

tubulares, 185,190 
Elástica, 573 
Elementos 

compuestos, 378-382,401,542,565 
diseño de, 401,542,565 
flujo de cortante {$) en, 378-382,401 
de pared delgada, 387-397,402 
centro cortante (£>>,392-397,402 
eje de simetría, 392-393 
flujo cortante (<?}, 387-391,402 
torsión, 392-393 

estáticamente indeterminados, 137-142, 
173,214-217,250 

cargados axial mente. 137-142,173 
cargados con pares de torsión, 
214-217,250 

condiciones de compatibilidad para. 
628 

deflexión de. 627-630,633-637, 
©9-647,653 

d agramas de momento para, 633-637 
ejes, 627-630,633-637,630-647,653 
método de integración para, 628-630, 
653 

método de la fuerza para. 630-647. 
653 

método de superposición para, 
©3-637,653 

método del momento de área para. 
©3-637,653 

procedimientos de análisis de, 138, 
215,642 


red undantes, 627 

vigas» 627-630,633437,639447.653 
rectos, vea Vigas 
Elongación, 87,102,113,124 
longitudinal, 102 

Endurecimiento por deformación, 85,01 t 
113-114 

deformación permanente de materiales, 
01 

esfuerzo último {crj f 85.113 
ley de Hookey,01,114 
Energía de deformación {£/), 92-93,114, 
715-728,781 
de distorsión, 522-523 
deformación y, 02-93,114 
densidad de, 92 
elástica (U) r 720-728 
cargas axiales. 720-721 
cortante transversal. 725-726 
momentos de torsión, 727-728 
momentos flexionantes, 722-724 
esfuerzo 

cortante (tí 718-719 
multiaxial,7l9 
normal (cr), 717-718 
módulo 

de resil ¡enda (u), 92,114 
de tenacidad{^,93,114 
trabajo ex te roo y, 715-719,781 
Ensayo de tensión, 81^82,113,524 
Equilibrio, 4-22,25-26,33,60.658459 
cargas 

axiales, 25-26 
coplanares,9 
externas, 4-5 
resultantes internas, 7-8 
cuerpos deformabas. 4-22 
dagramas de cuerpo libre, 6-9 
ecuaciones de, 6,60 
esfuerzo 
cortante (t},33 
normal (o-). 25-26 
estable, 658459 
fuerza de resorte y, 658459 
inestable, 658459 
neutro, 659 

pandeo de columnas y, 658459 
procedimiento para el análisis de, 10 
teacdones e n los apoyos, 5 
Esfuerzo 
anular, 406 

axial (longitudinal}, 406 
barras prismáticas, 24-31 
biaxial. 407 

cero (uniaxial), 25-26,284,340,437 
drcunforendal (lazo), 322.406 
compresivo, 23 

concentraciones de, 158-161,174 
conexiones simples,47-59,60 
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cortante {t) p 23,32-37,4647,60, 

104-106.115,182-189,225-226, 
251,355403,442-443,447, 
473477,480481,718-719 
cargas de torsión y, 182489,225-226, 
251 

cargas simples (directas), 32 
determinación de, 23,60 
distribución en el eje, 184-189 
envigas, 359-403 

energía de deformación y,718-719 
equilibrio y, 33 
interna,34 

límite proporcional (t^), 104 
máximo absoluto (t^), 182-183, 
185-186,473477,480481 
máximo en el plano, 447,480 
módulo de elastiddadfrigidez (G), 
104-106.115 

orientación de la componente, 

442443,480 

permisible {t^}. 4647,60 
procedimientos de análisis del. 34 
promedio (r^), 3245,60.225-226, 
251 

propiedad complementaria del. 33 
puro, 33,104 

transformación del esfuerzo plano, 
442443,447,473477,480481 
transversal, 359403 
tubos de pared delgada, 225-226,251 
último {t m ), 104 
variación lineal en el, 182 
cuerpos deformables, 4-22 
de compresión, 23 
de fractura (oy), 85 
de lazo (circunferencia]), 322,406 
de tensión,23 

eleme ntos cargados axial me nte, 24-31, 
158-161,166468,174 
equilibrio y, 4-22,25-26,33,60 
estado de, 23 

factor de seguridad (ES h ), 4647,60 
ingeniería. 83 
longitudinal (axial),406 
mecánica de materiales. 3-4 
muí tiaxial, 508-515 
nominal, 83 

normal fr),23-31,60.182,284-287,320, 
442443,445451,480,717-718 
área de la sección transversal para,24 
ba rras cargadas axia I me nte, 23-31 
barras prismáticas y. 24-31 
cargas internas (P), 27,60 
constante, 24-25 
de compresión, 23 
de tensión, 23 
determinación del, 23,60 
distribución del,promedio,25 


energía de deformación y, 717-718 
equilibrio y. 25-26 
esfuerzos principales (en el plano), 

445451,480 
magnitud y, 26 

orientación de la transformación del 
esfuerzo plano, 442443,480 
permisible (ff^), 4647,60 
procedimiento de análisis de, 27 
promedio. 23-31,66 
promedio máximo, 26 
propiedades de los materiales, 
supuestos del, 24-25 
variación lineal de, 284-287 
o deformación 
de ingeniería, 83 
nominal, 83 
permisible, 4647,60 
plano, 437451.461467,480481 
círculo de Mohr para, 461467,481 
convención de signos para, 442 
cortante máximo en el plano. 447,480 
esfuerzos principales en el plano, 

445451,480 
estado de 1,^7441 

orientación de Ja componente normal 
y cortante, 442443,480 
procedimientos de análisis de, 439, 
413.463464 

transformación del, 437444 
procedimientos de análisis del, 27,34 p 48, 
propiedades del material y, 22 p 24-25 
principales (en el plano), 445451,480 
radial. 322,407 

residual (tJ, 166-168,174 p 239-241,251, 
338-339,354 

cargas axiales, 166-168 ,174 
cargas de torsión, 239-241,251 
Accionante (vigas), 338-339,354 
sentido direcdonal del. 390,406 
térmico, 151-154,174 
tra nsformadó n de1,436483 
triaxial 473,509 
último (ír H ). 85,104 
uniaxial. 25-26 
unidades de, 23 
vigas curvas, 320-322 
y deformación muí tiaxial, 508-515, 

520-527,533,719, Vea también 
Falla 

Estado 

de deformación, 68 
de esfuerzo, 23,412421,432.437441 
cargas combinadas y, 412421,432 
determinación del, 23 
procedimientos de análisis de, 
42413,439 

transformación del esfuerzo plano* 
437441 


Eistricdón, 85,113 
Extensiómetro. 82 


Factor 

de seguridad (ES,). 4647.60 
de transformadón (it), 313-314,353 
Falla, 107-109,115,235,520-527,533 
cargas axiales, 107-109,115 
escurriemiento, 107-108,115 
fatiga, 108-109,115,235 
fractura, 520,524 
límite de resistenda (fatiga){£,)* 
103-109 
materiales 

dúctiles, 235,520-523,533 
frágiles, 108,235,524-525,533 
teoría 

de Ja energía de distorsión máxima, 
522-523 

del esfuerzo cortante máximo, 
520-521 

del esfuerzo normal máximo,524 
Fatiga, 108-109,115,160,235 
Ríe tes. 234 

Rexión, 254-357> Vea también Momentos 

(M) 

asimétrica, 302-308,353 
concentradones de esfuerzo y. 326-328. 
354 

convendo nes de signos para, 256,264, 
305 

de vigas, 312.314,353 
curvas, 319-325,354 
de concreto reforzado, 315-318 
de formadón, 281 -284 
diagramas de cortante y momento para 
la. 255-271.352 

elementos rectos,255-310,352-353 
esfuerzo residual por, 338-339,354 
fórmula de Ja flexión, 285-292,353 
inelástica. 335-345,354 
momento último, 339-340 
no simétrica, 302-308,353 
procedimientos para el análisis de. 257, 
265,288.323 

Flujo cortante (tf), 224-226,378-391, 
401-102 

carga de torsión y, 224-226 
cortante transversal y, 378-391, 

401402 

elementos 

co mp uestes. 378-382,401 
de pared delgada, 387-391,402 
lineal ¡dad de, 388,390 
paralelo. 387,390 
sentidodirecdonal de,390 
tubos de pared delgada, 224-226 
vertical, 387 
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Fórmula 

déla flexión, 285-292.353 
de la fuerza cortante p 3ól’372 p 401 
equilibrio de filenas horizontales, 361 
esfuerzo cortante (t) para, 362-363 
limitaciones en el uso de, 364-365 
procedimiento de análisis usando la, 
366 

de la secante, 678-653,711 
de Ja viga curva, 321-321 
Fractura. 520,524 

Fuena (/},4-9,22-23,92,264,2*5,335, 
658-659 

axial interna,720 
cargas 

externas, 4-5 
internas resultantes, 7-8 
componentes del esfuerzo, 22-23 
concentrada. 4 
copla nar, 6,9 
cortante (V). 8 
de resorte, 658-659 
perturbadora, 658 
de restauración en resortes, 658 
de un cuerpo. 5 
ecuaciones de equilibrio, 6 
en un cuerpo, 5 

momentos concentrados >, regiones de, 
264 

normales (A/), 8 
perturbadora, 658 
peso,5 

reacciones en los apoyos, 5 
restablecimiento de, 658 
resultante (FR) f 4,7^8,285,335 
superficial, 4 
trabajo, 92 

virtual, radVahajo virtual 
Funciones 

de discontinuidad, 596-600,652 
efe Macauly, 394-595 
de singularidad.595-596 
discontinuas, 256 

H 

Hem (Hz), unidades de, 190 

I 

Inercia {/), 287,303-305,663,787-790. 
794-799 

área (A) momentos de, 787-790,794-799 
dreulode Mohrpara momentos de, 
797-799 
ejes 

inclinados, 794-796 
principales de, 303,795-796 
flexión. 287 
asimétrica, 303-305 
momento mínimo de, 663 


momentos de, 287,304-305,787-790, 
794-799 

pandeo de columnas. 663 
producto de, 303,791-793 
teorema de los ejes paralelos para, 
787-788,792 

Integración, 573-585,628-630 
curva elástica mediante, 573-535 
deflexión, 573-585,628^630 
ejes y vigas estáticamente 

indeterminadas. 628-630 

l 

Largueros de placa, 542 

bsy de Hoot,90-91,113.508-509 

Límite 

de resistencia {fatiga}{£,), 108-109 
proporcional {ít^}, 84, 86, 104 
Líneas de Lüders, 520-521 
Longitud efectiva {L f ),6ó7 

M 

Magnitud, 26 
Materiales 
aniso trópicos, 24 
cohesivos, 22 
continuos, 22 

dúctiles, 87^88,113,235,520-523, 

533 

cargas de torsión, 235 
concentración del esfuerzo, 235 
criterio de cedencia de TVesca, 

521 

deslizamiento, S2Q-52Í 
diagramas de esfuerzo-deformación 
para, 87^88,113 

esfuerzo multiaxial, 520-523,533 
falla de, 235,520-523,533 
teoría de la máxima energía de 
distorsión, 522-523 
teoría del máximo esfuerzo cortante, 
520-521 

frágiles, 89,108,114,160,235,524-525, 
533 

cargas de torsión, 235 
concentraciones de esfuerzo y, 160, 
235 

criterio de falla de Mohr, 524-525 
esfuerzo multiaxial. 524-525.533 
fella de material. 89,114 p 235 
fe] la por fatiga, 108,235 
teoría del esfuerzo normal máximo, 
524 

homogéneos, 24 
isotrópicos, 24 

perfectamente plásticos. 84.162 
Mecánica de materiales, 3-4 
Medidor de deformación de resistencia 
eléctrica. 82,504 


Método 
efe análisis 

de la flexibilidad. 143-144 
de la fuerza, 143-144,639-647 
de corrimiento para los materiales 
dúctiles. 87-88 

de Ja sección transformada, 313-314, 

353 

délas secciones, 7-9 
del momento de área, 604-612,633-637, 
653 

desplazamiento por, 604-612 
diagramas de momento, 633-637 
ejes y vigas estáticamente 

indeterminados. 633-637,653 
pendiente por,604-612 
procedimiento de anáfisis de, 606 
teorema 1.604-605 
teorema 2.605 
dé energía,714-783 
Módulo 

de cortante (G\ lOt-106,115,510,533 
<fe elasticidad {£}, 90-91.113-114,510 
de resiliencia (u r ) r 92,114 
de rigidez (G), 104 
de ruptura {T r o cr},240,338 
de sección (S\ 540,554 
de tangente {£}, 684-685 
de tenacidad («¿,93,114 
de volumen (¿), 511,533 
de Young {£>,90.91,113-114 
Momentos {Af> p ^9,264,281,287,3Q2-305, 
335-340.353-354,559,571-572, 
787-790,794-799 

aplicados arbitrariamente, 304-305 
cargas 

copla nares, 9 
resultantes, 6-8 
curva elástica y, 571-572 
de área {A}, 787-790,794-799 
de flexión {vigas}, 8.281,302-305, 
335-340,353-354 

de fuerza concentrada y. regiones de,264 
de inercia {/}, 287» 304-305,787-790, 
794-799 
mínimo, 663 

de par, trabajo de un, 717 
de torsión {7}. 8 
deflexión, 571-572 

ejes principales, aplicado a lo largo de 
los. 302-303,795 
equilibrio y. 6-9 
flexión asimétrica, 302-305 
flexionantes (M) 7 8,264,281,353, 
722-724 

deformación de vigas. 264,281, 

353 

diagramas de cortante y de momento 
y,264 
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energía de deformación elástica ( í/)* 
722-724 
equilibrio y, 8 
interno, 571-572 
plástico (Af v )* 336-339,354 
polares de inercia {/). 183-186 
relación de curvatura. 571-572 
resultante {M R ) r 6-8,335,559 
último, 339-340,354 

O 

Orientación, vea Dirección 

P 

Pandeo, 656-713 
carga 

crítica {Pj r 657-660,711 
de Eulet, 662-663,711 
columnas ideales, 660-665,711 
de columnas, 656-713 
de secciones transversales, 221-232, 
360-361 

de termi nació n de, 656-660,711 
ecuación de Engresser para, 685,711 
fórmula secante y, 678-683,711 
inelástico, 684486,711 
de Shanley, teoría del, 685 
ecuación de Engesser para el, 685,711 
módulo tangente (E^ 684-685 
momento de inercia mínimo y, 663 
punto de bifurcación, 6 59 
Par de torsión (7} p 8,179-189,200-207, 
237-244,250-251 

ángulo de giro fa) y 180-181,200-207, 
250 

constante, 201-202 
convención de signos para, 185, 

202-203 

elástico 

máximo (T Y \ 237-238 
-plástico, 237-238,240,251 
esfuerao residual y, 239-244,251 
externo, 179-181 

fórmula de la torsión para. 182-189 
interno, 182-189,200-207,250 
momento de torsión como, 8 
múltiples, 202-203 

a lo largo de un eje, 202-203 
plástico {T), 239-240,251 
regla de la mano derecha. 185.202-203 
torsión inelástica y, 237-239,251 
último (T tf ),24J 

Pendiente, 263,352 p 570,573-585,604-612, 
652 p 808 

curva elástica,570,573-585 
deflexión. 570,573-585,604-612,652 
flexión (cortante), 263,352 
método del momento de área para, 
604412 


vigas, 808 

Perfiles estructurales, propiedades 

geométricas de los, 800407 
Peso, fuerza como, 5 
Placas de apoyo, 538 
Porcentaje 

de elongación, 87,113 
de reduccióndelárea,87,113 
Presión de escala, 405 
Principio de Saint Venant, 119-121,173 
Producto de inercia, 303,791-793 
Propiedades de materiales, 22 p 24-25, 
80-117,508-515,533 
anisotrópicos, 24 
cadencia. 84,113 
cohesivos. 22 
comportamiento 

elástico, 84,88,90-91,113-114 
plástico, 84-91,113-114 
continuos, 22 
deformación 
permanente. 91 
unifórme, 24-25 

dagra mas de esfuerzo-deformación 
(cr^f) para. 83-96,104-106. 
113-115 

dilatación fe), 510-511,533 
ductilidad, 8748,113 
endurecimiento por deformación, 85,91, 
113-114 

energía de deformación, 92-96,114 
ensayo de tensión (compresión) para, 
8142,113 

esfuerzo multiaxial y deformación, 
508-515 

astricción, 85,113 
feUa, 107-109,115 
fatiga. 108-109,115 
fragilidad, 89,108,114 
homogéneos. 24 
isotópicos. 24 

ley de Hoolce. 90-91,113,508-509 

mecánicas, 80-117 

módulo 

de cortante (G), 104-106,115,510, 

533 

de elasticidad (E) p 90-91,113 
de resiliencia 00,92,114 
de rigidez (G), 104 
de tenacidad ( u ,), 93,114 
de volumen (A), 511,533 
razón de Poisson (v). 102-103,115 
transformación de la deformación y 
relaciones de, 508-515,533 
Propiedades de vigas I de ala ancha 

(perfiles W), 800401,804405 
Prueba de compresión, 8142 
Punto de inflexión, 570 
Punto/esfuerzo de cedencia fer^), 84,114 


R 

Radio 

de curvatura, 572 
de giro 0), 663 
Reacciones, 4-5 
en los apoyos. 5 
Recipientes 

a presión, cargas combinadas en, 

405- 408.432 

cilindricos, cargas combinadas de, 

406- 407,432 

de pared delgada a presión, cargas 
combinadas en, 405-408,432 
esféricos, cargas combinadas en, 407,432 
Redundantes, 627 
Regla de la mano derecha, 8,185, 

202-203 

Relación 

carga-desplazamiento, 137-138,143-144, 
173 

de esbeltez (L/r), 663-664,667 
efectiva (ATE/r), 667 
de excentricidad 681-682 
de momento de curvatura.571-572 
Resistencia 
a la cedencia, 8748 
deslizamiento, 107 

Resultante (R), 4,74.26,285,335,559 
fuerza {F ^, 4,74,26.285,335 
fuerza interna (P),74,26 
momento (M R \ 335,559 
tridimensional, 8 
Rigidez de flexión f £/), 572,574 
Rosetas de deformación, 504-505 

5 

Secciones de vigas 
de acero. 541 
de madera,541-542 

Secciones transversales, 7,24-25,122-123, 
158-161,174,180-189,200-202. 
221-225,234,237-239,250-251, 
281-292,302-305,313-314, 
319-320,335-340,353-354, 
360-377,387-397,401-402* 
662-663,703-704 
alabeo, 221 

ángulo de giro (<f>) y, 200-202 
aro (anillo diferencial), 184,237-238 
asimétricas, 302-305 
carga 

axial, 24-25,122.123,158-161,174 
constante y, 123,173 
de torsión, 180-189,201*221-225* 
237-239*250-251 
excéntrica, 703-704 
ce ntroide p 7,9,319,392 
cerradas. 224 
circular, 103-189,200-202 



ÍNDICE 


861 


compommienio inelástico, 162-163,174, 
237-239,251.335-340.354 
de columnas,662-663,703-704 
deformación 
elástica, 122-123,173 
por flexión y, 281-284,353 
eje, 180-189,200-202,222,250 
centroidal para vigas, 286 
de simetría para, 302-303,392-393 
neutral para vigas, 282-284,286-287, 
305.319-320 

elementos de pared delgada, 387-397, 

402 

esfuerzo cortante (t), 182-185 

transversal. 361-377,387-397.401402 
esfuerzo normal promedio, para la 
determinación de, 24-25 
factor de concentración del esfuerzo (Jí), 
158-161,174,234 

método 

de la sección transformada, 313-314, 
353 

de las secciones y, 7 
momento de inercia 
mínimo, 663 
polar de, 183 

par de torsión constante y, 201-202 
planas, 232,312,319 
radio de giro ír), 663 
rectangular. 221-223,663 
sólidas, 184,190 
tubulares, 185,190 
variació n de I esfue rzo 
hiperbólico. 320 
lineal. 182,284-287 
variaciones de perfiles, 222,320 
vigas, 281-292,302-305,313-314,319-320, 
335-340.353-354,360-377, 
337-397,401402 
Soportes para columnas. 660-669 
Superposición, 136,173.6194523,633-647, 
653 

deflexión, método para la, 619-623, 
6394547,653 

diagramas de momento por, 633-637 
ejes y vigas estáticamente 

indeterminados, 633-647,653 
elementos cargados axial mente. 136,173 
método de la fuerza como, 639-647 
principio de. 136,173 
procedimiento de análisis de, 642 

T 

Tangentes a Ja curva elástica, 604-606 
Tfensión, 124 

Tfeorema de Castigliano, 771-781 
armaduras, aplicado a, 773-775 
carga de impacto, 740-745 
conservación de la energía, 733-736,781 


energía de deformación, 715-728 
elástica {U), 720-728 
fuerza, trabajo de una, 716 
método del, 751-770,781 
momento de par, trabajo del, 717 
procedimientos para el análisis usando. 
773,778 

requisitos de compatibilidad, 772 
trabajo 

externo, 715-719 
interno, 717-728 
virtual, 751-770,781 
vigas, aplicado a, 776-780 
Teorema de los ejes paraJelos. 787-788,792 
Teoría 

de la energía de distorsión máxima, 
522-523 

de ShanJey del pandeo inelástico, 685 
del esfuerzo 

cortante máximo,520-521 
norma I máx i mo, 524 
Torsión, 178-253,727-728, Vea también 
Farde torsión (7) 
alabeo, 221-222 

ángulo de giro (<M, 180-181,200-207, 
222,226.250 
cargas estáticas, 235 
convención de signos, 185,202-203 
de elementos de pared delgada. 392-393, 
\fea también Ángulo de giro (<£) 
deformación, 179-181 
cortante (y) y, 180-181 
ejes. 179-191,221-223,250-251 
elementos estáticamente indeterminados 
y, 214-217,250 
en tubos, 185,224-229,251 
energía de deformación elástica (t/), 
727-728 
esfuerzo 

cortante (t) y, 182-189 
residual {r>, 239-244,251 
factor de concentración del esfuerzo {ií), 
34-237,251 
fórmula de la, 182-191 
inelástica, 237-239,251 
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turra ¡cu, Para obtener un valnr más guací» Jelvn consultarse los ntun uaíes de referencia para el imitenal. 

11 hiede suponen qiw 1¡i redítcticiui laceifcncii» y h rellenan última pf¡i lm maitcriatcs dúctiles son íguidcs en lensiúivcEi cumpwsitJn. 
c Se miiie pcrpenJieuhLr a la fibra. 
j Sl“ mide piifiildiL a Iji fibrii. 

v Deformación medida cu forma perpendicular a Li fibra cuando la carga he aplica si lo largo de tala. 
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''Se mide peipendinitor a l.i fibra, 

J íve midi’ paralda a I ;i fibra, 

c Deformación medida en fura™ perpendicular n la libia cuando h eitríii se aplica a lo largo de ¿m. 














Este libro ofrece al estudiante una presentación clara y completa de la teoría y 

las aplicaciones de los principios de la mecánica de materiales. 

La octava edición ha sido mejorada de manera significativa, por lo que tanto 

profesores como estudiantes se beneficiarán en gran medida con estos cambios. 
Entre lo nuevo que encontrará destaca lo siguiente: 

• Contenido actualizado. Algunas partes deí libro fueron reescritas a fin de 
lograr mayor claridad. Se han agregado ejemplos nuevos y otros se han modi¬ 
ficado para dar mayor énfasis a conceptos importantes. Además, se han 
mejorado las ilustraciones en todo el libro, 

• Fotos nuevas. 44 fotos nuevas ejemplifican los principios más importantes en 
situaciones reales y la forma en que se comportan los materiales bajo cierta 
carga. 

• Problemas fundamentales. Estos problemas ofrecen a los estudiantes apli¬ 
caciones simples de los conceptos, lo que le da a los estudiantes la oportuni¬ 
dad de probar sus habilidades antes de intentar solucionar algunos de los 
problemas estándar. 

• Problemas conceptuales. Estos problemas están planteados para que los 
estudiantes razonen sobre una situación de la vida real ejemplificada en una 
fotografía. 

• Problemas nuevos. Esta edición incluye aproximadamente 550 problemas 
nuevos, algunos con aplicaciones a campos recientes de la ingeniería. 

• Problemas con sugerencias. Esta sección motiva mucho a los estudiantes 
para resolver problemas por su cuenta al proporcionarles formas adiciona¬ 
les de verificar la solución. 

Para obtener mayor información sobre este libro, visite: 

www.pearsoneducacion.net/hibbeler 













































